INTRODUCCION

La palabra DIDACTICA se refiere al arte de ensefiar. Para el autor de estas notas la
didactica es el arte de ensefiar de manera poética 'y, por ello, prefiere usar el adjetivo griego
Sidackarol (DIDASCALICO) por su referencia a la poesia.

El propésito que se tiene para asistir a una clase es aprender y no hacer meras
trascripciones de contenidos. Cuando los estudiantes gastan su tiempo escribiendo notas,
participan poco y aprenden menos. La matematica es una disciplina que no se ensefia sino que se
aprende, y muchos estudiantes nunca aprenden como aprender. Lo ideal seria que las
instituciones educativas contasen con una adecuada bibliografia, y asi los estudiantes no tendrian
que tomar notas.

Hasta el siglo XIX se pensaba que Euclides y sus discipulos habian descubierto las
propiedades mas significativas de las figuras geométricas elementales: triangulos vy
circunferencias. Sin embargo, durante dicho siglo se hicieron importantes descubrimientos
geométricos, y hoy en dia se siguen haciendo. Lo curioso de esto es que las soluciones y
demostraciones pueden hacerse de manera elemental, es decir, usando la geometria del
bachillerato.

Los problemas de la geometria requieren de tiempo, mucho esfuerzo y una capacidad
combinatoria de la que carece la mayoria de los estudiantes. Quizas esa sea la razon por la que los
profesores de matematica del preuniversitario venezolano no dictan, en general, la geometria.

En estas paginas se presenta un bosquejo general de lo que seria una tanda de clases de
geometria para que los estudiantes, que se van a convertir en profesores de matematica, aprendan
a hacer demostraciones, resolver problemas geométricos y plantear nuevas proposiciones y
nuevos problemas.

Cualquier comentario a estas anotaciones seran aceptadas de inmediato.

DARIO DURAN CEPEDA
Barquisimeto, 2003
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Vea la figura anterior. Se tiene un triangulo ABC de circuncirculo o. ElI punto O es el
circuncentro y los puntos O,, Op, O son los simétricos de O respecto de los lados BC, AC, AB.
Los segmentos AX. BY, CZ son las alturas del tridngulo ABC que se cortan en su ortocentro H.
Los puntos U, V, W son las intersecciones de las alturas AX, BY, CZ con el circuncirculo a. El
segmento JJ° es el circundiametro perpendicular al lado BC. Asi, J es el punto medio del arco
BC. Los segmentos AP, BQ son circundiametros que pasan por los vértices A, B. Los puntos D,
E, F son los puntos medios de los lados BC, AC, AB. El punto | es el incentro, es decir, el corte
de las bisectrices de los angulos del triangulo. El punto I, es el excentro del lado BC, es decir, el
corte de las bisectrices exteriores de B y C. La circunferencia & es la circunferencia de diametro
I1.. La circunferencia B es el circuncirculo del triangulo BCH. El punto S es la intersecion de
con la perpendicular a CZ por H. Los puntos K, L, M son los puntos medios de los segmentos
AH, BH, CH. El punto N es el punto medio del segmento HO. El punto G es el corte de la
mediana AD con HO. EIl nimero R es el circunradio del triangulo ABC, 0 sea, OA =0B =0C =
R; y el nimero r es su inradio, es decir, la distancia del incentro | a los lados del triangulo.

ZBAX+B=90° (1)
por ser angulos agudos en el triangulo ABX rectangulo en X.
/BCZ+B=90° (2)
por ser angulos agudos en el triangulo BCZ rectangulo en Z.
De (1) y (2) se sigue que
/BAX = /BCZ (3)
Por otro lado
/BAX = /BCU 4)
por ser angulos inscritos en el mismo arco BU.
De (3) y (4) se deduce que
/BCZ = /BCU (5)
Esta igualdad indica que CX es bisectriz del angulo C en el tridngulo HCU. Como AX es altura
es perpendicular a BC. Luego, CX es altura del lado HU en el tridngulo HCU. Ya que CX es
altura y bisectriz en el triangulo HCU dicho triangulo es isdsceles y CX es mediatriz de HU. De
manera analoga se prueba que
/WBZ = /ZBH, ZZAY = ZYAV (6)
Ademas,
HX = XU (7
HC =UC (8)
De manera analoga se demuestra que los triangulos HBW, HAV son isosceles y BZ, AY son
mediatrices de HW, HV. Por tanto,
HY =YV 9)
HA=AV (10
HZ = ZW (12)
HB=BW (12)
De (7), (9), (11) se deduce el

TEOREMA # 1.
El simétrico del ortocentro de un triangulo respecto de un lado esta en el circuncirculo.



La potencia del ortocentro H respecto de o es
AH.HU = BH.HV = CH.HW (13)
Por el teorema # 1 se ve que HU = 2HX, HV = 2HY, HW = 2HZ y al sustituir estos valores en
(13) se tiene que AH.2HX = BH.2HY = CH.2HZ. Al simplificar por 2 se obtiene
AH.HX =BH.HY = CH.HZ (14)
Hemos demostrado el

TEOREMA # 2.
En un tridngulo dado los tres productos de los segmentos en que el ortocentro divide las alturas
son iguales.

La potencia del pie X de la altura AX respecto de a. es AX. XU = BX.XC. Pero, XU = HX por el
teorema #1. Luego.
AX.HX =BX.XC  (15)
Se verifica inmediatamente que
BY.HY = AY.YC  (16)
CZHZ=AZ.ZB a7
De (15), (16), (17) se deduce el

TEOREMA # 3.
El producto de los segmentos en que un lado de un triangulo es dividido por el pie de su altura es
igual a esa altura multiplicada por la distancia del lado al ortocentro.

Como B esta en la mediatriz del segmento HU se tiene que BH = HU. Por ende, los triangulos
BUC, BHC son congruentes y sus circunradios son iguales. Se verifica asimismo que los pares de
triangulos AWB, AHB y AVC, AHC son congruentes. Hemos demostrado el

TEOREMA # 4.
Si H es el ortocentro del triangulo ABC, entonces los triangulos ABC, AHC, BHC, AHB tienen
sus circunradios iguales.

¢Donde estaré el centro del circuncirculo del triangulo BHC? Ya que BC es cuerda de esa circun-
ferencia su centro estara en la mediatriz de BC. Por el teorema anterior se tiene que los dos
circunradios deben ser iguales, es decir, si T es el circuncentro de BHC se tiene que OB = BT.
Esto quiere decir que T es el simétrico de O respecto de BC, o sea, O’es el circuncentro del
triangulo BHC. Hemos demostrado el

TEOREMA # 5.
El circuncentro del triangulo cuyos vértices son los extremos de un lado de un triangulo dado y
su ortocentro es el simétrico del circuncentro del triangulo dado respecto de ese lado.

Notese que AH, CH son cuerdas del circuncirculo del tridngulo BHC.



DEFINICION 1.

Los segmentos que unen el ortocentro de un triangulo con cada uno de sus vértices se llaman
segmentos de Euler; los puntos medios de los segmentos de Euler se llaman puntos de Euler, y
el tridngulo cuyo vertices son los puntos de Euler se llama triangulo de Euler.

KLM es el triangulo de Euler.
Notese que BH, CH son cuerdas del circuncirculo 3. Hemos demostrado el

TEOREMA # 6.

Las mediatrices de dos segmentos de Euler de un tridngulo se cortan en un punto que es el
simétrico, del circuncentro del tridngulo dado, respecto del lado que une los vértices considera-
dos.

Ya vimos que los pares de tridngulos BHC, BUC; AHB, AWB y AHC, AVC son congruentes.
Por tanto, sus areas son iguales. Si [F] denota el area de la figura F, entonces se tendrd que
[BHC] = [BUC], [AHB] = [AWB], [AHC] = [AVC]. Por tanto,
[AVCUBW] = [AVC] + [AHC] + [BHC] + [BUC] + [AHB] + [AWB] =

2[AHC] + 2[BHC] + 2[AHB) = 2([AHC] + [AHB] + [AHB]) = 2[ABC].
Hemos demostrado el

TEOREMA # 7
El area del hexagono cuyos vértices son los puntos donde las alturas de un triangulo cortan a su
circuncirculo es igual al doble del area del triangulo.

DEFINICION 2.
El triangulo cuyos vertices son los puntos medios de los lados de un tridngulo dado se llama
triangulo medial de ese triangulo.

El lado EF es la mitad del lado BC porque E, F son los puntos medios de los lados AC, AB del
triangulo ABC. El segmento LM es la mitad de BC ya que L, M son los puntos medios de los
lados BH, CH en el triangulo BCH. Por tanto, EF = LM. Esto quiere decir que un lado del
triangulo medial de un triangulo es igual a un lado de su tridngulo de Euler. Esto es lo mismo con
los otros lados. Por ende,

TEOREMA # 8.
El triangulo de Euler de un triangulo y su triangulo medial son congruentes.

Se sabe que OD es perpendicular a BC y al ser EF paralela a BC se tiene que OD es perpendi-
cular a EF. Esto quiere decir que OD es altura en el triangulo medial DEF. Hemos demostrado el

TEOREMA # 9.
El circuncentro de un triangulo es el ortocentro de su triangulo medial.

De las igualdades (5) y (6) se deduce el



TEOREMA # 10.
Un vértice de un tridngulo es el punto medio del arco en el circuncirculo determinado por las
intersecciones de ese circuncirculo con las alturas que no parten de ese vértice.

Como A es el punto medio del arco WV se tiene que OA es perpendicular a WV. Ademas, Y, Z
son puntos medios de los lados HV, HW en el triangulo VHW. Luego, ZY es paralela a WV y
vale su mitad. Por lo dicho antes OA es perpendicular a YZ.

DEFINICION 3.
El triangulo que tiene como Vértices los pies de las alturas de un tridngulo dado se llama su
tridngulo ortico.

TEOREMA # 11.
El circunradio que pasa por un vértice del tridngulo es perpendicular a un lado del triangulo
ortico.

La paralela a OA que pasa por U es perpendicular a WV. Luego, esa paralela es una altura en el
triangulo UVW.

TEOREMA # 12.
Las paralelas a OA, OB, OC que pasan por U, V, W son concurrentes.

/BAJ = ZCAJ porque J es el punto medio del arco BC. Luego, AJ es bisectriz del angulo A del
triangulo ABC. Por otro lado, OJ pasa por el punto medio D del lado BC.

TEOREMA # 13.
La bisectriz de un &ngulo de un tridngulo corta la mediatriz del lado opuesto en un punto del
circuncirculo.

ZJAJ =90° por estar inscrito en una semicircunferencia. Luego,

TEOREMA # 14.
Las bisectrices interior y exterior de un angulo de un tridngulo pasan por los extremos del
circundiametro que es perpendicular al lado opuesto al vértice considerado.

ZABP = ZACP = 90° por estar inscritos en una semicircunferencia. Luego, BP es perpendicular
a AB y, asi, BP y CH son paralelas. CP es perpendicular a AXC vy, asi, CP y BH son paralelas.
Entonces BPCH es un paralelogramo y sus diagonales PH, BC se cortan en D.

TEOREMA # 15.
El simétrico del ortocentro de un triangulo respecto del punto medio de un lado esta en el circun-
circulo, y es el punto diametralmente opuesto al vértice opuesto al lado.

TEOREMA # 16.
El otro extremo de un circundidmetro que pasa por un vértice de un triangulo, el punto medio del
lado opuesto y el ortocentro son puntos colineales.



DEFINICION 4.
Dos rectas que pasan por el vértice de un angulo se llaman isogonales conjugadas respecto de
ese angulo si ambos angulos tienen la misma bisectriz.

Z/BAX = 90° — B en el triangulo rectangulo ABX. Z/PAC = 90° — ZAPC = 90° — B. Por tanto,
Z/BAX = ZPAC. Luego, ZXAJ = Z/BAJ — Z/BAX = ZJAC — ZPAC = ZJAP. Esto nos indica
gue AJ es bisectriz de los angulos Ay ZXAP. Hemos demostrado el

TEOREMA # 17.

La altura y el circundiametro de un triangulo que parten de un vértice son isogonales conjugadas
respecto del angulo del tridngulo en ese vértice.

ZAUW = LAXZ y ZAUV = LAXY por tener sus lados respectivamente paralelos. ZAUW =
ZAUV por estar inscritos en los arcos iguales AV, AW. Luego, AX es bisectriz de £LYXZ.
Analogamente, YB, CZ son bisectrices de ZZYX, £YZX.

TEOREMA # 18.
El ortocentro de un tridngulo es el incentro de su tridngulo ortico.

AX, BY, CZ son perpendiculares a BC, AC, AB. Luego,

TEOREMA # 19.
Los lados de un triangulo son las bisectrices exteriores de su triangulo ortico.

TEOREMA # 20.
Los vértices de un triangulo son los excentros (es decir, los centros de las circunferencuias que
son tangentes a un lado y a la prolongacion de los otros dos) de su triangulo 6rtico.

Por el teorema 14 se tiene que HQ, AC se bisecan en E. Luego, AHCQ es un paralelogramo y se
tendra que AH = CQ. Por otro lado, al ser O, D puntos medios de BQ, BC se tiene que CQ =
20D. Por tanto, AH = 20D

TEOREMA # 21.
La distancia del circuncentro de un tridngulo a uno de sus lados es la mitad de la longitud del
segmento de Euler que parte del vértice opuesto al lado considerado.

Por el teorema de Pitagoras aplicado al triangulo BOD rectangulo en D se tiene que OB* = OD? +
2 2 2 2

BC? = ((%AH) + 6 BC) = w . Osea, AH? + BC? = 40B? = 40A%.

TEOREMA # 22.

La suma de los cuadrados de las longitudes de un segmento de Euler y su lado opuesto es cuatro
veces el cuadrado del circunradio.



B = ZAPC por estar inscritos en el mismo arco AC. Luego, los tridngulos ABX, APC son

semejantes y se tiene que AB = AX y asi AB.AC = AP.AX.
AP AC

TEOREMA # 23.
El producto de dos lados de un triangulo es igual a la altura del tercer lado multiplicada por el
circundiametro.

Si en la ultima igualdad se multiplica por BC se ve que AB.AC.BC = AP.(AX.BC). El paréntesis
es el doble del area del tridangulo. Por ende,

TEOREMA # 24.
El &rea de un triangulo es igual al producto de sus tres lados dividido entre dos veces el
circundiametro del triangulo.

Como H, S, C estén en la circunferencia p y ZSHC = 90° el segmento CS es diametro de By, por
tanto, pasara por O". También se verifica que £SBC = 90° y BS, AH son paralelas. Las rectas
HS, ZB son paralelas por ser perpendiculares a CZ. Entonces

TEOREMA # 25.
Si la perpendicular por H a CH corta a 3 en S, entonces los puntos S, O°, C son colineales y
ABSH es un paralelogramo.

ZIBl; = ZICIl, = 90° por ser Bl, Bl, y Bl, Bl, bisectrices interior y exterior de B, C. Luego, &
pasa por By C. ;Ddnde estara el centro de 8? Indudablemente estara en su diametro 11, y ademas,
ya que BC es cuerda tambien en su mediatriz. Por el teorema # 13 ese punto es J. Por ende,

TEOREMA # 26.
El centro de la circunferencia que pasa por dos vértices de un tridngulo y su incentro es el punto
medio del arco del circuncirculo del triangulo determinado por el lado formado por esos vértices.

Los segmentos BI, CI son cuerdas de &.

TEOREMA # 27.
Las mediatrices de dos segmentos que unen el incentro de un tridngulo con dos de sus vértices se
cortan en un punto del circuncirculo.

/HAG = Z0DG por ser alternos internos entre las paralelas HK, OD cortadas por la transversal
AD. ZAGH = ZDGO por ser opuestos por el vértice. Luego, los triangulos HAG y ODG son
AH AG HG
DO GD OG
razones vale 2. Asi, AG = 2GD y HG = 20G. La primera igualdad nos dice que G tiene que ser el
baricentro del triangulo.

semejantes y se tiene que . Por el teorema # 21 el primer miembro de estas



TEOREMA # 28.
El ortocentro de un triangulo, su baricentro y su circuncentro son colineales, y la distancia entre
el ortocentro y el baricentro es el doble de la distancia del baricentro al circuncentro.

DEFINICION 5.
La recta que pasa por el ortocentro, el baricentro y el circuncentro de un triangulo se llama recta
de Euler.

Los puntos N, K son puntos medios de los lados HO, HA del triangulo AHO. Luego, OA = 2NK.
Analogamente, OB = 2NL y OC = 2NM. Pero, OA = OB = OC es el circunradio del triangulo
ABC lo que significa que NK = NL = NM. Ademas este valor comin es %2 R. Es decir,

TEOREMA # 29.

El circuncentro del tridngulo de Euler de un tridngulo dado es el punto medio del segmento
formado por el ortocentro y el circuncentro de este ultimo triangulo, y su circunradio es la mitad
del circunradio del triangulo dado.

Por el teorema # 21 se ve que HK = OD. Ademas, dichos segmentos son paralelos. Por tanto,
KHDO es un paralelogramo y sus diagonales HO y KD se bisecan en N. En el tridngulo KXD
rectangulo en X el punto N es el punto medio de la hipotenusa KD. Luego, NK = NX = ND. De
manera analoga N equidistade E, F, Y, Z.

TEOREMA # 30.

El circuncentro del tridngulo értico de un triangulo dado es el punto medio del segmento formado
por el ortocentro y el circuncentro de este Gltimo tridngulo, y su circunradio es la mitad del
circunradio del triangulo dado.

TEOREMA # 31.

El circuncentro del tridngulo medial de un tridngulo dado es es el punto medio del segmento
formado por el ortocentro y el circuncentro de este ultimo triangulo, y su circunradio es la mitad
del circunradio del triangulo dado.

En los teoremas 28, 30 y 31 se vio que los triangulos ortico, medial y de Euler de un tridngulo
dado tienen exactamente el mismo ciruncirculo; su centro esta en el punto medio del segmento
determinado por el ortocentro y el circuncentro, y su radio es la mitad del circunradio del
triangulo dado.

DEFINICION 6.
La circunferencia que pasa por los pies de las alturas, los pies de las medianas y los puntos de
Euler de un triangulo dado se llama el circulo de los nueve puntos de ese triangulo dado.

En 1765, Leonard Euler demostrd que el circuncirculo del tridngulo ortico es el circuncirculo
del triangulo medial. Por esta razon algunos denominan a esa circunferencia el circulo de Euler.
Esto también fue descubierto por K. W. Feuerbach y por eso algunos matematicos la llaman el
circulo de Feuerbach. En 1821, Ch. Brianchon y J. Poncelet redescubrieron esa circunferencia
y vieron que también pasaba por los puntos de Euler. Victor Poncelet fue el que le puso el
nombre de circulo de los nueve puntos.
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TEOREMA # 32.
El simétrico del punto medio de un lado de un triangulo con respecto al centro de su circulo de
los nueve puntos es un punto de Euler.

Esto indica que DK es un diametro del circulo de los nueve puntos.

TEOREMA # 33.
En el circulo de los nueve puntos los puntos de Euler son los puntos medios de los arcos
determinados por los vertices del triangulo ortico.

Por el teorema # 21 se tiene que AH = OO" y ademas, ambos segmentos son paralelos por ser
perpendiculares a BC. Luego, AHO O es un paralelogramo y sus diagonales AO” y HO se bise-
can en N. Por ende,

TEOREMA # 34.

El simétrico del vértice de un tridngulo, respecto del centro del circulo de los nueve puntos, es el
simétrico del circuncentro del tridngulo dado con respecto al lado opuesto al vértice en considera-
cion.

. . . BY z
En los triangulos rectdngulos ABY y ACZ se tiene que sen A = — = % Luego, AC.BY =

AB
AB. CZ. De manera anéloga se prueba que AC.BY = BC. AX. Hemos demostrado el

TEOREMA # 35.
Las alturas de un tridngulo son inversamente proporcionales a sus lados.

En los triangulos rectangulos ABX, ACX se tiene que sen B = % y sen C = ':—)é Al dividir

ambas igualdades se obtiene que AB _ AC . De manera analoga se prueba que

senC senB

AB BC

= . Hemos demaostrado el
senC sen A

TEOREMA # 36.
Los lados de un triangulo son proporcionales a los senos trigonométricos de sus angulos opuestos

Esta igualdad se llama el teorema del seno. ¢Cual serd el factor de proporcionalidad en el teor-
. . AC
ma del seno? En el triangulo rectdngulo APC se ve que sen ZAPC = sen B = Ap 0 sea,

AC
sen B

= AP = 2R. Hemos demostrado el
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TEOREMA # 37.
BC AC AB

sen A senB senC

Esta igualdad recibe el nombre de TEOREMA GENERALIZADO DEL SENO vy el factor de
proporcionalidad en el teorema del seno es el circundiametro del triangulo dado.

TEOREMA # 38.
Un lado de un triangulo es igual a su circundiametro por el seno del angulo opuesto.

., : AX :
En el tridngulo ABX se tiene que sen B = AR’ 0 sea, AX = AB.sen B. Por el teorema anterior se

tierne que AB = 2R.sen C, y al sustituir se obtendréa que
AX =2R.sen B.sen C (18)
Por otro lado, #BOD es la mitad de #BOC que es un angulo central. Como #BOC = 2A se ve

que ZBOD = A. En el triangulo rectangulo BOD se tiene que cos A = % y asi OD = R.cos A.

Pero, la suma de los angulos A, By C es 180° y cos A = —cos(180°- A) = —cos(B + C) =
senB.senC — cosB. cos C. Por ende,

OD = R(sen B.sen C — cos B. cos C) (19)
Si HO es paralelo al lado BC entonces HX = OD vy se sigue que AX = AH + HX = 30D. Sustitu-
yendo (18) y (19) se obtiene 2R.sen B.sen C = 3R(sen B. sen C — cos B. cos C). Al efectuar las
simplificaciones se tiene que sen B. sen C = 3.cos B. cos C y al dividir por cos B.cos C se obtiene
tg B.tg C = 3. Hemos demostrado el

TEOREMA # 39.
Si en un tridngulo ABC la recta de Euler es paralela al lado BC, entonces tg B. tg C = 3.

H N G 0]
| | | |
I I | 1

En la figura anterior hemos representado parte de la recta de Euler. Si se hace HO = 6, entonces
HN = 3, NG =1y GO = 2. Por tanto, %:¥:3. Esto quiere decir que N y 0 son
conjugados armonicos respecto del segmento HG.

TEOREMA # 40.
El centro del circulo de los nueve puntos y el circuncentro de un tridngulo dividen armoénica-
mente al ortocentro y el baricentro.

Si | esté en la recta de Euler, entonces una mediana coincide con una mediatriz y asi el triangulo
es isosceles. Por tanto,

TEOREMA # 41.
Para que el incentro esté en la recta de Euler bastara que el triangulo sea isésceles.
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Notese que el inradio r es la distancia del incentro | a cada lado. Por tanto, en los triangulos BIC,
AIB y AIC sus bases son BC, AB, AC y sus alturas son iguales a r. Luego,

2[ABC] = 2[BIC] + 2[AIB] + 2[AIC] = r.BC + r.AB + rAC = r(BC + AB + AC). Lo del
paréntesis es el perimetro del triangulo. Al dividir por 2 se obtiene el area. Hemos demostrado el

TEOREMA # 42.
El &rea de un tridngulo es igual al inradio por el semiperimetro del tridngulo.

Usando este teorema y el teorema # 23 se obtiene el

TEOREMA # 43.
El producto de los tres lados de un triangulo es igual al doble producto del circunradio, el inradio
y su perimetro.

Si 2s = BC + AC + AB es el perimetro del triangulo ABC, entonces del teorema # 41 se ve que

2rs = 2[ABC] = AX.BC = BY.AC = CZ.AB. Luego, L = B—Ci = A—Ci = AB . Al sumar
AX 2rs BY 2rs CZ 2rs

: 1 1 1 BC+AC+AB 2s 1
se tiene que §+—+— = = — ==, Hemos demostrado el

BY CZz 2rs 2rs r

TEOREMA # 44.
El reciproco del inradio de un triangulo es igual a la suma de los reciprocos de sus alturas.

HX HXBC [BCH] HY HYAC [ACH] HZ HZAB [ABH]
AX AXBC [ABC]' BY BY.AC [ABC] CZ CZAB [ABC]
HX HY HZ [BCH]+[ACH]+[ABH] [ABC]

. Por tanto, se ve

que —+—+—-= = =1. Por otro lado,
AX BY Cz [ABC] [ABC]
AU BV CwW _AX+ XU BY + YV CZ+2zZW HX HY HZ
=1+ +1+ —+1+—=4. Hemos
AX BY cz  AX BY Cz AX BY Cz
demostrado el
TEOREMA # 45.
Si las alturas AX. BY, CZ del trriangulo ABC se cortan en el ortocentro H y cortan al circuncir-

culo del triangulo en los puntos U, V, W, entonces AU + BV CW _
AX BY cz

Como BY, CZ son perpendiculares a AC, AB los puntos Y, Z estan en la circunferencia de
didmetro BC. Luego, el cuadriladtero BCYZ es ciclico, es decir, esta inscrito en una
circunferencia. Por tanto, B + ZCYZ = 180°. Pero,. ZAYZ + ZCYZ = 180°. Se deduce de ambas
igualdades que B = ZAYZ. Ya que A es un angulo comun a los triangulos ABC, AYZ se sigue
gue esos triangulos son semejantes. Puede escribirse que}

ABC ~AYZ~ XBZ~ XYC (20)
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TEOREMA # 46.
Los tres triangulos que se forman en un tridngulo dado por los lados de su triangulo Grtico son
semejantes al triangulo dado.

De la segunda semejanza dada en (20) se ve que %=¥ es decir, AZ.ZB = XZ.YZ. De

manera analoga se tiene que AY.YC = YX.YZ y BX.XC = XZ.XY

TEOREMA # 47.

El producto de los segmentos en que un lado de un tridngulo es dividido por el correspondeinte
vertice del triangulo ortico es igual al producto de los lados del triangulo ortico que pasan por el
veértice considerado.

Al multiplicar las tres igualdades anteriores se tiene que AZ.ZB.AY.YC.BX.XC = XZ%YZ%XY2.

TEOREMA # 48.
El producto de los seis segmentos en que los lados de un triangulo son divididos por los pies de
las alturas es igual al cuadrado del producto de los tres lados del triangulo ortico.

DEFINICION 7.
Un punto de una recta que contenga a un lado de un triangulo se llama punto de Menelao de ese
lado si no es vértice de dicho triangulo. Un segmento que une un vértice con un punto de
Menelao del lado opuesto se Ilama ceviana.

A

a
Figura N° 2

Vea la figura N° 2. Se tiene un tridngulo ABC. El segmento AD = d es una ceviana interior, es
decir, D es un punto entre By C. Se tiene que AB=c, AC=b,BD=m,PC=n,a=m+n. Si
AD es altura, entonces aplicando el teorema de Pitagoras en los triangulos rectangulos ABD,
ACD se tiene que

cc=m’+d> (21)

b’=n?+d* (22)
Restando ambas igualdades resulta ¢® — b> = m* = n?> = (m + n)(m - n) = a(m - n) = a(a — 2n).
Luego,
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¢’ =a’ +b?-2ab.cos C (23)
En el triangulo ADC se ve que cos C = % y asi n = b.cos C. Al sustituir este valor en (23) se

obtiene laigualdad  c? = a® + b® — 2abcos C.

TEOREMA # 49.

El cuadrado de un lado de cualquier triangulo es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos
lados menos el doble producto de esos lados por el coseno del angulo formado por estos dos
lados.

Si C = 90°, entonces cos C = 0 y de (23) se obtiene el teorema de Pitagoras. Por esta razon se
dice que (23) es la generalizacion del teorema de Pitagoras, y se llama el teorema del coseno.
Supdngase ahora que AP no es altura. Aplicando el teorema del coseno a los triangulos ABP,
ACP se tiene que

¢ =m? + d* — 2mdcos ZBDA (24)

b% = n? + d* - 2ndcos ZDCA (25)
Un angulo en D es agudo y el otro es obtuso. Por tanto, los signos en el tercer sumando a la
derecha de (24) y (25) tienen signos opuestos. Sin embargo, al sumarlos no se eliminan porque,
en general, m y n son distintos. Al multiplicar (24) por n, (25) por m y sumar se obtiene la
igualdad mb® + nc® = (n + m)d®> + (M + n)mn = (m + n)(d*> + mn) = a(d® + mn). Hemos
demostrado el

TEOREMA # 50.
En el triangulo ABC de la figura N° 2 se cumple la igualdad
mb? + nc? = a(d? + mn)

La igualdad anterior fue presentada en 1746, sin demostracion, por el matematico Matthew
Stewart (1717-1785). Por esta razodn la igualdad del teorema anterior se Ilama el teorema de
Stewart. Este teorema fue demostrado en 1751 por Thomas Simpson (1710-1761); en 1780 por
Leonard Euler (1707-1783), y en 1803 por Lazare N. M. Carnot (1753-1823)

Si AD =d es la mediana de BC = a, entoncesm =n = %. Usando el teorema de Stewart se tiene

2
que m(b® + ¢ = a(d® + m?), o sea, %(b2 +c?)= a(d2 +a7jl Al efectuar las operaciones
indicadas y haciendo las simplificaciones se ve que 4d? = 2(b® + ¢?) — a%. Hemos demostrado el

TEOREMA # 51.
Cuatro veces el cuadrado de una mediana de un triangulo es igual al doble de la suma de los
cuadrados de los lados que forman la mediana menos el cuadrado del tercer lado.

Si AD, BE, CF son las medianas del tridngulo ABC, entonces del teorema anterior se tienen las
igualdades 4AD? = 2(b* + ¢?) — &, 4BE? = 2(a® + ¢?) — b?, 4CF? = 2(a’ + b®) — ¢®. Al sumar estas
igualdades vemos que

4(AD? + BE? + CF?) = 3(a® + b* + ¢?) (26)
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Hemos demostrado el

TEOREMA # 52.
La suma de los cuadrados de las medianas de un triangulo es los tres cuartos de la suma de los
cuadrados de los lados.

Si G es el baricentro del triangulo ABC, es decir, el corte de sus medianas, entonces AD = gAG

BE = gBG, CF = %CG Sustituyendo estos valores en (26) se ve que 9(AD? + BE? + CF?) =

3(a? + b% + c?), y se tiene que
AD?+ BE® + CF? = %(a2 +b? + c?) (27)
Hemos demostrado el

TEOREMA # 53.
La suma de los cuadrados de las distancias del baricentro de un triangulo a sus vértices es igual a
un tercio de la suma de los cuadrados de los lados.

Sea P un punto cualquiera del plano del triangulo ABC y sea M el punto medio de AG donde G
es el baricentro. Aplicando el teorema # 51 a los tridngulos PBG, PDM, PAG se tiene que  4PD?
= 2PB? + 2PC? — BC?, 4PG? = 2PD? + 2PM? — AG?, 4PM? = 2PA? + 2PB? — AG®. Multiplicando
la segunda estas igualdades por 2, sumando y simplificando se obtiene que

6PG? + BC? + 3AG? = 2(PA? + PB? + PC?)
Al considerar las otras dos medianas se obtienen las igualdades

6PG® + AC? + 3BG? = 2(PA? + PB? + PC?)

6PG® + AB? + 3CG? = 2(PA? + PB? + PC?)
Sumando las tres igualdades anteriores se obtiene
18PG? + (AB? + AC? + BC?) + 3(AG? + BG? + CG?) = 6(PA? + PB? + PC?). Del teorema # 52 se
ve que AB? + AC? + BC? = 3(AG* + BG* + CG?) y se observa que

18PG? + 6(AG? +' BG® + CG?) = 6(PA? + PB? + PC?)

y al dividir por 6 resulta PA? + PB? + PC? = AG? + BG? + CG? + 3PG?. Hemos demostrado el

TEOREMA # 54.
Si G es el baricentro de un tridngulo ABC y P es un punto cualquiera de su plano, entonces
PA? + PB? + PC* = AG’ + BG? + CG* + 3PG?

Si P es circuncentro O del triangulo ABC, entonces OA = OB = OC = Ry al sustituir arriba se
verifica que 3R*= AG® + BG? + CG? + 30G?. Se tiene entonces que
OG’=R*- %(AG2 +BG? + CGZ). Por el teorema # 53 OG* = R? — %(AB2 +AC? + BCZ). Se ha

demostrado el

TEOREMA # 55.
El cuadrado de la distancia entre el circuncentro de un tridngulo y su baricentro es igual al
cuadrado de su circunradio menos la novena parte de la suma de los cuadrados de sus lados.
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Si la ceviana AD en la figura N° 2 es la bisectriz de A, entonces /BAD = Z/DAC = a. Los
triangulos BAD y DAC tiene la misma altura h. Luego,
(BCD) = BD BDh 2[ABD] AB.ADseno AB

DC DCh 2[ADC] ADACsena AC

. Hemos demostrado el

TEOREMA # 56.
Los segmentos determinados en un lado de un triangulo por el pie de la bisectriz del angulo
opuesto estan en la misma razon que los otros dos lados.

¢Cémo podremos calcular los segmentos my n en el caso en que AD sea una bisectriz de A? Por

: . m ¢ m+n b+c
lo dicho antes se tiene que — = b’ y al sumar 1 se ve que = 5 Perom+n=ay se
n n

: ab . ac .
obtiene que n = bic’ Ademéds, m=a-n= brc’ Hemos calculado los valores de m y n. Si
+C +C

: - ab ac ac ab
aplicamos el teorema de Stewart al triangulo se ve que c°. +b%. = a[d2 +—.—j .
b+c b+c b+c b+c

Al simplificar por a y multiplicar por (b + c)? se ve c®.b(b + c) + b%.c(b+c) = d’(b + c)* + a’.b.c,
es decir, d*(b + ¢)> = bc[(b + c)*—a’] = bc(b + ¢ +a) (b + c—a). Al hacer 2s =a + b + ¢ se tiene
que 2(s —a) = b + ¢ — a, y al sustituir en la igualdad anterior se ve que d*(b + c)? = 4bcs(s — a).
Hemos demostrado

TEOREMA # 57.
Las longitudes de las bisectrices de un triangulo ABC estan dadas mediante

wo= 2 fbcas(s—a) , wo = = aos(s ), we = —abs(s—0)
+C a+c a+

Si un triangulo es isdsceles, entonces es facil verificar que las bisectrices de los dos angulos
iguales son iguales. ¢Seré cierto el reciproco, es decir, si dos bisectrices en un tridngulo son
iguales es dicho triangulo isosceles? La respuesta es si. Supongase que W = Wy,. Entonces

wi—wﬁ=ab—ab—czz—ac+ﬂ22=a(b—c)+abc{ b ~— ¢ 2} = a(b —c) +
(@a+hb) (@a+c) (@a+c)” (a+h)

(a+ C;b(z 7 [o@ by —cla+ o] =alb-o)+ C;tz‘; 7 [oa’ 27 + b —ca? ~2ac ~¢']
=a(b-c)+ (a+C;2b(Z+b)2[az(b—c)+2a(b+c)(b—c)+(b—c)(b2+c2+bc]:

(b - ¢) {a+(a+c;b(z+b)2[a2+2a(b+c)+b2+c2+bc]}. Por nuestra hipotesis el primer

miembro w, — wy €s cero, y como la cantidad entre corchetes es positiva se tendrd que b —c =0,
es decir, b = ¢, y el triangulo es is6sceles. Hemos demostrado
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TEOREMA # 58.
Si las bisectrices de dos angulos de un triangulo son iguales, entonces dicho triangulo es
isdsceles.

En 1840 D. C. Lehmus (1780-1863) le propuso este teorema a Jacob Steiner (1796-1863),
quién es considerado como uno de los gedmetras mas imoprtantes desde los tiempos de Apolonio
(ca.262-ca.190 A.C.). Steiner publico en 1833 Die geometrischen Construktionen ausgeftihrt
mettels der geraden Linie, und Eines festen Kreises (Construcciones geométricas realizadas
con una regla y un circulo fijo), y en 1867 publico Vorlesungen tber Synthestische Geometrie
(Los fundamentos de la Geometria Sintética) en dos voliumenes. Por esta razén el resultado del
teorema anterior recibe el nombre de Teorema de Steiner-Lehmus.

Notese que si también puede demostrarse de alli que si dos lados son iguales, las bisectrices lo
son.
[

Al G 0
En este dibujo hemos representado el ortocentro H, el baricentro G, el circuncentro O y el
incentro | de un triangulo. Aplicando el teorema de Stewart se tiene que IH2.GO + I0%2.HG =
HO(1G? + HG.GO). Por el teorema # 28 se ve que HG = 2GO y HO = 3GO, y asi obtenemos
IH%.GO + 10%.2G0 = 3GO(IG* + 2G0?), y al simplificar por GO se tiene el

TEOREMA # 59.
Si H es el ortocentro, O es el circuncentro, G es el baricentro e | es el incentro de un triangulo,
entonces se cumple la iguadad HI? + 2.01% = 3(1G? + 2.0G?).



