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Introduccion

LAS Olimpiadas Matemdticas son concursos de resoluciéon de problemas que se
realizan en todo el mundo a nivel local, nacional, regional e internacional. La
participacion en estas competencias, en las que se plantean problemas novedosos e
interesantes, alejados de la rutina, puede estimular el interés de muchos estudiantes
por la matematica y ayudarlos a descubrir aptitudes y hasta vocaciones ocultas.

Para los maestros y profesores las olimpiadas ponen al alcance de su mano un
amplio material que puede ser usado para reorientar y enriquecer la ensenanza:
problemas cuidadosamente disenados, libros y revistas sobre resolucién de pro-
blemas, juegos matematicos y muchos otros recursos. Ademas, en torno a estas
competencias generalmente se realizan seminarios y talleres para los educadores.

Porqué se insiste en la resolucién de problemas y no en pruebas de conoci-
mientos? Pues sencillamente porque hay un amplio consenso en que los problemas
son el corazon de la matemaética, y por lo tanto deben ser el punto focal de la
ensenanza de esta disciplina.

Paul Halmos (1916-2006), quien fuera uno de los mas importantes matematicos
del siglo XX, escribio en su famoso articulo El corazén de la matemdtica [5]:

“La principal razén de existir del matematico es resolver problemas,
y por lo tanto en lo que realmente consisten las matematicas es en
problemas y soluciones.”

En el mismo sentido se habia pronunciado el insigne matematico y educador George
Polya (1887-1985):

“Entender la matematica significa ser capaz de hacer matematica. ;Y
qué significa hacer matematica? En primer lugar, significa ser capaz de
resolver problemas matemaéticos.”

Ahora bien, la mayor dificultad que confrontan nuestros estudiantes al partici-
par en olimpiadas matematicas tiene su origen en que, en los cursos de matematica
de ensenanza media, probablemente han tenido que resolver numerosos ejercicios,
pero rara vez un verdadero problema. La diferencia consiste en que un ejercicio se
resuelve mas o menos mecanicamente, si se ha comprendido el material instruc-
cional que lo precede. En cambio, ante un verdadero problema, el estudiante no



tiene a mano un procedimiento que le permita resolverlo, sino que debe utilizar
su imaginacion, creatividad e ingenio. Y éstas son precisamente las capacidades
intelectuales que le permitiran tener éxito en su vida profesional, hallando solu-
ciones creativas a los innumerables problemas del mundo actual que carecen de
soluciones prefabricadas.

Los problemas de las olimpiadas matematicas preuniversitarias son de natura-
leza muy variada, pero a grandes rasgos se pueden clasificar en cuatro categorias:
Geometria, Teorfa de Numeros, Algebra y Combinatoria.

El Algebra, de la cual nos ocupamos en este libro, fue originalmente una exten-
sion de la aritmética, de la que se distinguia por usar letras para denotar cantidades
desconocidas, formando expresiones en las que se mezclaban nameros y letras. Su
principal aplicacién era la solucién de ecuaciones. En la actualidad el 4lgebra con-
siste en el estudio de las estructuras algebraicas, que son conjuntos en los cuales
se han definido una o mas operaciones. El algebra es un tema infaltable en las
olimpiadas matematicas.

Este libro estéa dirigido a los profesores de matemaética interesados en ayudar
a sus alumnos a obtener mejores resultados en las Olimpiadas Matemaéticas, y
en particular a aquellos que eventualmente deseen convertirse en entrenadores de
los equipos que participan en estas competencias. También puede ser utilizado
por estudiantes con alguna experiencia en olimpiadas matematicas, que se estén
entrenando para las mismas.

El material del primer capitulo es basico y en general se cubre en los programas
de ensenanza media en Venezuela, excepto la seccién sobre nimeros complejos. Sin
embargo los problemas propuestos son de tipo olimpico, y se debe dedicar un buen
tiempo a trabajar en ellos.

El capitulo 2 se ocupa de los polinomios, y el 3 de las ecuaciones y los sistemas
de ecuaciones.

En el capitulo 4 se estudian las progresiones y sucesiones, en particular las
sucesiones definidas por relaciones de recurrencia, que aparecen con frecuencia en
las olimpiadas matematicas.

El capitulo 5 es tal vez el mas avanzado del libro, y se dedica al estudio de las
desigualdades. Este tema tiene un gran desarrollo en la matemética de olimpia-
das, y su estudio es muy importante para estudiantes que aspiren a participar en
competencias internacionales .

El capitulo 6 se dedica a las ecuaciones funcionales.

El Capitulo 7 contiene soluciones para todos los problemas propuestos. Una
advertencia: no mire una solucién antes de haber realizado un serio intento por
resolver el problema. De lo contrario, perdera una oportunidad de aprender y no
disfrutaré la satisfaccon que se experimenta al resolver uno mismo ul problema.

Finalmente se incluye una bibliografia para quienes deseen ampliar sus cono-
cimientos.

José H. Nieto S.



Capitulo 1

Sistemas numeéricos

0S numeros naturales y los nimeros enteros se estudiaron con detalle en [7].
Aqui solo se recapitularan sus propiedades mas importantes. El resto del
capitulo se dedica a los ntimeros racionales y a los nimeros reales.

1.1. Numeros naturales

Los ntimeros naturales son los que usamos para contar: 1, 2, 3, 4,. .. El conjunto
(infinito) de todos los ntimeros naturales se denota N, es decir

N=1{1,2,3,4,...}.

Algunos autores agregan a los niimeros naturales el cero, pero en esta obra no
haremos eso. Seré 1til sin embargo considerar el conjunto de los ntimeros naturales
ampliados con el 0, que denotamos Ng:

No=NU{0} ={0,1,2,3,4,.. }.

1.1.1. Operaciones

Dado cualquier par de ntimeros naturales a, b se puede realizar su suma (o
adicién), que da por resultado un natural a + b. La suma a + b se puede definir
asi: a partir de la apariciéon de a en la sucesion de los naturales 1, 2, 3,..., a,...,
contamos b puestos hacia adelante, y el nimero que se encuentra alli es a + b.
En particular a + 1 no es més que el sucesor de a. De aqui se desprende que, a
partir del 1, se pueden generar aditivamente todos los nimeros naturales. O sea:
2=141,3=24+1=01+4+1)+1,4=3+1=(1+1)+1)+1, etc. En las
expresiones anteriores los paréntesis no son realmente necesarios, ya que la suma
tiene la propiedad asociativa:

a+(b+c)=(a+b)+ec
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Por lo tanto, en vez de a + (b+ ¢) o (a +b) + ¢, que son iguales, se puede escribir
simplemente a + b + c.
La suma tiene también la propiedad conmutativa:

a+b=>b+a.

La suma no tiene elemento neutro en N, pero si se define a+0=0+4+a = a
para todo a € Ny, resulta que 0 es neutro para la suma en Nj.

Otra operacion que se puede realizar con dos nimeros naturales a y b es su
producto (o multiplicacion), que se denota a X b, a - b o simplemente ab. A los
operandos a y b de un producto se les llama factores.

El producto tiene al 1 como elemento neutro, es decir que a-1=1-a = a.

Sib > 1, ab es simplemente la suma de b sumandos iguales a a, es decir

ab=a+a+---+a.
R —

b sumandos

El producto tiene las propiedades conmutativa (ab = ba) y asociativa ((ab)c =

a(bc)).

La suma y el producto estédn relacionadas por la propiedad distributiva
a(b+ c¢) = ab+ ac.

El producto se extiende a Ny definiendo a -0 = 0-a = 0 para todo a € Ny.
La potencia de base a y exponente b se define de la siguiente manera:

0 1

= Por convencién, a” =1y a" =a.

= Si b > 1, entonces

ab:a-a---a.
——

b factores

Asi, por ejemplo, 52 =1,12' =12,32=3-3=9, 23 =2.2-2 = 8. Las conocideas
leyes de los exponentes nos dicen que

(ab)c —q¢- bc7 ab-i—c _ ab .af =, (ab)c _ abc'

Estas leyes son consecuencia de las leyes asociativa y conmutativa, a partir de las
cuales se prueban facilmente.

1.1.2. El orden en N

N es un conjunto linealmente ordenado: si a aparece antes que b en la lista 1,
2, 3,...se dice que a es menor que b, y se escribe a < b. En este caso también se
dice que b es mayor que a, y se escribe b > a. Es obvio que las relaciones < y >
son transitivas, es decir:



1.1 Numeros naturales 5

Sia<byb< centonces a < c.
Sia>byb> centonces a > c.

También es claro que, dados dos naturales a y b, una y sélo una de las relaciones
siguientes es verdadera:

a=2>, a < b, a>b.
Esta propiedad se conoce como tricotomia.

Se dice que a es menor o igual que b, y se escribe a < b,sia<bb6éa=">0. En
este caso se dice también que b es mayor o igual que a, y se escribe b > a. Las
relaciones < y > también son transitivas.

Para las relaciones < y > no vale la tricotomia. En cambio se cumple lo siguiente
(antisimetria):

a < by b<ason ambas verdaderas si y s6lo si a = b.

La prueba es sencilla y se deja al lector.

A las desigualdades del tipo a > by a < b se les llama estrictas, para distin-
guirlasde a < by a >b.

Las operaciones en N se comportan bien con respecto al orden. Mas precisa-
mente, si a,b,c € Ny a < b, entonces a +c < b+ cy ac < bc. También si a < b,
entonces a + ¢ < b+ ¢y ac < be. Estas propiedades se conocen como monotonia
de la suma y el producto.

1.1.3. Sistemas de numeraciéon

Si b € N, la representaciéon de un numero n € Ny en base b es la sucesion
axak—1 - ..aiag, donde cada a; pertenece al conjunto {0,1,...,b—1} y

n= akbk + ak_lb’“l + -4+ aib+ ap.

A los a; se les llama digitos o cifras del niimero n, en base b. Nuestro sistema de
numeracion usual es el de base 10, con digitos 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8 y 9. Asi por
ejemplo

2015=2-10°+0-10°+1-10 + 5.

El nimero 2015 tiene cuatro digitos. Los niimeros naturales de cuatro digitos van
desde el 1000 hasta el 9999.

En computacién es muy usado el sistema binario, de base 2, en el cual 2015 se
expresa como 11111011111. También se usa el sistema hexadecimal, de base 16, el
cual requiere cifras del 0 al 15. Para ello se usan las letras A, B, C, D, E y F para
representar 10, 11, 12, 13, 14 y 15, respectivamente. Asi por ejemplo el ntimero
B3F, en hexadecimal, corresponde al decimal 11162 4+ 3- 16 + 15 = 2879.

Para indicar que un nimero estd expresado en una base diferente de 10, se
suele escribir el niimero entre paréntesis, seguido de la base b como subindice. Por
ejemplo (321)7 =3-72+2-7+1=162.
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1.2. Nuameros enteros

El conjunto de los nimeros enteros se obtiene agregando a los niimeros natu-
rales el 0 y los enteros negativos —1, —2, —3, —4, ... El conjunto que resulta se
denota Z:

Z=A{..,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...}.

Cuando se consideran como subconjunto de los enteros, a los naturales se les llama
enteros positivos. Los enteros mo negativos son 0, 1, 2, 3, 4,...

El valor absoluto de un entero z, denotado |z|, se define asi: |0] =0, |a| =a y
| — a| = a, para todo natural a. Por ejemplo | — 3| = 3 y |5] = 5. Observe que hay
un dnico entero con valor absoluto 0, a saber el 0. En cambio para cada ntimero
natural a hay dos enteros con valor absoluto a, a saber a y —a.

El signo de un entero z # 0 es positivo (+) si @ > 0 y negativo (—) si a < 0.
Es claro que un entero queda determinado por su valor absoluto y su signo.

1.2.1. Operaciones

Las operaciones de suma y producto se extienden facilmente de N a Z, conser-
vandose las propiedades asociativa, conmutativa y distributiva.

Si a,b € Z, para hallar a + b contamos b puestos después de a si b > 0, 0 b
puestos antes de a si b < 0, y naturalmente a + 0 = a (el 0 actta como elemento
neutro para la suma). Cada entero a tiene un opuesto —a tal que a 4+ (—a) = 0.
Por ejemplo el opuesto de 3 es —3 y el opuesto de —2 es 2.

Si a,b € Z existe un tnico x € Z tal que x + a = b. En efecto, sumando
—a a ambos miembros de x + a = b se obtiene x + a + (—a) = b+ (—a), o sea
x+0=b+(—a)y z =b+ (—a). A ese namero b + (—a) se le llama diferencia
entre a y b y se denota b — a.

El producto ab de dos enteros a y b se define como sigue: (1) sia =00 b =0,
entonces ab = 0; (2) si a # 0y b # 0, entonces |a| y |b| son ntmeros naturales y
ab es el entero cuyo valor absoluto es |al - |[b| y su signo es positivo si a y b son del
mismo signo, o negativo si a y b son de signos contrarios. Por ejemplo 2(—3) = —6
y (=2)(=3) = 6.

El 1 sigue siendo elemento neutro del producto.

Se dice que un entero a divide (o que es un divisor) de otro entero b si existe
k € Z tal que b = ka. En este caso también se dice que b es multiplo de a, y se
escribe a | b. Observe que a | 0 para todo a € Z, es decir que cualquier entero
divide al 0, y 0 es miltiplo de cualquier entero.

Los enteros miltiplos de 2 se denominan pares, y son ..., —6, —4, —2, 0, 2, 4,
6, 8,...Observe que 0 es par.

Los enteros que no son multiplos de 2 se denominan impares, y son ..., —5,
-3,-1,1,3,5,7,...

La division entera es una operaciéon que da como resultado dos valores: un
cociente y un resto. Recordemos que



1.2 Numeros enteros 7

Sia,b e Zy b es positivo, entonces existen enteros no negativos unicos
q y r tales que
a=qgb+r y 0<r<b.

A g y r se les llama respectivamente cociente y resto de la division entera de a
entre b. La prueba de este resultado puede verse en [7].

La division entera entre 2 s6lo puede dejar resto 0 6 1. Los enteros que dejan
resto 0 son los pares, y los que dejan resto 1 son los impares. Todos los pares son
de la forma 2gq, y los impares son de la forma 2q + 1.

Es claro que la suma de dos enteros pares es par, y més aun la suma de cualquier
cantidad de sumandos pares es par. La suma de dos impares también es par, ya
que

20+ 1)+ (2¢ +1)=2¢+2¢+2=2(q+ ¢ +1).

La suma de un par y un impar es impar, ya que
20+ (2¢ +1)=2(q+q) +1.

La paridad de una suma de varios impares depende de la cantidad de sumandos. Ya
sabemos que la suma de dos impares es par. Si se suma un tercer impar, tendremos
la suma de un par y un impar, que es impar. Si se suma un cuarto impar, tendremos
la suma de un impar y un impar, que es par. Y asi sucesivamente es decir que la
suma de impares es par o impar segin que la cantidad de sumandos sea par o
impar, respectivamente.

El producto de un entero par por otro entero cualquiera es obviamente par. El
producto de dos impares es impar, ya que (2¢+1)(2s+1) = 2(2gs+q+s)+1. Y
por lo tanto el producto de cualquier cantidad de enteros impares es impar.

1.2.2. El orden en Z

El orden en N se extiende facilmente a Z: si a aparece antes que b en la lista . . .,
-3, —-2,-1,0,1, 2, 3,...entonces se dice que a es menor que b, y se escribe a < b.
En este caso también se dice que b es mayor que a, y se escribe b > a. Las relaciones
<y > se definen de modo anélogo a como lo hicimos para los niimeros naturales.
Las propiedad transitiva sigue valiendo, asi como la monotonia de la suma. Sin
embargo hay algunas diferencias entre el orden en Z y en N. La primera es que en
N hay un primer elemento, el 1, mientras que en Z no hay primer elemento.

Otra diferencia importante es que la monotonia del producto solamente vale
si se multiplica por un entero positivo. Si se multiplica por un entero negativo, el
sentido de la desigualdad cambia, es decir:

Sia<byc>0entonces ac < be. Sia < by c <0 entonces ac > be.

Esto ultimo se debe a lo siguiente: si a < by ¢ < 0, entonces —c¢ > 0 y por
la monotonfa con factor positivo se tiene a(—c) < b(—c), es decir —ac < —be.
Sumando ahora ac + bc a ambos miembros de la desigualdad, por la monotonia
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de la suma se tiene —ac + ac + bc < —bc + ac + be, y cancelando opuestos resulta
bc < ac, o sea ac > be.

Los nimeros enteros pueden representarse graficamente sobre una recta:
-3 -2 -1 0 1 2 3

T T 1 1 1 T T
Para ello supongamos que la recta es horizontal. Se marca un punto con el 0 y
otro punto a su derecha con el 1. El punto a la derecha del 1 y a igual distancia
de éste que el 0 se marca con el 2. El punto a la derecha del 2 y a igual distancia
de éste que el 1 se marca con el 3, y asi sucesivamente. Los enteros negativos se
representan de manera similar a la izquierda del 0.

1.3. Numeros racionales

Una fraccion es una expresion de la forma 7, donde a y b son enteros y b # 0.
Al entero a se le llama numerador y a b se le llama denominador.

Las fracciones se utilizan en situaciones en las cuales un objeto se divide en
cierto niimero b de partes iguales. En ese caso, si a es un entero no negativo, 7
representa a de esas partes. Por ejemplo si una torta se divide en 8 trozos iguales,
se dice que cada trozo es % de torta. Y si alguien come 3 de esos trozos, se dice
que comid % de torta.

Pero hay fracciones que, con numeradores y denominadores diferentes, repre-
sentan lo mismo. Por ejemplo %, % y % representan la misma cantidad de torta,
a saber media torta. Por esa razon se dice que esas fracciones son “iguales”, y se
escribe % = % = %, aunque en un lenguaje méas técnico se dice que son equivalen-
tes. En general, si a, b y k son naturales, se tiene 7 = %, yva que la fracciéon de la
derecha representa k veces mas partes que la de la izquierda, pero partes k veces
més pequenas, por lo cual el resultado es el mismo. Ahora bien, jcémo se puede
determinar si dos fracciones 7 y § son iguales? Si b = d las partes son del mismo

~ . . . P a _ ad c _ be
tamarno y la igualdad se da si y s6lo si a = c. En general, como ¢ = 79y ¢ = 3,

la igualdad § = < se daré si y solo si ‘;—j = g—g, es decir si y s6lo si ad = be.

Adoptaremos entonces la siguiente definicion:

Dos fracciones ¢ y § son equivalentes si y solo si ad = be.

Un numero racional es una clase de equivalencia de fracciones, es decir el con-
junto de todas las fracciones equivalentes a una dada. Por ejemplo la fraccion % y
todas sus (infinitas) equivalentes: %, %, %, :—%, =1, etc. definen un niimero racional,
que queda determinado por cualquiera de las fracciones que lo representan.

El conjunto de todos los nimeros racionales se denota Q.

Cada entero a se puede identificar con la clase de fracciones equivalentes a 7,

de esta manera se puede considerar a Q como una extension de Z.
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Una fraccion ¢ se dice que es reducida si a y b son coprimos, es decir si su

maximo comun divisor es 1. Toda fraccién tiene una equivalente que es reducida.
En efecto, si d = mcd(a, b) entonces a = da’ y b = db’, donde med(a’,b") = 1. Por

a _ da’ __ d :
lo tanto 7 = 7 = 37, que es reducida.

1.3.1. Operaciones

Para sumar dos fracciones del mismo denominador, simplemente se suman
los numeradores: ¢ = Q = “+b Si los denominadores son diferentes, se buscan
fracciones equivalentes a las dadas pero que tengan denomlnadores iguales y se
suman los numeradores. Una forma de hacerlo es 3 + 5 = W + E = “d“’c . Por lo

tanto se puede adoptar como definicion de la suma la siguiente:

a ¢ ad+bc
bTdT T bd
El producto se define simplemente como
a ¢ ac
5 d " bd

Puede probarse que si ¢ y ¢ se sustituyen por fracciones equivalentes, se obtienen
resultados equivalentes tanto al calcular la suma como el producto segin las defi-
niciones anteriores. Por lo tanto hemos definido en realidad la suma y el producto
de nimeros racionales.

En la practica, para sumar dos fracciones 3 y § se acostumbra tomar fracciones
equivalentes cuyo denominador sea mem(a, b), nimero que se denomina minimo
comin denominador. Esto en general simplifica un poco los calculos, aunque tam-
bién puede ocurrir que el calculo de mem(a, b) lleve mas tiempo que el de %.

Estas dos operaciones tienen las propiedades asociativa, conmutativa y distri-
butiva. El 0 es neutro para la suma, el 1 es neutro para el producto, y cada ¢ tiene
un opuesto —*. Estas propiedades se encontraban ya en Z, pero en Q se tiene
ademaés la siguiente:

Todo racional r # 0 tiene un inverso multiplicativo »~! tal que rr—! = 1.

En efecto, si § es una fraccion que representa a r, como r # 0 debe ser a # 0, y
el racional 7~ ! con representante 3 cumple lo deseado, ya que ¥ - g = g—s = % =1.

En vista de esto, en Q se puede dividir entre cualquier r # 0. En efecto, si
definimos s/r = sr~!, entonces (s/r)r = s.

Una consecuencia importante es que si 7,5 € Q y r # 0, entonces la ecuacion
rz + s = 0 tiene solucién tnica, es decir que existe un tnico racional z tal que
re + s = 0. En efecto, rz + s =0 si y solo si ra = —s, si y solo si x = —s/r.

Otra consecuencia es que se puede extender la potenciacién a exponentes ente-
ros negativos, definiendo, para r # 0 y n natural, r—" = 1/r™. Con esta definicién

se siguen cumpliendo las leyes de los exponentes.
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Una cuestion de notacion: en lugar de § se puede escribir a/b. Esta tltima

notacion se suele preferir al escribir fracciones en medio de una lines de texto,
pero puede requerir paréntesis adicionales. por ejemplo:

b b
at+o_ (a+0b)/c, pero a+b/c=a+ -,
¢ c
y
@  _ /(b+¢), pero a/b+czg+c
btre ’ , He

1.3.2. Fracciones y expresiones decimales

Una fraccion decimal es una fracciéon cuyo denominador es una potencia de
: 371 —237 _ 43 . : a_ 4 .

10, por ejemplo 10 100 » T0000° Cada fraccion decimal 15z tleng una erpresion
decimal que se obtiene escribiendo el numerador a con una coma intercalada a la
izquierda de los ultimos k digitos, agregando ceros iniciales si es necesario. Asi se
: 371 _ —237 _ _ 43 _
t1ene.ﬁ = 37,.1, o0 = — 2,37, 10000 = 0,0943. ' . .

Si el denominador de una fraccion reducida no tiene factores primos diferentes

de 2 y b, ésta se puede expresar como fraccion decimal. Por ejemplo:

37 37 37-22 148
25 52 52.22 102 ’

3
T_T_ T8 85 g7
8 23 23.5% 103
estas expresiones decimales también se pueden obtener dividiendo el numerador
entre el denominador mediante el algoritmo que se aprende en la escuela. Sin
embargo si en el denominador de una fracciéon reducida aparece un primo diferente
de 2 y 5, al efectuar la divisién resulta un proceso que no termina nunca. Por

ejemplo

% = 12,7857142857142857142. ..

y se observa que después de algunos digitos iniciales (12,7) aparece un grupo
de digitos que se repite indefinidamente. Ese grupo de digitos (en este ejemplo
857142) se denomina periodo. La repeticion indefinida del periodo se suele indicar
colocando un arco sobre él, es decir

L = 12,7857142
14

Este comportamiento no es casual sino que siempre ocurre para este tipo de frac-
ciones. En efecto, al dividir a entre b se van obteniendo restos menores que b. Pero
s6lo hay un ntmero finito de restos posibles, luego tarde o temprano alguno se
repetira, y a partir de ese momento comienza la repeticion de cifras del periodo.
Como nunca se obtiene resto 0 (ya que en ese caso la fraccion seria decimal), los
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restos posibles van de 1 hasta b — 1. De esto se deduce que la longitud del periodo
es, como maximo, b — 1, aunque naturalmente puede ser menor. Este maximo se

alcanza, por ejemplo, para % = 0.142857.
Observemos que si ¢ = 0.d1ax_1 - . - ax entonces

k e
10"z = a1ag—1 ... Qx.G1GK—1 ... Ak = G1Gk—1 - . .Gk + T,

luego (10* — 1) = ajap_1...ar y

Oaa/\a - a1ag—1...0a
'1k71"'k_710k_1 .
Por ejemplo
— 135 5
0.135 = — = —.
999 37

Usando esto se puede convertir cualquier expresion decimal periodica en fraccion
ordinaria, por ejemplo:
2468 15 45683

24,68135 = 24 135 = 3006 + 100" 37 ~ Ts500°
68135 = 24,68 + ,00135 = o0 + 700 37 = Tz500

Observemos en particular que

~ 9
0,999-.--=09=—-=1.
9
En general todas las expresiones decimales finitas (las que corresponden a frac-
ciones decimales) tienen una equivalente infinita periodica, que termina en una
sucesion infinita de nueves. Por ejemplo 2,54 = 2,53999 ... La tnica excepcion es
el 0.

1.3.3. El orden en Q

Las relaciones <, >, < y > se pueden extender facilmente de Z a Q. Para

ello, dados dos racionales, representémoslos mediante fracciones con un mismo
. . a b oy

denominador, digamos ¢ y . Podemos suponer que c es positivo, ya que de lo

contrario se pueden sustituir las fracciones por las equivalentes = y :_Z' Entonces
b

se dice que ¢ es menor, igual o mayor que ¢ segiin que a sea menor, igual o mayor
que ¢, respectivamente.

El orden en Q tiene propiedades similares a las que tiene en N. En particular
valen la propiedad transitiva, la tricotomia, la monotonia de la suma y del producto
por un factor positivo, el cambio de sentido de la desigualdad al multiplicar por
un factor negativo. Una diferencia importante es que entre dos niimeros racionales
cualesquiera siempre hay otro racional, lo cual se conoce como densidad de Q. En
efecto, si r < s entonces multiplicando por 1/2 se tiene r/2 < s/2. Sumando /2

a ambos miembros de esta altima desigualdad resulta r < (r + s)/2, y sumando



12 Sistemas numéricos

s/2 resulta (r +s)/2 < s. Por lo tanto r < (r 4 s)/2 < s. Los numeros enteros, en
cambio, no son densos. Por ejemplo entre 1 y 2 no hay ningin otro entero.

Los nimeros racionales se pueden representar facilmente en una recta. Para
ello tomemos un segmento AB como unidad de medida, y el punto A como origen.
Pararepresentar r = ¢, con a y b enteros positivos, se divide AB en b partes iguales
y se toman a de esas partes, a partir de A y en direccion hacia B. Observemos
que al 0 le corresponde A, a 1 le corresponde B y a % le corresponde el punto
medio del segmento AB. Los racionales negativos se representan a la izquierda del
origen. El siguiente diagrama muestra la representaciéon de %.

- wlco

1.4. Numeros reales

La construccion anterior suscita la siguiente pregunta: ;quedaran todos los
puntos de la recta representados por algin ntmero racional? La respuesta es ne-
gativa. En efecto, consideremos un tridngulo rectangulo con catetos de longitud
1, y sea h la longitud de su hipotenusa. Por el Teorema de Pitagoras se sabe que
h? =12 + 12 = 2. Este ntmero h que elevado al cuadrado nos da 2 se denota /2
y se puede representar en la recta como se ve a continuacion:

\
\
\
\
\
\
|

0 I NG

Pero los mismos pitagoricos descubrieron, hace alrededor de 2500 afios, que v/2 no
puede ser racional. La prueba es un clasico del método de reduccion al absurdo:
se supone lo contrario de lo que se quiere probar y se llega a una contradiccion.
En efecto, si /2 fuese racional se podria escribir V2 = a/b, donde a/b es una
fraccion irreducible. Elevando al cuadrado resulta 2 = a?/b?, y multiplicando por
b se obtiene 2b® = a2. Esto nos dice que a? es par, y por lo tanto a también
debe ser par (ya que si fuese impar su cuadrado serfa impar). Entonces a se puede
escribir como 2¢, para cierto entero ¢, y sustituyendo a por 2c¢ en 2b% = a? queda
2b2 = 4c?, de donde b? = 2¢2. De aqui se sigue que b debe ser par, contradiciendo
la suposicion de que la fraccion a/b era irreducible. Por lo tanto V2 1o es racional.
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Podemos intentar expresar v/2 mediante una fracciéon decimal. Como 12 <
2 < 22 es claro que 1 < v2 < 2. Como 1,12 = 121 < 2, 1,22 = 144 < 2,
1,32 = 1,69 < 2, 1,42 = 1,96 < 2 pero 1,52 = 2,25 > 2, vemos que la primera
cifra decimal de v/2 debe ser 4. Del mismo modo, como 1,412 = 1,9881 < 2 pero
1,422 = 2,064 > 2, la segunda cifra decimal de v/2 debe ser 1. Continuando de esta
manera se pueden calcular sucesivamente cuantas cifras decimales queramos:

V2 = 1,4142135623730950488016887242096980785696 718753769 . . .

Es decir que v/2 se puede identificar con una expresion decimal infinita no perio-
dica.

A las expresiones decimales infinitas, periédicas o no, precedidas o no de un
signs —, se les llama ndmeros reales. Recordemos sin embargo que cada expre-
sién decimal periodica que finaliza en infinitos nueves tiene una equivalente pero
terminada en infinitos ceros: ambas definen el mismo ntmero real. También se
identifican 0,000... y —0,000..., ambas expresiones representan el 0.

El conjunto de todos los nameros reales se denota R. Observemos que Q C R.
A los nameros reales que no son racionales se les llama irracionales. Por ejemplo
V/2 es, como vimos méas arriba, un irracional.

Existen varias construcciones alternativas de los niimeros reales (cortaduras de
Dedekind, sucesiones de Cauchy de ntmeros racionales, etc.) que el lector intere-
sado puede consultar en la literatura especializada.

1.4.1. Operaciones

Las operaciones de suma y producto se extienden de Q a R y se mantienen las
propiedades conmutativa, asociativa y distributiva. Cada real a tiene un opuesto
—a tal que a+(—a) = 0. Cadareal a # 0 tiene un reciproco o inverso multiplicativo,
que se denota a~ ! o %

Aunque aqui no entraremos en los detalles de cémo hacerlo, la potenciacion a
que definimos para los niimeros naturales se puede extender a los reales para a > 0
y b cualquiera. El resultado es real positivo, y se siguen cumpliendo las leyes de

los exponentes:

b

(ab)c _ ac . bc7 abJrc _ (Lb . ac7 (ab)c _ abc'

1

. 1\b 1 .
Observemos en particular que (a b ) =a" = a. Por lo tanto a® se puede considerar

como la raiz de indice b de a. La notacion /a significa lo mismo que a®v.
Las identidades

VVa=%a,  Vab=avh, — Vae=ab

son inmediatas.
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Ejemplo 1.1. Exprese el nimero 3_5\/5 en la forma a + bv/2, con a,b € Q.

Solucién: Recordemos que (a+b)(a—b) = a®>—b?, luego (3+/2)(3—v2) =32-2=7
y

5  _ 5B4+Vv2)  1545V2 15 5
PG A G [N, S A A

Si a < 0 la potencia a® solo esta definida para b entero. Se conviene que 0° = 0
para b > 0, y no esta definido para b < 0 (sin embargo, en comninatoria muchos
autores toman 0% = 1).

Para los reales negativos sélo se pueden definir las raices de indice entero impar.
En efecto, si n es un natural impar y a un real negativo, entonces —a > 0 y existe

{/—a, vy se tiene . .
(—{‘/—_a) z—(’{”/—_a> = —(—a) =a.
Por ejemplo /—8 = —¢/8 = —2.

En R siempre se puede resolver la ecuacién z° = a, para cualquier a > 0 y
b # 0. Esta ecuacion tiene la solucion positiva ¥/a. Si b es un entero par hay otra
solucion, a saber —+/a. Si a < 0 la ecuacién x° = a sélo tiene solucién si b es un
entero impar, a saber z = —/—a. La ecuacion z® = 0, para b > 0, tiene como
Gnica solucién z = 0.

Por ejemplo 2 = 9 tiene la solucién positiva v9 = 3 y ademas la solucion
negativa —3. La ecuacion z? = 0 tiene como tinica soluciéon z = 0. La ecuacion
2?2 = —9 no tiene solucién real (pero si en el campo complejo, como se vera mas

adelante). La ecuacién x® = —125 tiene como tnica solucién z = —5.

b

En R se pueden definir también los logaritmos. Si a,b > 0y a # 1, log,(b)
se define como el exponente al que se debe elevar la base a para obtener b como

resultado. Es decir:
alo8a () — p.

A partir de las leyes de los exponentes se prueba facilmente que
log,, (bc) = log, (b) +log, (c),
y también

log, (b) - log () =log,(c),  logy(c) = E?Eg '

Estas dltimas identidades se conocen como «regla del cambio de base», ya que
permiten calcular los logaritmos en una base cuando se conocen en otra.

Las logaritmos mas usadas son los de base e = 2,718281828.. . ., llamados loga-
ritmos naturales, o neperianos, y los de base 10, llamados logaritmos decimales.

Ejemplo 1.2. Calcule a = log,(0,0625) y b = logg(32).

log,(32) _ 5

Tog(8) — 3°

Solucién: a = log2(%) =—4,b=
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Finalmente, el conjunto de los niimeros reales se puede poner en corresponden-
cia ordenada y biyectiva con todos los puntos de la recta.

1.4.2. El orden en R

Las relaciones <, >, < y > se pueden extender de Q a R. Llamemos ne-
gativos a los reales no nulos precedidos del signo —, y positivos a los no nulos
sin signo —. E1 0 = 0,000... no es ni positivo ni negativo. Dados dos reales
positivos a y b, representémoslos mediante expresiones decimales infinitas (pa-
ra los que admiten dos expresiones, escojamos la que finaliza en infinitos ceros):
a4 = arlr—1...2100.a-1A4—-2 ... Y b=>bpbp_1...b1bg.b_1b_5.... Si k < h entonces
a <b,ysik > hentonces a > b. Si k = h se examinan los digitos de ambos nu-
meros, de izquierda a derecha. Si a; = b; para todo 7, evidentemente a = b. Si no,
hay un primer indice i para el cual a; # b;. Si a; < b; entonces a < b, y si a; > b;
entonces a > b. Por ejemplo 243,16 --- > 98,37..., 24,16597 - - - < 24,16702. ..

Para dos reales negativos distintos a y b, a < b si —a > —b. Finalmente,
cualquier real negativo es menor que 0, y 0 es menor que cualquier real positivo.

El orden en R que acabamos de definir tiene propiedades similares a las que
tiene en Q. En particular valen la propiedad transitiva, la tricotomia, la monotonia
de la suma y del producto por un factor positivo, el cambio de sentido de la
desigualdad al multiplicar por un factor negativo. Pero hay una propiedad del
orden en R que es caracteristica y marca una diferencia importante con Q. La
explicaremos luego de dar algunas definiciones.

Un ntimero real ¢ es cota superior de un conjunto A C R, si para todo a € A se
cumple a < c. En este caso se dice que A esta acotado superiormente. Un ntumero
real M es mdzrimo de A C R, si M es cota superior de A y ademas M € R.
Anéalogamente d € R es cota inferior de A si para todo a € A se cumple d < a (en
este caso se dice que A esta acotado inferiormente) y m € R es minimo de A, si
m es cota inferior de A y ademés m € R. Un conjunto es acotado si lo esta tanto
superior como inferiormente.

La parte entera o piso de un real x se define como el mayor entero que es menor
o igual que z, y se denota |z|. Por ejemplo [v2] = 1, \_%J = 2, \_—%J = -3.
Observe que |z] = x si y solo si = es entero. La parte fraccionaria de x se define
como {z} =z — |x].

Siz > 0y lo representamos mediante una expresion decimal que no finalice en
infinitos nueves, entonces |z] es sencillamente el entero cuyos digitos aparecen a
la izquierda de la coma decimal de .

Si el conjunto de las cotas superiores de un conjunto A tiene minimo, a ese
minimo se le llama supremo o extremo superior de Ay se denota sup A. Analoga-
mente, si el conjunto de las cotas inferiores de A tiene méximo, a ese maximo se
le llama infimo o extremo inferior de A, y se denota inf A.

La propiedad del orden en R a la cual nos referiamos mas arriba es la siguiente:
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Principio del supremo: Todo conjunto no vacio y acotado superiormente de
nimeros reales tiene supremo.

Prueba: La haremos solo para el caso en que A tenga algiin elemento no negativo,
dejando el otro caso como ejercicio. Condideremos el conjunto Ay formado por
las partes enteras de los elementos de A. Como A es acotado superiormente, Ag
contiene s6lo un ntmero finito de elementos no negativos, y por lo tanto tiene un
elemento maximo g > 0. Condideremos ahora el conjunto A; formado por todos
los elementos de A que tienen parte entera g. Sea a; el mayor digito que aparezca
como primer cifra decimal de algin elemento de A;. Sea As el conjunto formado
por todos los elementos de A; que comienzan con g, a;. Sea as el mayor digito que
aparezca como segunda cifra decimal de algin elemento de As. Continuando de
este modo se obtiene un real g,ajas ... que es el supremo de A.

Por razones de simetria, existe también un Principio del infimo: Todo con-
junto no vacio y acotado inferiormente de ntmeros reales tiene infimo. Estos dos
principios son en realidad equivalentes. Ninguno de ellos vale en Q.

1.5. Numeros complejos

Un ntmero complejo es simplemente un par ordenado de nameros reales. El
conjunto de todos los nimeros complejos se denota C, es decir

C={(a,b):a,beR}.

La parte real de un complejo z = (a,b) es la primera componente a del par orde-
nado. La parte imaginaria es la segunda componente b. Se denotan R(z) e I(z),
respectivamente. Cada nimero real a se puede identificar con el complejo (a,0).
De esta manera podemos considerar a C como una extensiéon de R. Los ntmeros
complejos de la forma (0,b), es decir con parte real nula, se llaman imaginarios
PUTOS.

Recordemos que si en el plano se toma un sistema de coordenadas cartesianas,
entonces se puede establecer una correspondencia biyectiva entre puntos del plano
y pares ordenados de nameros reales (los cuales se llaman abscisa y ordenada del
punto respectivo). Por consiguiente, los ntimeros complejos se pueden representar
también como puntos del plano.

1.5.1. Operaciones

La suma de dos ntimeros complejos (a,b) vy (¢,d) se efectia componente a
componente, es decir
(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d).

Es inmediato verificar que esta operacién es conmutativa y asociativa, a partir de
las propiedades correspondientes de la suma de reales. Ademas el complejo (0,0)
es elemento neutro de la suma, y cada complejo (a,b) tiene un opuesto (—a, —b).



1.5 Nameros complejos 17

El producto se define de una manera mas complicada, que a primera vista
puede parecer un poco extrana:

(a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc).
Esta operacion es conmutativa, ya que
(¢,d)(a,b) = (ca — db,cb + da) = (ac — bd, ad + bc) = (a,b) - (¢, d).
Veamos si es asociativa. Por un lado tenemos
((@.b)(c,d)) (e, f) = (ac — bd, ad + be)(e, f)

= ((ac — bd)e — (ad + be) f, (ac — bd) f + (ad + be)e)
= (ace — bde — adf — bef, acf — bdf + ade + bee).

Y del mismo modo se calcula
(a, b)((c, d)(e, f)) = (a,b)(ce — df,cf + de)

= (a(ce — df) — b(cf + de),alcf + de) + b(ce — df))
= (ace — adf — bef — bde,acf + ade + bee — bdf).

Por lo tanto el producto de ntimeros complejos es asociativo.
El (1,0), que se identifica con el real 1, acttia como elemento neutro ya que

(a,0)(1,0)=(a-1-b-0,a-04+b-1) = (a,b).
También se verifica la propiedad distributiva:
(a,b)((c.d) + (e, f)) = (a,b)(c + e.d+ f)
= (a(c+e)=bld+ f),a(d+ )+ blc+e))

ac—bd+ae —bf,ad + bc+ af + be)

= (
= (ac — bd,ad + bc) + (ae — bf,af + be) = (a,b)(c,d) + (a,b)(e, f).

El producto de un complejo por un real es particularmente sencuillo, En efecto, si
se desea multiplicar (a,b) por el real ¢, que se identifica con (¢, 0), entonces
(a,b)c = (a,b)(c,0) = (ac —b-0,a -0+ be) = (ac, be),

es decir que basta multiplicar cada componente de (a,b) por c.

1.5.2. La unidad imaginaria

En R la ecuaciéon
22 =-1
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no tiene solucion, ya que 22 > 0 para todo = € R. Veamos si en C tiene solucién.
Pongamos = = (a, b). Entonces

z? = (a,b)(a,b) = (a* — b*, 2ab) = (—1,0)

siy solosia?—b2 = —1y 2ab=0. Ahora bien, 2ab=0s6losia =0 o b = 0. Pero

b =0 conduce a a®> = —1, que es imposible. La alternativaesa =0y —b> = —1, 0
sea b? = 1, que tiene dos soluciones: b = 1 y b = —1. Esto significa que la ecuacién
2? = —1 tiene dos soluciones en C, a saber (0,1) y (0,—1). El primero de estos

ntmeros se denomina unidad imaginaria y se denota con la letra 4, es decir
i=1(0,1).

Evidentemente entonces (0,—1) = —(0,1) = —i y las dos raices de la ecuacion

22 =—1soniy —i.

1.5.3. Formas binémica y polar
Puesto que
(a.) = (a,0) + (0,5) = a +b(0,1) = a+ b,

el complejo (a,b) se puede representar como a + bi. Esta representacion, llamada
forma bindmica, suele ser mas comoda que la de pares ordenados, ya que para mul-
tiplicar s6lo hay que recordar que i2 = —1 y aplicar las propiedades del producto.
Por ejemplo

(3 +40)(2 — 5i) = 3 2+ (44)2 + 3(—5i) + (4i)(—5i) = 6 + 8i — 15i + 20 = 26 — 7i.

Dado un nimero complejo z = a + bi, su conjugado es Z = a — bi y su mddulo

es |z| = Va? + b2. Observe que
2Z = (a +bi)(a —bi) = a® + b = |2]°.

Para dividir un complejo w entre otro z # 0, se hace lo siguiente:

w wz 1 _
— === _——wz.
z 2z |z|?
Por ejemplo
3+2  (3+20)4+3) 1 .6 3
= =—(6+15) = — + —1.
41— 3 42 1 32 556+ 150 =5+ 71

Representemos el complejo z = a + bi en el plano cartesiano como un punto P
de coordenadas (a, b). Sea r la distancia del origen O a Py ¢ el angulo que forma
el eje de las = con la semirecta OP. Observe que r = va2 + b? es el médulo de z.
Al angulo ¢ se le llama argumento de z.
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0] a
Observe que a = rcosp y b= rsen g, luego
a + bi = r(cos @ +iseny).

Esta representacion de un ntimero complejo se conoce como forma polar o trigo-
nométrica.

dados dos complejos z = r(cosp + iseny) y w = s(cosy) + isent), como
consecuencia de las formulas para el coseno y el seno de una suma se tiene que

zw = r(cos ¢ + isen)s(cos + isen))
= rs(cos @ cost) — sen @ sen) + i(cos p sen ) + sen ¢ cos)))
— rs(cos(p + ) + i sen(p + ).

En palabras: el modulo de un producto es el producto de los médulos y el argu-
mento es la suma de los argumentos.

La funciéon exponencial f(z) = e® se puede extender de R a C mediante la

definicién
et = ¢%(cos b + isenb),

donde b se toma como argumento en radianes de las funciones seno y coseno. Es
claro que si b = 0 esta definicién coincide con la de la exponencial real. Las razones
profundas de esta definicién se estudian en los cursos de anélisis matematico, y
tienen que ver con los desarrollos en serie de potencias de las funciones e®, cosx
y senz. Aqui nos limitaremos a justificarla observando que cumple la ley de los
exponentes etV = e*e?. En efecto, si z = a + bi y w = ¢ + di entonces

T = e ¢(cos(b+ d) + isen(b + d))

= e%(cosb + isenb)e(cosd + isend) = e“e®.
Observemos que e = cos +isenm = —1, de donde

e +1=0,
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relacion notable que liga a los cinco nimeros mas importantes de la matemaética.

Los nimeros complejos tienen muchas aplicaciones en geometria. Por ejemplo
el punto medio del segmento AB, si Ay B se interpretan como nimeros complejos,
es simplemente (A+ B)/2.Y el baricentro de un tridngulo ABC es (A+ B+ C)/3.
Aplicar una homotecia de centro en el origen y razon r (real) equivale a multiplicar
por r. Rotar un punto A un angulo ¢ alrededor del origen equivale a multiplicar
A por €*. El resultado de rotar un punto A un angulo ¢ alrededor de un punto

QesQ+e¥(A-Q).

Ejemplo 1.3. Sea ABC un triangulo. Sea A’ un punto no alineado con By C.
Sean B’ y C’ puntos tales que los tridngulos B'CA y C'AB sean directamente
semejantes al A’ BC. Probar que el baricentro de A’B’C” coincide con el de ABC.

B/
C

A/

C/
Solucién: Sea r = CA'/CB y ¢ = ZBCA’. Entonces A’ = C + re®*(B — C).
Analogamente B’ = A+ re?(C — A) y C' = B 4+ re?(C — B). Luego
A+B +C =A+B+C+re?(B-C)+(C—-A)+(C-B)=A+B+C
y en consecuencia £(A' + B'+ C') = £{(A+ B+ C).

Para saber méas sobre niimeros complejos y sus aplicaciones en geometria vea
[1] v [6].

1.6. Problemas

Problema 1.1. (Canguro 2010, 1°) Sea N = 22010. 125671 Halle
(a) el ntmero de cifras de N,
(b) la suma de todas las cifras de N.

Problema 1.2. Pruebe que el namero (121), es un cuadrado perfecto cualquiera
que sea la base b.
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Problema 1.3. (Canguro 2009, 2°) El area del cua-
drado més grande es 1. ;Cuél es el area del pequeno

cuadradito negro? %

D15 Oms: O ODaogy ® 1o

Problema 1.4. (Canguro 2009, 4°) ;Cual es el valor de 3 de 2 de 2 de
6 qn 7 de 8 9
de = de g de g de 75 de 10007
@) 250; 200; ©100; @@ 50; @[E) ninguna de las anteriores.
Problema 1.5. (Canguro 2009, 2°)

Las fracciones % y + se colocan en la recta numeérica:
[ [

B T T e e
rrr—1Tr—T—1T 1T 1T 1T 1T 1T 171

e

‘ 5

o= —
w—-

;Doénde va la fraccion %?

®a; ®b; ©Oc Od ®e

Problema 1.6. Halle una férmula cerrada pare la suma

L, 2, .4
21 3! (n+ 1)
Problema 1.7. Calcule el valor de la suma
R NS S U
1-2 2.3 3-4 2014 - 2015
Problema 1.8. (Regional 2010/5, 3°)
(a) Pruebe la i ualdadn—z—l—i—l( LI )
& (n—1)(n+1) 2\n—-1 n+1/"
22 32 42 20102
(b) Calcule el valor exacto de 13 + 51 + 35 +- 4 3009 2011"

Problema 1.9. (Canguro 2010, 4° y 5°) El valor de la expresion

(2 4 3)(22 4 32)(24 4 34) . (21024 + 31024)(22048 + 32048) + 24096
32048

es igual a:

@ 32048; @ 24096; @ 22048; @ 34096; @ 32048 + 22048_

4

5

5
d66
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Problema 1.10. (OJM 2010, Final 2°) Juan tiene un saco lleno de naranjas. A
Pedro le regala la mitad de las naranjas mas media naranja, a Luis le regala la
tercera parte de las que le quedan més un tercio de naranja y a Armando la cuarta
parte de lo que le queda més un cuarto de naranja. Al final, a Juan le quedaron 8
naranjas. ;Cuantas naranjas tenia al principio? ;Cuéantas dio a cada amigo?

Problema 1.11. Sean a, b, ¢, d € Z. Pruebe que si b y d son impares, entonces
la suma § + 5, expresada en forma reducida, tiene denominador impar.

Problema 1.12. ;Existe algtin entero n > 1 tal que la suma 1 + % 4+ 4 % sea

entera?

Problema 1.13. (Canguro 2009, 4° y 5°) ;Cuéntos ceros deben insertarse en el

lugar del * en la expresiéon decimal 1. * 1 para obtener un nimero menor que 2592

2008
pero mayor que 38882?
®L ®4 02 0O ©s
Problema 1.14. Paran = 1,2,3,... sea a, el resto de la division de n? entre
6. Pruebe que el ntmero 0.ajazas ... es racional, y expréselo como una fraccién

ordinaria.

Problema 1.15. Pruebe que la suma de un racional y un irracional es siempre
irracional. Muestre que la suma de dos irracionales puede ser tanto racional como
irracional.

Problema 1.16. Pruebe que /2 es irracional.

Problema 1.17. Si n y k son nimeros naturales y /n es racional, pruebe que
n = a* para algin natural a.

Problema 1.18. ;Es cierto o falso que el producto de un racional y un irracional
es siempre irracional? ;Y qué se puede decir del producto de dos irracionales?

Problema 1.19. Pruebe que V2 4+ /3 es irracional.

Problema 1.20. Pruebe que
1 1 1
+ +or == =9
VI+V2  V2+3 V99 + /100

Problema 1.21. Calcule

\/1 +2015\/1 +2014\/1 +2013\/1 +- 45V 1+ 41+ 3V1.

Problema 1.22. Calcule

1 1 1
+ 4ot .
V124+ Y124 V22 Y224+ 2.3+ V32 /7282 + ¥728- 729 + /7292
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Problema 1.23. (OMCC 2010) Sean p, g y r ntimeros racionales distintos de cero

tales que
Vpa® + \ qr? + \/rp?

es un nimero racional distinto de cero. Pruebe que
1 1 1

3 2 + 3 2 + 3 2

VP4 Vv ar AVANY

también es un ntmero racional.

Problema 1.24. Calcule:

1 V3
a:log%(27)7 bzlog\/g < 7 %) ’ o= (\a/g) Og?/g(\/_)'



Capitulo 2

Polinomios

I 0S polinomios son expresiones algebraicas sencillas que sin embargo dan origen
a numerosos e interesantes problemas. Son un tema tipico en las olimpiadas
matematicas.

2.1. Polinomios

Un polinomio en una variable (o “indeterminada”’) x es una expresion de la
forma
n n—1
AnT " + Qp_1T + -+ a1x + ag

donde n es un entero no negativo y ag, ai,. .., a, son elementos de un anillo (por
lo general los enteros, los racionales, los reales o los complejos). Cada sumando

arz® en la expresion anterior es un término o monomio del polinomio. A k se le

llama grado y a ay se le llama coeficiente del término ayz®.

El grado de un polinomio es el mayor de los grados de sus monomios que tengan
coeficiente no nulo. Por ejemplo 2 — 6x + 4 es un polinomio de segundo grado y
0z + 3x° + 222 — 6 es un polinomio de quinto grado. El grado del polinomio nulo
(0) se considera indefinido. Si P es un polinomio, gr(P) denotara el grado de P.
Al término de mayor grado a,x™ (con a, # 0) se le llama término principal del
polinomio. Al término ag se le llama término constante y puede ser considerado
como el coeficiente de 2° = 1. Si el coeficiente de un término de grado positivo es
1, no se acostumbra escribirlo (es decir que en vez de 123 se escribe simplemente
23). Un polinomio es constante si su tinico término es el término constante. Por
ejemplo 5 y -3 son polinomios constantes. Al polinomio constante 0 se le llama
polinomio nulo.

El conjunto de todos los polinomios con coeficientes en un anillo A se denota
Alx]. Por ejemplo Z[z] es el conjunto de todos los polinomios con coeficientes
enteros.
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Usaremos letras mayusculas como Py () para denotar polinomios. Si se desea
indicar cual es la variable se escribe la misma entre paréntesis, por ejemplo P(x),

Q(u).
El nombre de la variable en realidad no tiene importancia: lo esencial de un
polinomio es su secuencia ordenada de coeficientes ag, ai,..., a,. Por ejemplo

322 — 5z +4 y 3u? — 5u + 4 son el mismo polinomio, expresado en el primer
caso con la variable x y en el segundo con la variable u. Mas precisamente: dos
polinomios Py @ son idénticos si son del mismo grado y tienen la misma secuencia
de coeficientes.

Si « es un nimero entonces P(a) denota el resultado de evaluar P en «, es decir
de sustituir cada aparicién de la letra = por a y calcular el resultado. Por ejemplo
si P(z) = 2? + 22 + 3 entonces P(—5) = (=5)>+2(-5)+3=25—-10+3 = 18. De
esta manera cada polinomio P determina una funcion polindmica, la que a cada
nimero « le hace corresponder P(«). Es obvio que polinomios idénticos determinan
la misma funcién polinémica. Sin embargo el reciproco de esta afirmacion, aunque
verdadero en Z[z], Q[z], R[z] y C[z], requiere una demostracion (que se vera méas
adelante).

Observe que no es lo mismo polinomio que funcién polinémica: un polinomio no
es una funcion, sino una mera expresion, o si se quiere una secuencia de coeficientes.

2.1.1. Operaciones con Polinomios

Dados dos polinomios en z, un término de uno de ellos es semejante a un
término del otro si en ambos la z aparece elevada al mismo exponente.

La suma de dos polinomios se efectiia sumando los coeficientes de términos
semejantes (si un término de un polinomio no tiene semejante en el otro, queda
igual en la suma). Por ejemplo si P(x) = 2% + 223 — 42 +5 y Q(z) = 52® — 622 +
7x + 2, entonces

P(x)+Q(x) = 2 + (2 +5)2% —62% + (=4 + 1)z + (5 + 2)
=2 4+ 72% — 627+ 32+ 7.

La suma de polinomios es conmutativa y asociativa. El polinomio nulo es elemento
neutro para esta suma. Si P(z) es un polinomio llamemos — P(z) al polinomio que
se obtiene cambiando de signo a cada coeficiente de P(z). Es claro que P(x) +
(—P(z)) =0, asi que — P(x) es el opuesto de P(z) respecto a la suma. La diferencia
P — @ de dos polinomios se define como P + (—@Q). Es claro que dos polinomios
son idénticos si y sélo si su diferencia es el polinomio nulo.

Es facil verificar que gr(P + Q) < méax{gr(P),gr(Q)}. La desigualdad puede
ser estricta, si ambos polinomios son del mismo grado y los coeficientes de los
términos principales son opuestos.

El producto de dos polinomios se efectiia multiplicando cada término de un
polinomio por cada término del otro y agrupando términos semejantes (el producto
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de dos términos az® y bz es abx**t"). Por ejemplo
(2% — 3z +4)(2x + 5) = 223 + 52% — 62% — 152 + 8z + 20
=22% — 2% — Tz 4 20.

El producto de polinomios es conmutativo y asociativo. Ademas se cumple la
ley distributiva: (P+ Q)R = PR+ QR, para cualesquiera polinomios P, Q y R. El
grado del producto de polinomios no nulos es la suma de los grados de los factores.

Productos notables

Hay algunos productos que aparecen con mucha frecuencia y conviene recor-
darlos. Reciben el nombre de productos notables:

(z +a)(z —a) = 2% — a?,
( 2

T+a :x2+2ax+a2,
(z —a)? = 2% — 2ax + a?,
(z +a)(z +b) = 2> + (a + b)x + ab,
(z +a)® = 2° + 3ax? + 3a%z + d®.

En las igualdades anteriores a y b denotan constantes cualesquiera.

Las identidades para (z + a)? y (z + a)® admiten una generalizacion que se
conoce como Teorema del binomio de Newton:

-1 -1 -2
(x+a)” = 2™ +naz" ' + 771(”2' )a2x"_2 + —n(n 3)'(n )a3:v"_3 + -
1D (n—k+1
et n(n 1) k'(n + )akxn_k—l—'-'—l—nan_lx—l-an,

donde k! =1-2-3---k es el factorial de k.

Si P(x), Q(z) y T(x) son polinomios y P(z)Q(x) = T(x) entonces se dice que
P(z) y Q(x) son divisores o factores de T'(x), y que T(x) es maltiplo de P(x)
y Q(x). Factorizar un polinomio significa expresarlo como el producto de dos o
mas polinomios no constantes. Los productos notables vistos méas arriba permiten
obtener algunas factorizaciones, por ejemplo:

2?2 +6r+9=2>+2-32+3% = (z +3)%
22 —25 =22 - 5% = (z +5)(z - 5),
452 +6=2"4+2+3)x+2-3=(z+2)(x+3),

Otras factorizaciones comunes y tutiles son las siguientes:
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23 —a® = (z — a)(z® + ax + d?),
3 +a® = (z+ a)(2® — ax + a?)

2 + 4a* = (22 + 2az + 20°)(2® — 2az + 24?).

La dltima se conoce como identidad de Sophie Germain. La primera se puede
generalizar asi:

L (.CC _ a)(xn—l + axn—2 +a2xn—3 N an—2x+an—1).

Para n impar se tiene también

P _|_an _ (x+a)(xn—l _ axn—2 +a2xn—3 +._.+an—2x+an 1).

Dos polinomios P(x) y Q(z) se pueden componer para obtener otro polinomio
P(Q(x)). Para ello se sustituye cada aparicion de z en P por Q(z). Por ejemplo
si P(z) =22 =20+ 7y Q(z) = x + 3 entonces

PQx)=(x+3)2—-2x+3)+7
= (#? + 6z +9) — 2(x +3) + 7 =z + 4z + 10.

Q(P(x)) = (2% =22+ 7) + 3 = 2% — 22 + 10.

La division con resto de polinomios es similar a la divisién con resto de niimeros
enteros: Dados un polinomio P (dividendo) y un polinomio no nulo D (divisor)
entonces existen dos polinomios tnicos @ (cociente) y R (resto) tales que

P=DQ+ R, donde R=0o0gr(R) < gr(D).

Si P(z) = ana" + an_12" P+ +a1x+apy
El siguiente ejemplo muestra céomo se calculan @@ y R por el método de la
division larga.

223 — 322 +5x+ 4 Ry |

223 + 222 — 2z 2x —5
— 5224 Tx+4
— 522 -5z +5
122 —1

Como ejercicio verifique que 22° — 322 +5r+4 = (22 +2—1)(2x —5) + 122 — 1.
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Observe que si P(z) y D(x) tienen coeficientes enteros y D(x) es mdnico (es
decir, el coeficiente de su término principal es 1), entonces el cociente y el resto de
la division de P(z) entre D(x) tienen coeficientes enteros.

Un caso particular importante se presenta cuando el divisor es de la forma
T — «, para alguna constante «. En este caso el resto debe ser una constante
(pues o es nulo o es de grado 0) y se tiene P(z) = (x — a)Q(z) + r. Por lo tanto
P(a) =(a—a)Q(a) +r=0-Q(a) + r = r. Es decir que el resto de esta division
es precisamente el valor del polinomio P(z) evaluado en a.

Si el dividendo es a,z"+a,_12" "' +- - -+ajx+ao, €l cociente sera un polinomio
de grado n — 1, digamos b, 12" 4 bp_22" "2 4+ --- + bix + by, y debe cumplirse
que

A"+ ap 12" Farztag = (2—a) (12" by x4 - bix+bo)+P(a)

=bp_ 12" 4 (by_o — aby_1)z" 4 -+ (bg — aby)z + P(a) — aby.

Igualando coeficientes de potencias iguales de z a ambos lados del signo de
igual resulta a,, = by,—1, Gp—1 = bp—2 —ab,_1 a1 = by —aby, ag = P(a) — abg. Por
lo tanto bn,1 = Qn, bn,Q = Qp-1+ Oébnfl,. cey bo =a + Oébl, P(Oé) =ag + O[bo.

Estos calculos se realizan facilmente mediante el siguiente esquema de Ruffini,
en cuya fila superior se escriben los coeficientes del dividendo mientras que en
la fila inferior se van obteniendo, uno a uno, los coeficientes del cociente y en la
altima casilla el resto:

(079 An—1 e al an
« adyg, ... | aby aby
an | Gp_1+aa, | ... by | Pla)

Observe que el coeficiente a,, se baja a la tercera fila. Luego se multiplica
por « y el resultado aa, se coloca en la segunda fila, debajo de a,_1. Estos dos
nimeros se suman y el resultado se coloca en la misma columna, tercera fila. El
procedimiento contintia del mismo modo.

Como ejemplo concreto dividamos 3z* + 223 — 3x + 5 entre = + 2. Observe que
x4+ 2=2a—(—2)y por lo tanto & = —2. Como el dividendo no tiene término en
22 colocamos un 0 en el puesto de as.

31210)-31|5
-2 -6 -16 | 38
31-4]8]|-19] 43

oo

El cociente obtenido es 323 — 422 4+ 82 — 19 y el resto es 43.
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2.1.2. Raices de un polinomio

Un namero « es raiz de un polinomio P(z) si P(a) = 0. En este caso la
division de P(x) entre x — « es exacta, ya que el resto P(«) es cero, y P(x) se
puede factorizar como P(x) = (z — @)Q1(x). Si « es también raiz de Q1 entonces
se podré escribir Q1(r) = (z — a)Q2(x) y por lo tanto P(z) = (z — a)?Q2(z). Si
a es también raiz de Q2 entonces se podra escribir Q2(z) = (z — a)Qs(x) y por lo
tanto P(x) = (x — a)3Qs(z), y asf sucesivamente. A la mayor potencia de x — «
que divide a P(z) se le llama multiplicidad de la raiz «. Si la multiplicidad es 1 se
dice que a es una raiz simple, si es 2 se dice que « es una raiz doble, etc.

Sea ahora P(x) un polinomio no nulo con raices diferentes 1, za,. .., Ty y sea
A; la multiplicidad de x;, para i =1,2,..., k. Entonces se puede escribir

P(x) = (z =)™ (@ —22)™ - (2 — 2x) ™ Q(x),

para cierto polinomio Q. Observemos que gr(P) = A1 + Ao + -+ - A\p + gr(Q), por
lo tanto A\ + A2 + -+ A\ < gr(P). En otras palabras: el ntumero de raices de un
polinomio no nulo, contadas con su multiplicidad, no puede superar al grado del
polinomio. En caso de que lo iguale, el grado de @) debe ser 0 y por lo tanto @ es
una constante.

De la observacion anterior se deduce el siguiente teorema.

Teorema 2.1 (Teorema de identidad de polinomios). Si dos polinomios toman
valores iquales para un numero de valores de la variable superior al grado de ambos,
entonces son idénticos.

En otras palabras, si P(z) y Q(z) son polinomios, n un entero tal que n > gr(P)
yn > gr(Q), y 21, Za,...,2, son n numeros diferentes tales que P(z;) = Q(z;)
para i = 1,2,...,n, entonces P es idéntico a Q. En efecto, el polinomio P — @
tiene grado menor que n pero se anula en los n nameros x1,...,T,, por lo tanto
P—Q esnuloy Py @ son idénticos.

Teorema 2.2 (Teorema fundamental del algebra). Todo polinomio no constante
con coeficientes reales o complejos tiene al menos una raiz en el campo complejo.

La demostracion de este teorema requiere conocimientos de anélisis matemaéti-
co. La idea de la demostracion puede verse en [2].
Usando este teorema es facil probar inductivamente que cualquier polinomio
P de grado n > 1 se puede factorizar en el campo de los nimeros complejos en la
forma
Px)=a(zr —z1)(x — x2) - - (& — xp),

donde a es una constante (que debe ser igual al coeficiente de ™ en P(z)) y 1,
Z9,...,&y son las raices de P (cada raiz aparece tantas veces como indique su
multiplicidad). En efecto, si n = 1 esto es cierto pues p(x) = ax + b = a(z +b/a).
Si el resultado es cierto para n 'y P es un polinomio de grado n + 1, entonces por
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el teorema fundamental existe z; € C tal que P(z1) = 0. Por lo tanto P(x) =
(r — 21)Q(z) = 0, donde @ es un polinomio de grado n. Ahora aplicamos la
hipétesis inductiva y listo.

2.1.3. Foérmulas de Vieta
Si P(z) = anaz™ + an—12" 1 4+ -+ + a12 + ap entonces se tiene que
™ 4 ap 12" - ar +ag = an(z —x1) (2 — 22) - - (T — ).

Si se desarrolla el miembro derecho se observa que el coeficiente de 2"~ ! es

an(—21 — x93 — - -+ — ). Como esto debe ser igual a a,,_1 resulta que
n
Gn—1
E T; = —
a
i=1 n
Del mismo modo, igualando los coeficientes de "2, " 3,..., z y el término

constante en ambos miembros de la igualdad resulta que

j : o Gp—2
xixj = )
Qn

1<i<j<n
o Ap—3
E TiXjT = — 0
1<i<j<k<n n
ago
n
T1Ty ... Ty (-DH)"—
Qp

Las igualdades anteriores se conocen como relaciones entre coeficientes y raices
o formulas de Vieta. Para n = 2 estas formulas nos dicen que si x1 y x2 son las
raices del trinomio de segundo grado az? + bz + ¢, entonces

T+ T2 = ——,

T1T2 =

IS

Para n = 3 nos dicen que si 21, 22 y x3 son las raices de az® + ba? 4 cx + d,
entonces

1+ T2+ 23 = ——,
T1T2 + T2x3 + T3x1 =

T1X2x3 — —
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La nocién de polinomio puede extenderse facilmente al caso de varias va-
riables x1, x2,..., T,. Un monomio es en este caso una expresiéon de la forma
axi'zy? - - xin, donde los exponentes r; son enteros no negativos y el coeficiente
a es un nimero. Un polinomio es una suma de monomios. La suma y el producto
se definen de la manera natural, de modo que se cumplan las leyes asociativa y
distributiva.

Un polinomio en varias variables se dice que es simétrico si es invariante bajo
cualquier permutacién de sus variables. Los polinomios que aparecen como miem-
bros izquierdos en las formulas de Vieta se llaman polinomios simétricos elemen-
tales en x1,xa,...,T,. Se puede probar que cualquier polinomio simétrico en las
variables x1,xs,..., T, se puede expresar como un polinomio en los polinomios
simétricos elementales. Esto tiene como consecuencia que cualquier polinomio si-
métrico en las raices de un polinomio P se puede expresar en funciéon de los coefi-
cientes de P, sin necesidad de calcular las raices.

Supongamos por ejemplo que se desee calcular la suma de los cuadrados de las
raices del polinomio x® + 222 — 3z + 5. Una forma de hacerlo seria hallar primero
las raices @1, 22 y w3 y luego calcular 2 + 3 + 3. Pero aunque hay una féormula
para resolver ecuaciones de tercer grado, su uso es muy engorroso y poco practico.
Por suerte hay una solucién mucho mas sencilla:

(1 + 22 + x3)2 = x% + x% + arg 4+ 2z129 + 22023 + 22123,

Y como por las férmulas de Vieta se tiene que x1 +x2 +x3 = =2y 2122 + Tox3 +
r1x3 = —3, resulta

2?22 4+ 22 = (21 4+ 22 + 13)% — 2(2122 + 2ox3 + 1123) = (—2)% — 2(=3) = 10.

2.1.4. Raices racionales

Sea P(z) = anz™ + ap_12" 1 + -+ + a12 + ap un polinomio con coeficientes
enteros y supongamos que tiene una raiz racional p/q. Sin pérdida de generali-
dad podemos suponer que p y ¢ son coprimos (es decir, que la fraccion p/q es
irreducible). Entonces

n n—1
(2) o (3) (2 v
q q q

y multiplicando por ¢" resulta
anp" + an1p" g+ -+ apg" ! + apg” = 0.

Escribiendo esta igualdad como a,p" 4+ an_1p" g+ -+a1pg" ' = —apq™ vemos
que p divide al miembro izquierdo, por lo tanto debe dividir al miembro derecho.
Pero como p es coprimo con ¢ (y por consiguiente con ¢") debe dividir a ag.
Analogamente se prueba que ¢la,. La utilidad de lo anterior es que reduce el
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problema de hallar las raices racionales de un polinomio con coeficientes enteros
al examen de un ndmero finito de casos (ya que a, y ag sblo tienen un namero
finito de divisores). Por ejemplo si P(x) = 2% + 622 + 10z + 4 tiene alguna raiz
racional p/q entonces debe cumplirse que p|4 y ¢|1. Los valores posibles de p son
entonces los divisores enteros de 4, a saber 1, 2, 4, —1, —2 y —4. mientras que
los de ¢ son 1 y —1. Por lo tanto los valores posibles de p/q son 1, 2, 4, —1, —2
y —4. Verificando cada uno de estos valores se ve de inmediato que 1, 2 y 4 no
son raices, P(—=1) = —-14+6—-104+4 = -1, P(-2) = -84+24-20+4 =0y
P(—4) = =644 96 — 40 + 4 = —4. Por lo tanto la unica raiz racional de P es —2.
Las otras raices pueden hallarse dividiendo P entre x + 2:

116 |10 4
-2 21 -8 |4
1141210

Por lo tanto P(z) = (z + 2)(z* + 4z + 2). Hallando las rafces de 2* + 4z + 2
encontramos que son 2++/2 y 2—+/2, por lo tanto P(z) = (z+2)(x —2—+/2)(z —
2+2).

2.2. Problemas

Problema 2.1. Factorice los siguientes polinomios:

(a) 22 +2—6, (b)x?+ Tz + 10, (c) @2 + 4z + 4,
(d) 22 — 16, (e) 422 — 25, (f) 222 — 122 + 18,
(g) 2% — 27, (h) 23 + 8, (i) 3 4 2 — 6w,
(j) =* — 81, (k) 2* + 223 + 322 +22+1, (D2°+z+1.

Problema 2.2. (Canguro 2003, 5° afio) Sea f un polinomio tal que f(z% + 1) =
z* + 422, Determine f(z% — 1).

Problema 2.3. Si el término principal de P(z) es az™ jcudl es el término principal
de (P(z))*?

Problema 2.4. Si el término principal de P(z) es az” y el de Q(z) es bz*, jcual
es el término principal de P(Q(z))?

Problema 2.5. Pongamos P!(x) = P(x) y P"*'(z) = P(P"(z)) paran > 0
(es decir P?(z) = P(P(z)), P3*(x) = P(P(P(x))), etc.) Si P(z) = 2z + 1 calcule
P"(x).

Problema 2.6. Halle (si existe) un polinomio P tal que P(P(x)) = 8z*+8x2+ 3.

Problema 2.7. ;Existe algtin polinomio P(z) con coeficientes enteros tal que
P(7)=11y P(11) =137
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Problema 2.8. Al dividir un polinomio P(x) entre  — 2 y 2 + 3 se obtienen los
restos 7y 17, respectivamente. ;Qué resto deja P(x) si se divide entre (x—2)(z+3)?

Problema 2.9. Sea P(x) un polinomio cibico (es decir, de grado 3) tal que
P(1)=1, P(2) =2, P(3) =3y P(4) =5. ;{Cuanto vale P(5)?

Problema 2.10. (a) Caracterice los polinomios P(z) tales que P(z) = P(—x)
para todo valor real de .

(b) Caracterice los polinomios P(x) tales que P(x) = —P(—x) para todo valor
real de z.

Problema 2.11. Pruebe las siguientes identidades:

(a) (z+y+2)?=a2%+y>+ 2%+ 22y + 222 + 2y2.

(b) (w+y+2)3=a3+y>+ 22+ 3%y + 2y + 222 + 222 + y?2 + y2?) + 6ay2.
Problema 2.12. Asumiendo que z +y + 2 = 0, pruebe que (a) 2% +y*+2%2 =
—2(xy + xz + yz).

(b) 2 +y>+ 23 =32yz. (¢) 2% +yS+2° = —baryz(ry + xz + y2).
Problema 2.13. Si las raices de 22 + bz 4+ ¢ son 3+ V2 y 3 — /2, jqué valores
tienen by c?

3

Problema 2.14. Se sabe que el polinomio z® — 322 — 2z + d tiene tres raices en
progresion aritmética. ;Cudl es el valor de d? ;Cuales son las raices?

Problema 2.15. Sea P(x) = a,2™ + ayn_12" > + -+ + a1 + ag con ag # 0. Si

1, To,..., Ty son las raices de P muestre que
1 1 1 aj
— 44— ===
4l T2 Tn ao

Problema 2.16. Halle una raiz racional de z* + 22% — 522 + 3z — 1.

Problema 2.17. Halle todas las raices de 223 + 22 — 2z — 1, buscando primero
una raiz racional.

Problema 2.18. Sea P un polinomio con coeficientes enteros tal que P(0) = 2011.
(Cual es el mayor niimero de raices enteras que puede tener la ecuacion P(x) = x7

Problema 2.19. Sea P(z) = 2% + 22 + 1 y sean x1, ¥2, T3, T4 ¥ T5 Sus raices.
Sea Q(x) = x2 — 2. Calcular el producto Q(z1)Q(72)Q(23)Q(24)Q(xs).

Problema 2.20. Ana y Bruno juegan de la siguiente manera: Ana dice un nimero
a, luego Bruno dice un nimero b, luego Ana dice un ntimero ¢ y finalmente Bruno
dice un ntimero d. Entonces forman el polinomio P(x) = ax® + bx? + cx + d. Si
P(3) =0y P(2) # 0 gana Ana, si P(3) # 0y P(2) = 0 gana Bruno, y en cualquier
otro caso es empate. ; Tiene alguno de los dos una estrategia ganadora?
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Problema 2.21. (Cuba, 2011) Sea P(z) = 2 + (t — 1)a® — (t + 3)z + 1. ;Para
qué valores de t € R la suma de los cuadrados y de los reciprocos de las raices de
P(z) es minima?

Problema 2.22. (OMCC 2008) Halle un polinomio P(z) con coeficientes reales
tal que

(x +10)P(2z) = (8xz — 32)P(z + 6)

para todo x real y P(1) = 210. Verifique que el polinomio encontrado cumple las
condiciones.

Problema 2.23. (OMCC 2007) Sea S un conjunto finito de nimeros enteros.
Suponga que para cualquier par de elementos p, ¢ de S, con p # ¢, hay elementos
a, b, ¢ de S, no necesariamente diferentes entre si, con a # 0, de manera que el
polinomio F(x) = az?+ bz + ¢ cumple que F(p) = F(q) = 0. Determine el méximo
numero de elementos que puede tener el conjunto S.

Problema 2.24. (Concurso Matematico Nordico 1992) Sean a1, as,. . . , a, enteros
diferentes (n > 0). Pruebe que el polinomio P(x) = (z—a1)(x —az) - (x —an)—1
no es divisible por ningin polinomio moénico con coeficientes enteros de grado
positivo menor que n.

Problema 2.25. (Olimpiada Sueca 1986) P es un polinomio de grado mayor que
2 con coeficientes enteros y tal que P(2) = 13 y P(10) = 5. Se sabe que P tiene
una raiz entera. Hallela.

Problema 2.26. (OMCC 2001) Sean a, b y ¢ nameros reales tales que la ecuacion
ax? +bx +c = 0 tiene dos soluciones reales distintas p;, p» y la ecuacion cx? + bx +
a = 0 tiene dos soluciones reales distintas q1, g2. Se sabe que los nameros p1, q1,
P2, g2, en ese orden, forman una progresion aritmética. Demostrar que a 4+ ¢ = 0.

Problema 2.27. (OME 2001) Sean a, b y ¢ ntimeros reales. Pruebe que si 2% +
ax? + bx + c tiene tres raices reales, entonces a® > 3b.

Problema 2.28. El polinomio P(x) tiene coeficientes enteros. Si P(z) tiene al
menos seis raices enteras diferentes, pruebe que Q(z) = P(x)—30 no tiene ninguna
raiz entera.

Problema 2.29. (OME 2000) Sean P(x) = z* + ax® + b2? + cx + 1, Q(z) =
2% + ca® + ba? + ax + 1. Halle condiciones sobre a, b y ¢ (suponiendo a # c) para
que P(x) y Q(z) tengan dos raices comunes, y hallelas.

Problema 2.30. Se sabe que todas las raices del polinomio 22" — 201122010 +
... —1 son reales y positivas, pero se desconocen los coeficientes de 12099, 52008
22 y x. ;Cual es el coeficiente de x2?
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Problema 2.31. (I OIM 1985) Halle las raices r1, ro, 73 y 74 del polinomio
42* — ax® + bx? — cx + 5 sabiendo que son reales positivas y que

1 T2 T3 T4
J— + j—

2 4 5 8

Problema 2.32. (IMO 2004) Encontrar todos los polinomios P(z) con coeficien-
tes reales que satisfacen la igualdad

Pla—b)+Pb—c)+P(c—a)=2P(a+b+c)

para todos los ntimeros reales a, b, ¢ tales que ab + bc + ca = 0.



Capitulo 3

Ecuaciones y Sistemas

UNA ecuacion es una igualdad en la cual aparecen una o més cantidades desco-

nocidas, llamadas incdgnitas. Resolver la ecuacion significa hallar los valores
de las incoégnitas para los cuales la igualdad es verdadera. Estos valores se llaman
soluciones o raices de la ecuacion.

3.1. Ejemplos

Por ejemplo 2x — 6 = 0 es una ecuacién con incégnita x. En este caso hay
un unico valor de z para el cual 2x — 6 es igual a 0, a saber el 3. En efecto
2z — 6 = 0 siy s6lo si 2z = 6, y esto ocurre si y s6lo si x = 3. Como segundo
ejemplo tomemos la ecuacion de segundo grado x2 — 52 + 6 = 0. En vez de aplicar
la conocida féormula que da las soluciones, factoricemos el miembro izquierdo para
obtener (z — 2)(x — 3) = 0. Para que un producto sea nulo, debe serlo alguno
de los factores. Por lo tanto (z — 2)(x — 3) = 0 se satisface solo si z —2 =0 o
x — 3 = 0. Esto nos da dos soluciones para la ecuacién propuesta, a saber x1 = 2
y x2 = 3. Para cerciorarnos de que no hemos cometido errores podemos verificar
las soluciones, sustituyendo en la ecuacion original. Asi tenemos z? — 51 + 6 =
22 -5.246=4—-10+6=0y 22 — 522 +6=32-5-3+6=9—-15+6 = 0.

En general la ecuacion de primer grado ax +b = 0, con a # 0, tiene una tnica
solucion x1 = —b/a.

Para hallar las soluciones de la ecuacion de segundo grado ax? + bx + ¢ = 0,
con a # 0, dividamos primero entre a para obtener la ecuaciéon equivalente

b
$2+—$+E=0.
a a

Ahora comparemos el miembro izquierdo de esta ecuacion con el miembro derecho
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de la siguiente:

b o b b
(x—i—%) =z +ax+(2a)2'

b
Como se ve, los dos primeros términos (2% + —x) son iguales en ambas expresiones.
Entonces, como sumar y restar una misma cantidad no altera el resultado, se tiene
b? b? c

2aley &2 eyl YL
a a a (2a)?2  (2a)?  a

(+b)2 b2+c
) -2 4°c
2a 4a?2  a
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Por lo tanto resolver ax® 4+ bx + ¢ = 0 equivale a resolver

< n b)2 b? — dac
r4+ =) = ——
2a 4a2

para lo cual basta extraer la raiz cuadrada:

2 _ 7 _
x—i-i::t b 4ac:i\/b 4ac7
2a 4a? 2a
de donde
o —b+ Vb2 — dac
a 2a ’
o bien
. —b 4+ Vb?% — dac . —b—Vb? — 4ac
1=, 2=

2a 2a
formulas que dan las dos raices de la ecuacion de segundo grado.
La cantidad A = b? — 4ac se se conoce como discriminante de la ecuacion.
Si A > 0 la ecuacién tiene dos raices reales distintas 5-(—b =+ VA). SiA=0la

ecuacion tiene una raiz real doble, a saber —b/(2a). Si A < 0, la ecuacion tiene
dos raices complejas 5—(—b £ iv/—A).

La técnica utilizada para resolver la ecuacion de segundo grado se conoce como
completar cuadrados y tiene muchas aplicaciones.

Ejemplo 3.1. Sean a,b,c € R con a > 0. ;Cuél es el minimo valor que toma la
funcion f(z) = ax? + bx + ¢?

Solucion: Apliquemos la técnica de completar cuadrados:

2 ppte—alateot s ) pe Lo (+£)2+ v
axr xr c=a\|T % 4@2 (& 4a—a X % & 4@.
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Como a(x + 2—2)2 >0 cor21 igualdad si y sélo si z = —%, resulta que el minimo
b b
valor que toma f es ¢ — 7= (y lo toma para & = —5=)-
Observe que si a < 0 entonces ¢ — % es el mdzimo de f.

Hay muchas ecuaciones que, aunque no parezcan de primero o segundo grado,
se pueden reducir a ellas mediante transformaciones algebraicas. Algunas trans-
formaciones vélidas son:

= Sumar o restar una misma expresién a ambos miembros de la ecuacion.
= Multiplicar ambos miembros por una cantidad diferente de cero.

Ejemplo 3.2. Resolver la ecuacién

272174—5
3 2241

Solucién: Luego de multiplicar ambos miembros por 3(z? 4+ 1) se convierte en

2(2% +1) = 3(2z + 5), o sea 22? + 2 = 6z + 15. Finalmente restando 6x + 15 a
ambos miembros resulta la ecuacién de segundo grado 2z? — 6z — 13 = 0.

Ejemplo 3.3. Resolver la ecuacién z* — 1322 + 36 = 0.

Solucién: Si hacemos el cambio de variable u = x? (es decir, si usamos la letra u
para referirnos a z2) la ecuacién nos queda u? — 13u + 36 = 0, que es de segundo
grado y tiene raices u; =4y ug =9

Ejemplo 3.4. Resolver la ecuacién 327+! —28.3% 49 = 0.

Solucién: Con el cambio de variable u = 3% la ecuacién se convierte en 3u? — 28u +
9 = 0, que es de segundo grado. Resolviéndola se obtienen los valores w1 = 9 y
us = 1/3. Resolviendo ahora 3* = 9 resulta 1 = 2, y de 3% = 1/3 resulta zo = —1.

Hay transformaciones que deben ser tratadas con mas cuidado, porque no son
invertibles. Por ejemplo si se elevan al cuadrado ambos miembros de una ecuacion,
todas las soluciones de la ecuacién original lo serdn de la nueva, pero esta ultima
puede tener més soluciones que la ecuacion original. En efecto, si A = B entonces
A? = B2, pero partiendo de A2 = B? no se puede afirmar que A = B, ya que hay
otra posibilidad: A = — B.Esto no quiere decir que no se pueda elevar al cuadrado,
pero si lo hacemos habra que verificar si las soluciones de la ecuacion resultante
son o no soluciones de la ecuacién original.

Resolvamos por ejemplo la ecuacion /z = x — 6. Elevando al cuadrado ambos
miembros resulta x = (z — 6)2, que se reduce a 2% — 13z + 35 = 0. Las raices de
esta ecuacion son x1 =4 y x5 = 9. Pero sustituyendo en la ecuaciéon original se ve
que Gnicamente x5 = 9 es solucion.
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Las ecuaciones de tercer y cuarto grado, como mostraron los algebristas ita-
lianos del siglo XVI, pueden ser resueltas por medio de radicales. Sin embargo
las formulas son complicadas y tienen poca utilidad practica. Las ecuaciones de
grado 5 y superior, como demostraron Abel y Galois en la primera mitad del siglo
XIX, no se pueden resolver en general mediante radicales. Sin embargo algunas
ecuaciones de tipos especiales si se pueden resolver.

3.2. Sistemas de ecuaciones

Un sistema de ecuaciones es un conjunto de ecuaciones en las cuales, por lo
general, aparecen varias incognitas. Una soluciéon del sistema es un conjunto de
valores numéricos, uno para cada incoégnita, que sustituidos en las ecuaciones hacen
que todas sean verdaderas simultaneamente. Un sistema puede no tener solucion
(en ese caso se dice que es incompatible), tener una solucién tnica, tener varias o
incluso tener infinitas soluciones.

En general, si en una de las ecuaciones de un sistema se puede despejar una
de las incognitas en funciéon de las demas, al sustituir en las ecuaciones restantes
queda un sistema con una ecuacién y una incégnita menos que el original. De esta
manera se pueden resolver los sistemas de ecuaciones lineales, es decir aquellos
donde cada ecuacion es de la forma ayx1 + asxo + -+ - + apr, = b.

Los sistemas no lineales pueden ser muy complicados. Sin embargo, si las ecua-
ciones son simétricas, usando las formulas de Vieta a veces se puede reducir el
problema a la solucién de una tinica ecuacién algebraica.

Ejemplo 3.5. Resuelva el sistema

1 1 3
r y 10
zy = —10,
Solucién: Multiplicando miembro a miembro la primera ecuacién por la segunda
se obtiene x +y = —3, por lo tanto x e y son las raices de la ecuaciéon de segundo
grado en t

t2 4+ 3t—10=0.

Las raices de esta ecuacion son 2 y —5, por lo tanto el sistema tiene dos soluciones
(z,y), a saber (2,—-5) y (—=5,2).

3.3. Problemas

Problema 3.1. Hallar las raices de la ecuacién 22 + 4z — 21 = 0,
(a) por factorizacion,
(b) completando cuadrados,
(¢) usando la formula.
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Problema 3.2. ;Para qué valores de z el polinomio 22 + 4z — 21 toma valores
positivos? ;Y negativos?

Problema 3.3. ;Cual es el minimo valor que puede tomar el polinomio x2 + 6x +
10, y para qué valor de z lo toma? (sugerencia: completar cuadrados).

Problema 3.4. ;Cual es el maximo valor que puede tomar el polinomio —z?2 +
4x + 9, y para qué valor de z lo toma?

Problema 3.5. Resuelva las ecuaciones siguientes: (a) 3z — 1 = 2z + 4, (b)
6

6_9-0

(c) x—ﬁz%, (d) 22—2-1=0,(e) z+1=3,(f) 6272527 +1=0,

x

Problema 3.6. Resuelva la ecuacion 22712 — 17.2% 44 = (.

Problema 3.7. Resuelva la ecuacion 2% — 722 + 10 = 0 (sugerencia: haga el
cambio u = x?).

Problema 3.8. Resuelva la ecuacion 2t + 223 — 1322 4+ 22 + 1 = 0 (sugerencia:
haga el cambio u =z + 1).

Problema 3.9. Resuelva la ecuacién z°+x*—152%+1522 —2—1 = 0 (sugerencia:
una raiz es obvia).

Problema 3.10. Resuelva la ecuacién 22243z —5 =z + 1.

Problema 3.11. Un hombre le dijo a otro: “Cuando yo tenia la edad que t1 tienes
hoy, nuestras edades sumaban 50 afos”. A lo que el otro respondi6: “Y cuando yo
tenga la edad que tu tienes hoy, nuestras edades sumaréan 66 anos’. ;Qué edad
tenia cada uno de ellos en el momento de este didlogo?

Problema 3.12. Halle un polinomio de segundo grado P(z) = ax? + bz + c tal
que P(—1) =10, P(1) =6y P(2) = 13.

Problema 3.13. Halle todas las soluciones del sistema de ecuaciones

r+y+z = 5,
1 1 1
—+-+- = 2
T Yy oz

ryz = 4.
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Sucesiones

UNA sucesion es una funciéon cuyo dominio son los nimeros naturales, con o
sin el cero. Si a es una sucesion, el valor que toma en n se denota a(n) o a,.
En muchos problemas se caracteriza una sucesion mediante algunas propiedades y
se pide calcular un término particular, o bien hallar una expresién para el término
general.

El término progresion se suele usar para referirse a una secuencia finita de
términos, a1, as,..., G,.

Ejemplo 4.1 (OIM 1985).
A cada entero positivo n se le asigna un entero no negativo f(n) de tal manera
que se satisfagan las siguientes condiciones:

(1) flrs) = f(r)+ f(s)-

(2) f(n) =0 siempre que la cifra de las unidades de n sea 3.

(3) f(10) = 0.

Hallar f(1985).

Solucion: Si f(mn) = 0 entonces f(m) + f(n) = 0 (por (1)), de donde f(m) =
f(n) = 0 (yva que f(m) y f(n) son no negativos). Entonces de f(10) = 0 se
sigue que f(5) = f(2) = 0,y f(1985) = f(5-397) = f(5) + f(397) = f(397).
Pero 397 -9 = 3573, y f(3573) = 0 por (2). Por consiguiente f(397) = 0y
£(1985) = f(397) = 0. Mas en general se puede probar que f(n) = 0 para todo
entero positivo n.

4.1. Progresiones aritméticas y geométricas

Una secueencia de ntmeros se dice que estd en progresion aritmética si la
diferencia entre dos términos sucesivos cualesquiera es una constante, llamada
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diferencia comun de la progresion. Por ejemplo 3, 7, 11, 15, 19 es una progresion
aritmética con diferencia comtin 4, yaque 7—3=11-7=15-11=19-15 = 4.
La secuencia 3, 1, —1, —3 es una progresiéon aritmética con diferencia comtun —2,
yaquel —3=-1-1=-3—-(-1)=-2.

Siay, as,. .., a, es una progresion aritmética con diferencia comun d, entonces
as—a; =d, a3 —as =d,..., a, — a,—1 = d, y sumando estas n — 1 igualdades
resulta a, —a; = (n — 1)d, o sea

an =a1+ (n—1)d.

Ejemplo 4.2. Una progresiéon aritmética comienza en 3, finaliza en 54 y tiene
diferencia comun 3/4. ;Cual es el namero de términos?

Solucion: Los datos son a1 = 3, a, = 54 y d = 3/4. Como a,, = a1 + (n — 1)d,
resulta 54 = 3+ (n — 1)(3/4), de donde n — 1 = 51(4/3) = 68 y n = 69.

Los documentos matematicos mas antiguos que se conservan son dos rollos de
papiro egipcios que datan aproximadamente de la XII dinastia (2078 a 1788 a.C.).
Uno de ellos, escrito en hieratico por Ahmes y conocido como el papiro Rhind,
consta de unos 85 problemas y ejemplos préacticos. El siguiente es uno de ellos:

Ejemplo 4.3. Dividir cien panes entre cinco hombres, de modo que las porciones
que reciban estén en progresiéon aritmética y que la séptima parte de la suma de
las tres mayores sea igual a la suma de las dos porciones menores.

Solucién: En algunas ocasiones resulta conveniente representar las progresiones
aritméticas de manera simétrica. Si llamamos z al término central y d a la diferencia
comun, los cinco términos seréan z —2d, z —d, z, z+d y z+ 2d. Ahora la condicion
de que las partes suman cien se escribe asi:

(z=2r)+(z—r)+ 2+ (z+7)+ (2 + 2r) = 100,

que se reduce a 5z = 100 y por tanto z = 20. Si ahora llamamos S a la suma de los
dos términos menores, la otra condiciéon del problema nos dice que S = (100—5)/7,
de donde S = 25/2. Como S = (20 — 2d) + (20 — d) = 40 — 3d, se sigue que
d = (40— S)/3 = 55/6. Las cinco porciones serén entonces: 20 —55/3 =5/3 = 12,
201— 55/6 = 65/6 = 10%, 20,20+ 55/6 =175/6 = 29% y 175/6 4+ 55/6 = 115/3 =
383.

La suma de n términos de una progresion aritmética, S = a1 + az + -+ - + ayn,
se puede calcular facilmente observando que

a;+apy1—i=a1+({@E—1)d+a+(n—i)d=ar+a1+(n—-1)d=a +ap,

Luego

n

28 = Zai + Za"_i = Z(al +an) = (a1 + ap)n,
i=1 i=1

=1
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de donde
ay 4+ ap)n
S:al+a2+...+an:%'
En particular se tiene
1
1+2+3+---+n=%.

Una secuencia de ntumeros se dice que esta en progresion geométrica si la razon
entre dos términos sucesivos cualesquiera es una constante, llamada razdn de la
progresion. Por ejemplo 3, 6, 12, 24 es una progresiéon geométrica con razoéon 2,
ya que 6/3 = 12/6 = 24/12 = 2. La secuencia 81, —27, 9, —3 es una progresion
geométrica con razon —1/3, ya que —27/81 =9/(-27) = -3/9=—1/3.

Si a1, as,..., a, €s una progresion geométrica con razén r, entonces as/a; =
r, ag/az = Tr,..., an/an—1 = 7, y multiplicando estas n — 1 igualdades resulta
an/a; =r""1 o sea

an = a;r™ L.

La suma de n términos de una progresioén geométrica,

S=ay+as+-+a,=a1 +arr+ar? +---+ar"

se puede calcular observando que
rS = ayrda i+ Aayr”™ = ayfayrtarri o ar" " Har —ap = S4aq (r"—1),
de donde

(r—=1)S=a(r" - 1).

Ahora, si r # 1, se tiene
ay(rm—1)
r—1
Si r = 1 no se puede dividir entre r — 1, pero en ese caso la progresion es constante
ysusumaesa +a;+---+a3 =naj.

S:

4.2. Recurrencias

A veces se caracteriza una sucesion mediante una ecuacién que relaciona el
término general z, con los anteriores zg, x1,..., £n—1. Este tipo de ecuacién se
denomina relacion de recurrencia o simplemente recurrencia.

Ejemplo 4.4. Hallar la solucion general de la recurrencia x,, = 2x,_1 para n =
0,1,2,...

Solucién: Si zg = a entonces x1 = 2a, x5 = 4a, x3 = 8a y por induccién se prueba
facilmente que x,, = a2". Reciprocamente la sucesiéon x, = a2", para cualquier
constante a, satisface la recurrencia x,, = 2x,_1. Por lo tanto la solucién general
es T, = a2™.
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A veces se pide hallar una solucion particular de una recurrencia que satisfaga
ciertas condiciones iniciales. En el ejemplo anterior, si se pide la solucion particular
tal que xg = 5, la respuesta seria x, = 5-2".

Veamos ahora una recurrencia que aparece en una variante del llamado problema
de Josefo.

Ejemplo 4.5. Los ntumeros de 1 a n se escriben en forma consecutiva alrededor
de un circulo, en sentido horario. Comenzando por el 1, se recorre el circulo en
sentido horario y se va eliminando cada segundo ntimero hasta que quede uno solo.
Por ejemplo, para n = 9 los ntimeros se van eliminando en el orden 2, 4, 6, 8, 1, 5,
9, 7y queda el 3. ;Cuél es el nimero que queda, en funcién de n?

Solucion: Llamemos J(n) al namero que queda. Si n = 2k es par entonces en la
primera vuelta se eliminan todos los pares y quedan los k£ primeros impares desde
1 hasta 2k — 1. Entonces el problema se reduce al de comenzar con k ntmeros,
so6lo que en la posicion j no estd j sino 25 — 1. Por lo tanto, J(2k) = 2J(k) — 1. Si
n = 2k+1 es impar entonces en la primera vuelta se eliminan todos los pares y luego
se elimina el 1, quedando los k£ niimeros 3,5,7, . ..,2k+ 1. Nuevamente el problema
se reduce al de tener inicialmente k niimeros, pero con 2j + 1 en la posiciéon j. Las
dos relaciones J(2k) = 2J(k) — 1y J(2k + 1) = 2J(k) + 1, junto con la condiciéon
inicial J(1) = 1, permiten calcular cualquier J(n). Por ejemplo, para n = 41 se
tiene J(41) = 2J(20) +1=2(2J(10) — 1)+ 1 =4J(10) — 1 =4(2J(5) - 1) -1 =
8J(5) —5=8(2J(2)+1)—-5=16J(2)+3=16(2J(1) - 1) +3=16+3 = 19.

4.2.1. Numeros de Fibonacci

La siguiente recurrencia es muy famosa:
Ty = Tp—1 + Ty_o2. (4.1)

Esta recurrencia fue considerada por Leonardo de Pisa, también conocido como Fi-
bonacci, en su obra Liber Abaci escrita a comienzos del siglo XIII. Fibonacci llega
a esa relacion estudiando un problema de reproducciéon de conejos, que se descri-
be en [8]. Pero hay numerosos problemas que conducen a la misma recurrencia.
Veamos uno de ellos.

Ejemplo 4.6. Consideremos una escalera de n escalones y supongamos que en
un paso podemos subir uno o dos escalones. ;Cuantas maneras diferentes hay de
subir la escalera?

Solucién: Sea z, el ntmero buscado. Si n = 1 obviamente hay una sola manera
de subir la escalera, a saber en un paso sencillo, es decir que z; = 1. Sin = 2
podemos subirla con dos pasos sencillos o con uno doble, es decir que zo = 2. Si
n = 3 se puede subir con 3 pasos sencillos, con uno sencillo seguido de uno doble
o con uno doble seguido de uno sencillo, es decir que x3 = 3. Hasta aqui parece
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haber un patréon sencillo (1, 2, 3,...) pero las cosas se complican pues x4 = 5y
x5 = 8. Sin embargo, al subir la escalera de n escalones o bien pisamos el escalon
n — 1 o no lo pisamos. Hay x,,_1 maneras de subir hasta el escaléon n — 1, a partir
del cual debemos dar un paso sencillo para terminar de subir. Pero si no pisamos
el n — 1 entonces debemos llegar hasta el n — 2 (lo que puede hacerse de x,_2
maneras) y finalizar con un paso doble. En conclusion z,, = ,,—1 + &2, es decir
que la sucesion z,, satisface (4.1).

Esta relacion, a partir de las condiciones iniciales x¢ y x1 permite calcular
cualquier término de la sucesion. Como una escalera de 0 escalones s6lo se puede
subir de una manera, igual que una de un escalon, se tiene zo = x; = 1. A partir
de alli se obtiene o = x1 + 29 = 2, 23 = X2 + 21 = 3, T4 = T3 + T2 = 5,
T5 = x4 + x3 = 8§, etc.

Ahora bien, seria interesante tener una férmula explicita para el término gene-
ral de una solucion particular de (4.1), asi como una expresion general que permita
generar todas las soluciones particulares. Eso se puede conseguir buscando solu-
ciones de la forma x, = 7. Sustituyendo resulta r® = r"~2 4+ =1 de donde
r? = 1+7. La solucién de esta ecuaciéon nos da r; = (14++/5)/2 0 ry = (1—-+/5)/2.
Por lo tanto T y r3 son soluciones particulares, y también lo es cualquier com-
binacién lineal de ellas x,, = Ar{ + Bry. De hecho ésta es la soluciéon general, ya
que se pueden calcular A y B para que coincidan con el xg y el x7 de cualquier
solucién particular.

En el caso de la soluciéon particular F,, del ejemplo anterior se tiene Fy = F1 =
1,luego A+ B =1, Ar; + Bro = 1, de donde A = r,/\/5y B = —ry/+/5, por lo
tanto E,, = (r"t —r2 1) /V/5.

Los famosos nimeros de Fibonacci F), se obtienen a partir de la misma relacion
de recurrencia (4.1) pero con condiciones iniciales Fy = 0, F; = 1. Asi resulta el
sistema A+ B =0, Ary + Bry = 1, de donde se obtiene A =1/y/5y B = —1/+/5.

Por lo tanto
poorior L ((1eVENT 1oV
" V5 V5 2 2

Es claro que esta sucesion difiere de E,, en un paso, es decir que E,, = F, ;1.

4.2.2. Recurrencias lineales

En general, se llama relacién de recurrencia lineal de orden n a cualquier recu-
rrencia de la forma:

Ty = C1Tp—1 + -+ + CTn_ + f(n).

Si no aparece el término funcional f(n), se dice que la recurrencia es homogénea.
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Las recurrencias lineales homogéneas de segundo orden se pueden resolver con
la misma técnica usada para x, = x,_1 + T,_2. Es decir, dada la recurrencia

Ty = aTp—1 + bTp 2,

primero se buscan soluciones de la forma ™. Esto nos lleva a la ecuacién 72 = ar-+»b.
Si esta ecuacion tiene dos raices diferentes r1 y rq, entonces rf y r§ son soluciones
particulares y x, = Ar] + Br} es la solucién general. Sin embargo si la ecuacion
r? —ar — b = 0 tiene una raiz doble r; (lo que ocurrird si A = a? + 4b = 0),
entonces solo tendremos una solucién particular r{'. Sin embargo en este caso nrf
también es solucién particular. En efecto, si A = a? + 4b = 0 entonces r; = a/2,

de donde a = 2r; y b= —a?/4 = r?. Luego
a(n —)r" ™ £ b(n —2)r72 =2(n — 1)1} — (n — 2)r7 = nrl.
Las recurrencias lineales de segundo orden no homogéneas
Ty = aTp—1 + bTp_o + f(n) (1)

son més complicadas. Pero supongamos que se conoce una solucién particular y,,
es decir que

Yn = @Yn—1 + byn—2 + f(n) (2)
para todo n. Restando (2) de (1) resulta
Tn = Yn = a(Tp—1 = Yn—1) + b(Tn—2 — Yn—2),
0 sea que z, = X, — Y, €s solucién de la ecuacién homogénea
Zn = AZp_1 + bzp_o. (3)

Como ésta ya la sabemos resolver, resulta que las soluciones de (1) son de la forma
Zn = Yn + zn. La solucion general de (1) es entonces la suma de una solucion
particular con la solucion general de la recurrencia homogénea asociada (2).

Para hallar una solucién particular no hay métodos infalibles, sin embargo suele
dar resultado buscar soluciones de forma parecida a la de f(n). Por ejemplo si f(n)
es un polinomio, busque soluciones particulares polinémicas.

Ejemplo 4.7. Halle la soluciéon general de la recurrencia
Ty = TTp_1 — 102,_2 + 120 — 70n + 53.
Solucion: Busquemos en primer lugar una soluciéon particular polindémica, digamos

Yn = an® + bn + c. Debe cumplirse ¥, = Tyn—1 — 10yn_o + 12n% — 70n + 53, es
decir

an®+bn+c = T(a(n—1)?>+b(n—1)+c)—10(a(n—2)24+b(n—2)+c)+12n? —70n+53.
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Desarrollando y simplificando se llega a
(4a — 12)n? + (4b — 26a — 70)n + 4c + 33a — 13b — 53 = 0.

Como esto debe cumplirse para todo n > 0, por el teorema de identidad de poli-
nomios resulta que

4a — 12 =0,

4b — 26a — 70 = 0,

4c+ 33a — 13b — 53 =0,
de donde se obtiene a = 3, b = 2 y ¢ = 5. Es decir que y, = 3n? +2n + 5 es
una solucién particular. Para la homogénea z,, = 7z,_1 — 10z,_2 resolvemos la
ecuacién r2 — Tr + 10 = 0, obteniendo r; = 2 y 7 = 5. Por lo tanto la solucién
general de la homogénea es z, = A2™ + B5™ y la solucién general de la recurrencia

planteada es
Tp =Yn + 2n = 3%+ 20+ 5+ A2" + B5".

Para las recurrencias de orden superior al 2 valen los mismos principios: la
solucién general de
Tn = C1&n_1+ -+ 2ok + f(n)

es la suma de una solucioén particular y,, con la solucién general de la recurrencia
homogénea asociada

Zn = ClZp—1+ -+ ChZn—k- *)
Para resolver esta tltima es preciso resolver la ecuacion caracteristica

k k—1 k—2
rt=cr + car + -+ Cp—17 + Ck.

Si esta ecuacion tiene raices distintas rq,..., r con multiplicidades m,..., my
respectivamente, entonces la solucién general de (*) es

zn = Pi(n)r} + - 4+ Pu(n)ry,

siendo P;(n) un polinomio en n de grado menor que m;.

4.3. Problemas

Problema 4.1. Una progresion es aritmético-geométrica si sus términos son de
la forma a, (a + d)r, (a + 2d)r?,... Calcule la suma de los primeros n términos.

Problema 4.2. (Canguro 2010, 3°) Los tres primeros términos de una sucesion
son 1, 2 y 3. A partir del cuarto, cada término se calcula a partir de los tres
precedentes, restando el tercero a la suma de los dos primeros: 1, 2, 3, 0, 5, —2,
7,...¢Qué numero ocupa el lugar 2010 en esta sucesion?

@) —2006; (B)2008; (©) —2002; @) —2004; E)Otra respuesta.
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Problema 4.3. (Canguro 2010, 4° y 5°) Los tres nameros /7, /7 y +v/7 son
términos consecutivos de una progresiéon geométrica. El siguiente término de la
progresion es:

®wi, B®VvVn OV OV BV

Problema 4.4. (OJM Regional 2009, 1° y 2°) Simo6n escribe una lista de nameros.
El primero es 25, y luego cada nimero es la suma de los cuadrados de los digitos
del anterior. Por ejemplo, el segundo en la lista es 22 + 52 = 4 + 25 = 29, y el
tercero es 22 4+ 92 = 4 4+ 81 = 85. ;Qué nimero aparece en la posicién 20097

Problema 4.5. (OJM Regional 2010, 3°) En una pecera viven unos pequenos seres
llamados bupis, y un pez que se alimenta de ellos, comiendo 30 bupis cada dia. Al
finalizar cada dia, si hay menos de 100 bupis éstos se reproducen, engendrando cada
uno de ellos otro idéntico, doblando asi su ntumero total. Si hay 100 o mas bupis
no hay reproduccion, tal vez por falta de espacio. Suponga que inicialmente hay
97 bupis. Durante el primer dia el pez se come 30, dejando 67, que se reproducen
y llegan a 134. El segundo dia el pez se come 30 y quedan 104 (no se reproducen
pues 104 > 100). El tercer dia los 104 se reducen a 74, se reproducen y quedan
148. Continuando de esta manera, jcuantos bupis habré al finalizar el dia ntumero
10007

Problema 4.6. (OJM Final 2009, 4° y 5°) Una sucesion de nimeros reales aq,
as, as,...satisface la relacion (n + 2)a,+1 = na, para todo entero positivo n. Si
a1 = 1005, jcuéal es el valor de asggg?

Problema 4.7. (OIM 1989) Sea f : N — N tal que

a) f(1) =1,
b) f(2n+1) = f(2n) + 1,
¢) f(2n) =3f(n).

Determinar el conjunto de valores que toma f.

Problema 4.8. Considere el conjunto de los nameros naturales N = {1,2,3,...}
y la aplicacion f: N — N que cumple:

a) f(f(n)) =n, para todo n natural,

n —1, sin es par

b) f(f(n)+1)={

n+ 3, si n es impar.
Determine el valor de f(n) para cada n natural.

Problema 4.9. Hallar una expresion para el término general de la sucesion x,
tal que zg =3, 21 =4y x, = br,,_1 — 62, _o para todo n > 2.
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Problema 4.10. Pruebe que los ntimeros F,, del problema de las escaleras satis-
facen la relaciéon

Ener = EnEm + EnflEmfl
y los niimeros de Fibonacci la relaciéon

Fner - n+1Fm + Fnmela
para todos los enteros positivos n y m.

Problema 4.11. ;De cuantas maneras se puede embaldosar un patio cuadrado
de dimensiones 3 x n con baldosas rectangulares de dimensiones 2 x 1.

Problema 4.12. Pruebe que en la variante del problema de Josefo analizada en
el texto J(n) puede calcularse asi: si 2* es la mayor potencia de 2 menor o igual
que n, entonces J(n) = 2(n — 2F) + 1.

Problema 4.13. Determinar si existen niimeros enteros positivos a y b tales que
todos los términos de la sucesion definida por z; = 2010, zo = 2011,

Tn42 = Tn + Tn41 + a\/ TpTn41 + b; n Z 17

sean enteros.



Capitulo 5

Desigualdades

AS desigualdades|indexdesigualdad juegan un rol fundamental en matematica.
Existen libros completos dedicados a su estudio (ver por ejemplo [3]) y en
las competencias matematicas internacionales aparecen con frecuencia. Todo so-
lucionista experto debe estar familiarizado con varias de ellas y con las técnicas
generales para su manejo.
La desigualdad fundamental satisfecha por cualquier namero real, y de la cual
en cierto sentido se derivan todas las demas, es sencillamente

z? >0,
con igualdad si y sélo si x = 0. Méas en general
a4 an+ >0,

con igualdad si y s6losi 1 = x9 =--- =, = 0.

5.1. Algunos ejemplos sencillos

Ejemplo 5.1. (Desigualdad AG) Si z,y > 0 entonces

x;yz\/x ,

con igualdad si y sélo si x = y.

Prueba: (y/z — /y)? >0, de donde z — 2,/zy+y >0y (z +y)/2 > \/Ty.
Esta desigualdad establece que la media aritmética A = (x+y)/2 de dos reales
no negativos x, y es mayor o igual que su media geométrica G = ,/Ty.



5.1 Algunos ejemplos sencillos 51

Ejemplo 5.2. Para z, y, z reales cualesquiera se cumple
x2+y2+22 > zy +yz+ zx,
con igualdad si y s6lo si x =y = 2.
Prueba: Consideremos la desigualdad
(=) +(y—2)*+ (2 —2)* 2 0,

la cual se cumple para reales x, y, z cualesquiera, con igualdad si y sélo si x =
y = z. Desarrollando se tiene 222 + 2y% + 222 — 22y — 2yz — 222 > 0, de donde
22+ y? + 22 > xy+yz+ 2z

Ejemplo 5.3. Si z,y, z > 0 entonces
(—z+y+2)(z—y+2)(z+y—2) <ayz,

con igualdad si y s6lo si x =y = 2.
Prueba: Supongamos en primer lugar que —z4+y+2 > 0,z —y+ 2 > 0,
x +y — z > 0. Entonces por la desigualdad AG se tiene

(—z+y+2)(z—y+2) < <(—3:—|—y—|—z)2—|—(x—y+z)> =22

y andlogamente (z —y +2)(z+y—2) < 2?2y (~z+y+2)(z+y—2) <y

Multiplicando miembro a miembro estas tres desigualdades se tiene
(—z+y+2) (@ —y+2)(z+y—2)° <2y’
de donde se sigue
(—z+y+2)(z—y+2)(rt+y—2) <zyz

Observemos para finalizar que de las tres cantidades —z+y+z, z—y+z, x+y—=2
no puede haber dos negativas. Por ejemplo si —x +y+ 2 < 0, x —y + 2z < 0,
sumando resultaria 2z < 0, absurdo pues x,y,z > 0. Por lo tanto a lo sumo una
de ellas puede ser negativa, pero en ese caso el producto de las tres es < 0 y la
desigualdad a probar se satisface automéaticamente.

Ejemplo 5.4 (IMO 1964).
Sean a, b y ¢ los lados de un triangulo. Pruebe que

a*(—a+b+c)+b*(a—b+c)+c(a+b—c) < 3abe.

Solucién: Puesto que
(—a+b+c)a—b+c)a+b—rc)=(—a+b+c)(a®—(b—c)?)
=a*(—a+b+c)+alb—c)*— (b* =) (b—c))
=a*(—a+b+c)+b*(a—b+c)+c*(a+b—c)—2abc
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la desigualdad propuesta es equivalente a
(—a+b+c)la—b+c)(a+b—c) < abe,

que ya probamos.

5.2. Desigualdades basicas

5.2.1. Desigualdad triangular

Una desigualdad sencilla pero muy ttil cuando se trabaja con ntimeros reales
de diferentes signos:

lz1 + a2+ x| <]+ 22|+ + [zl

La prueba es muy sencilla: como —|z;| < x; < |z;|, sumando parai =1,2,...,n
se obtiene — > " | |a;| < Y7 < Y |zy|, de donde | Yo7, @i < DR |l
La igualdad se da si y s6lo si todos los x; no nulos son del mismo signo.

5.2.2. Desigualdad Aritmético-Geométrica (AG)

La desigualdad entre las medias aritmética y geométrica, que ya probamos para
2 términos, se puede generalizar al caso de n términos. Es decir:

Si xy1,x9,...,T, son nimeros reales no negativos entonces

Tr+ T2+ + Ty
n

> Yx1x0 - Ty

con igualdad si y solo si 1 = x5 = -+ = xy,.

Prueba: Existen muchas demostraciones de esta importante desigualdad. Una
de las mas elegantes es la siguiente:

Sean A la media aritmética y G la media geométrica de x1, x2, ..., z,. Es claro
que si x;1 = x9 = -+ = x, entonces A = G. De lo contrario deben existir z;,
x; tales que z; < A < ;. Si sustituimos x; por A y z; por z; + z; — A es
claro que la media aritmética no cambia. En cambio la media geométrica aumenta
estrictamente ya que A(z; + z; — A) — z;x; = (A — z;)(z; — A) > 0. Repitiendo
este proceso suficientes veces llegaremos a un conjunto de n ntimeros iguales, cuya
media aritmética A sera igual a su media geométrica. y ésta estrictamente mayor
que G.

Las siguientes desigualdades, en las cuales x1, xo,...,r, son reales positivos,
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son equivalentes a AG:

i +ay+--+ax) > nrxa--- Ty,
E‘F%‘F +x"_1+x_" > 1]
- )
T2 3 Tn T
n
< Yzixe---x
1 1 = n
atam T

5.2.3. Desigualdad de Cauchy-Schwarz (CS)

Siai,as,...,a,y b1,ba, ..., b, son nimeros reales cualesquiera entonces

(a1by + agby + -+ + anbn)? < (af + a3 + - +ap) (0] + 05+ +07)

v la igualdad se da si y so6lo si los a; y los b; son proporcionales.

Prueba: Partamos de
(a1 — th1)* + (ag — the)* + -+ + (an — thy)? >0
desigualdad valida para cualquier ¢ € R. Entonces
(@ +a2+--+a2) + 1207 + b3+ -+ b2) > 2t(arby + asby + -+ + anby)

Si los b; son todos nulos es claro que se cumple la igualdad. En caso contrario

tomamos
a1b1 + CLQbQ —+ 4 anbn

b+ b5+ 402
y se llega facilmente a la desigualdad deseada. Obviamente la igualdad se dara si
y s6lo si a; = tb; parai=1,2,...,n.

t =

La forma de Engel de la desigualdad CS es la siguiente:

2 2 2 2
Vi Yr o s Wtuet +yn)®
r1 T2 Tn 1+ X2+ + Tn

donde los y; son nimeros reales cualesquiera y los z; son reales positivos. La prueba
es inmediata poniendo a; = y;/+/T;, b; = \/T; en CS. Esta forma de la desigualdad
también es llamada lema de Titu.

Tomando b; =1 parai=1,...,n en CS se tiene
(a1 +as+ -+ +an)” <nlaf + a3+ +az)

Dividiendo entre n? y extrayendo la raiz cuadrada resulta

lay +az + -+ + ay| a?+a3+---+a2
<

n n

Esta desigualdad nos dice que la media aritmética es menor o igual que la media
cuadratica. La igualdad se da si y s6lo si los a; son todos iguales y no negativos.
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5.2.4. Desigualdad del reordenamiento

Dados 2n ntimeros reales positivos a1 < as < ---<a, yb; <by <--- < b, sea
o una permutacion de {1,2,...,n}. Entonces

albn+a2bn71+' : '+anb1 < a1b0(1)+a2b0(2)+' : '+anba(n) < a1b1+a2b2+' ' +anbn

Esta desigualdad tiene una interpretacién fisica: si se tiene una barra OP y se
coloca un peso a; a distancia b, ;) del extremo O, entonces a1by (1) + a2bs(2) +- -+
anbs(n) es el momento resultante respecto al punto O. La desigualdad dice que el
momento es maximo cuando los pesos mayores se colocan mas lejos y los menores
més cerca de O, y es minimo cuando se procede a la inversa.

Esta desigualdad es facil de probar, para ello pongamos ¢ = b,(1) para k =

1,2,...,n,seat < j y consideremos las sumas
S = aa+--+ac+--+aic; - +ancy
S/ — a101+"'+GiCj+"'+jSi+"'+ancm

que difieren solamente en que se han transpuesto ¢; con c¢;. Entonces
!/
S -8 = aicj + ajc; — a;¢; — a;c; = (aj — ai)(ci — Cj)

y se ve que si ¢; > ¢; entonces S’ > S, mientras que si ¢; < ¢; entonces S” < S. De
aqui se sigue que el valor maximo de la suma se obtiene cuando ¢; < ¢y < --- < ¢,
y el minimo cuando ¢; > co > -+ > ¢y,

De esta desigualdad se pueden deducir facilmente muchas otras, en particular
AG y CS. Veamos como ejemplo la siguiente:

5.2.5. Desigualdad de Chebyshev

Seana; <az <---<apyb <by <--- < b, dos sucesiones de ntimeros reales,
entonces

ai+as+---+ap by +ba+ - +by _ aiby +asba + - +anb,
n n n '

Demostracion. Por la desigualdad del reordenamiento se tiene

arby + agbs + - - - + anby arby + agbs + - - - + anby

arby +agbs + -+ +apyby < aiby +azba + -+ anby
arbz + agbs + -+ +apby < a1by +azby + -+ anby
arb, +agby + -+ apbp—1 < arby +agbe + -+ anby,
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y sumando resulta
(a1 +az+ -+ ap)(by + b2+ +by) <n(arb +azby + -+ + anby),
de donde dividiendo entre n? resulta la desigualdad de Chebyshev. (|

El mismo argumento sirve para probar la siguiente variante de la desigualdad
de Chebyshev:
Sia; <ay <---<a,yb >by>--->b, son dos sucesiones de nimeros
reales, entonces
a1 tapt--tapbitbat by a1 +asba+ - +anby

n n n
Ejemplo 5.5. (IMO 1995) Sean a, b, ¢ reales positivos con abc = 1. Pruebe que

1 1 1
a3(b+c) + b3(c+ a) + cA(a+b)

3
> Z
-2

Solucion: No se desanime si sus primeros intentos resultan infructuosos, ya que
este problema se le puede resistir hasta a un matematico experimentado. Proba-
blemente se le ocurra aplicar la desigualdad AG, por ejemplo

1 n 1 n 1 S 3 S 9
ad(b+c)  b(cta) Ala+b) {*/(a—l—b)(b—i—c)(c—i—a) “2(a+b+o)

y ahora parece que estamos cerca, ya que a + b+ ¢ > 3v/abc = 3. Pero no, de esto
solamente se sigue que
9 3
- <z
2(a+b+c) ~ 2
y no podemos continuar la cadena de desigualdades que habiamos iniciado. Luego
de varios intentos fallidos similares nos convencemos de que AG por si sola no nos
conducira a la soluciéon. Por otra parte la segunda desigualdad importante que he-
mos visto, CS, no parece que se pueda aplicar en este problema. Si interpretamos
el miembro izquierdo como una suma de productos obtendriamos uns desigualdad
de tipo contrario al deseado (ademés de unas indeseables raices cuadradas). In-
terpretarlo como una suma de cuadrados tampoco parece factible, en particular
por los molestos cubos. Sin embargo hay una condicién que no hemos utilizado, a
saber que abc = 1. Por ejemplo podemos escribir
1 1 L

ad(b+c)  a?(ab+ac) L4+1

Esto nos da la idea de transformar la desigualdad original mediante el cambio de
variables © = 1/a, y = 1/b, z = 1/¢, para obtener

£C2 y2 2’2

3
+ + >
y+z z+zx x4y 2
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(v, f(y))

T, £(w)

u=(1—-t)z+ty
Figura 5.1: Funcién convexa
Ahora por CS en la forma de Engel
z? 2 22 T4y +2)? 1
- S R

+ +
y+z z4+z z+y  2x+y+z) 2
y como por AG z 4+ y + z > 3xyz = 3 terminamos.

5.3. Funciones convexas

Una funcion f : D — R (donde D es R o un intervalo de niimeros reales) se
dice que es convexa si para cualquier par de puntos x,y € D y cualquier real ¢ tal
que 0 <t < 1 se cumple

f(A =tz +ty) < (A —1)f(z) +tf(y).

Si la desigualdad es estricta se dice que la funcién es estrictamente convexa. Geo-
meétricamente la convexidad significa que en cada intervalo [x,y] C D la grafica de
f queda por debajo del segmento que va de (z, f(z)) a (y, f(y)).

Algunas funciones convexas importantes son f(xz) = 2™ con n natural par, para
todo x € R; f(z) = €**, con k € R constante, para todo z € R; f(r) = 2%, con
a > 1, para x > 0; f(z) =log, x con base 0 < a < 1, para x > 0; f(z) = zlog, =
con base a > 1, para x > 0; f(z) = tanx, para 0 < x < 7/2.

Una funcion f es concava si —f es convexa. Algunas funciones concavas im-
portantes son: f(z) = z® con 0 < a < 1, para z > 0; f(x) = log, « con base a > 1,
para x > 0; f(x) = arctanz, para x > 0.

Para quienes conozcan el calculo diferencial, si f es una funcién derivable en-
tonces f es convexa en D siy sblo si su derivada f’ es creciente en D. Si f es
derivable dos veces entonces f es convexa en D siy sélo si su derivada segunda, f”
es no negativa en D.
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5.3.1. Desigualdad de Jensen

Si f es una funcién convexa en D, x1, xa,...,x, € D, 7r1,r2,...,r, son reales
positivos y 1 + 12 + - - - + 1, = 1, entonces

FQ_riwi) <Y rif (x).

=1 i=1

Si f es estrictamente convexa entonces la desigualdad anterior es estricta. Para
funciones concavas se invierte el sentido de la desigualdad.

La desigualdad de Jensen se prueba facilmente por induccién en n. Paran = 2
es la propia definiciéon de convexidad. Si n > 2 y suponemos que es cierta para
n — 1, entonces

n n—1
FOoma) = FL=ra) Y a4 )
i=1 i=1 n
n—1 )
< (=) f(Y ) +raf ()
i=1 n
n—1 ) n
< (=) Yo g S +raf () = 3orif (@),

i=1 =1

La desigualdad entre la media aritmética y la media cuadratica, probada mas
arriba, se obtiene de inmediato aplicando la desigualdad de Jensen con r; = 1/n
y f(z) = 22. Mas en general si b > a > 0, usando la convexidad de f(z) = z%/¢
resulta que

1 n b/a 1 n

b
(X)) =T
1=

i=1

n 1/a n 1/b

1 a 1 b

— E T <| - E z, .

n 4 n 4

=1 =1
Esta desigualdad puede interpretarse asi: si a < b entonces la media de orden a de
n reales positivos es menor o igual que la media de orden b.
Si ay, as,. .. ,a, son numeros reales no negativos tales que a1 +as+---+a, =1

y T1, Ta,...,T, SOn numeros reales positivos, se define la media aritmética pesada
de los z; con pesos a; como A = a1x1 + asxe + - - - + apx,. Andlogamente se define

la media geométrica pesada como G = x{*x5? - -2l y la media armdnica pesada
como

O sea

a a a
UGy la

Tn
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Entonces la desigualdad aritmético-geométrica-armoénica con pesos afirma que
A > G > H. La parte A > G se puede probar aplicando la desigualdad de Jensen
a la funcion concava f(z) = log(z):

log(aix1 + asxa + -+ - + anxy) > aq log(x1) + azlog(ze) + - - - + ay, log(xy,),

y tomando la exponencial de ambos miembros queda

2Pty xpt < a1xy + aexa + -+ Any.
La parte G > H se obtiene aplicando la desigualdad A > G a los reciprocos de los
Z;.

Sia,b,p,g>0y = 1 entonces la desigualdad de Young afirma que

11
pq
P pa

ab < a——.

P q

La prueba consiste en aplicar la desigualdad de Jensen a la funcién concava f(z) =
log x:

l p log(b? P b9
tog(ab) = ) 80D 1)
p q p g
y aplicando la exponencial se completa la demostracion.
A partir de esta desigualdad es facil establecer las desigualdades de Holder y

Minkowski (ver Problemas).

5.4. Desigualdades homogéneas
Una funcion f(x1, o, ..., z,) se dice que es homogénea de grado r si
fltxy, tag, ... tey,) =t f(x1, 22, ..., Ty).

Por ejemplo f(x,y,2) = 22 +yz es homogénea de grado 2, pues (tz)? + (ty)(tz) =
t2(z2+yz). Observe que si f es homogénea de grado r > 0 entonces f(0,0,...,0) =
f(0-0,0-0,...,0-0)=0"f(0,0,...,0) =0.

Una desigualdad A(z1,...,2,) < B(x1,...,2,) se dice que es homogénea si
tanto A como B lo son, y del mismo grado.

5.4.1. Normalizacion

Para probar una desigualdad homogénea generalmente es suficiente restringirse
a los valores de las variables que cumplen una cierta condicién. Por ejemplo para
probar que f(x,y,z) > 0 para todos los z,y,z > 0, siendo f homogénea de grado
r, podemos asumir sin pérdida de generalidad que z+y+ z = 1. jPorqué? Bueno,
supongamos que ya hemos probado la desigualdad para los z,y,z > 0 tales que
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r+y+2z = 1. Dados ahora , y, z cualesquiera, sea a = x+y+2. Como £4+%+2 =1,
se cumple f(£,% 2) > 0y por lo tanto f(z,y,2) =a"f(£,%,2) > 0.

También podriamos haber supuesto condiciones como zyz = 1, zy+yz+zx = 3,
etc. En general se pueden asumir condiciones del tipo g(z,y,2) = a, donde g es
homogénea y positiva para z,y,z > 0. Este proceso se denomina normalizacion.

Una de las posibilidades que ofrece es la de reducir el namero de variables.

Ejemplo 5.6. Probar que
2% 4 292
(22 4 y)?
para todos los reales positivos z, y.

2
> Z
-9

Solucion: como la desigualdad es homogénea (de grado 0) podemos asumir 2z+y =
1, de donde y = 1 — 2x. Entonces

2 22
%:x2+2(1—2x)2:9x2—8x+2
Tty

y la desigualdad a probar se reduce a 92% — 8z +2 > 2, 0 sea 92% — 8z + £ > 0.
Pero esto es cierto ya que

16 4\2
2
9z 817—!—9 9(3: 9) >0

5.4.2. Desigualdad de Muirhead

Recordemos que una permutacion de {1,2,...,n} es una biyeccion de este
conjunto en si mismo. Al conjunto de todas las permutaciones de {1,2,...,n} lo
denotamos S,,. S, tiene n! elementos. Si f es una funciéon de n variables, la suma
simétrica se define como

Z f(:Elu:E?u s ,J/'n) = Z f(xd(l)axd(2)7 s 7xa’(n))'

sim o€Sn
Por ejemplo para una funcion de tres variables f(x,y, z) se tiene
Y f@y,2) =[xy, 2)+ f,2,9)+ fy 2, 2) + [y, 2, 2) + [ (z,2,9) + f (2,9, ).
Algunos ejemplos concretos son

Z xzy = x2y + 2%z 4 ny + yzz + 2%z + z2y,

sim

> wy = 2wy + w2 +y2),

sim

Z ryz = 6xyz.

sim
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Sea ahora n un nimero natural y consideremos las secuencias decrecientes de n
nimeros reales. Se dice que una de estas secuencias a1 > ag > - -+ > a, Mayoriza
a otra by > by > --- > b, si se cumplen las siguientes condiciones:

1) Zleai>2f:1bi para k=1,2,...,n — 1.

2) Z?:l a; = E?:l bl

En este caso escribiremos (a1, asg, ..., ay) = (b1,ba,...,by). Por ejemplo si n =
3 se tiene (4,2,1) » (3,2,2), (2,1,0) = (1,1,1) y (1,0,0) = (3,1, 1),
El teorema de Muirhead afirma que, si (a1, az,...,a,) = (b1,b2,...,by), en-
tonces
S epepap > Yabal -
para todos los 1,2, ..., 2, > 0, con igualdad si (a1, as,...,a,) = (b1,ba,...,by)
0SiTy =To ="+ =x,.

El lector puede ver una demostracion en [3], aqui nos limitaremos a dar algunos
ejemplos.
Ejemplo 5.7. Como para n = 3 se tiene (2,0,0) = (1,1,0), entonces ZSlm 2 >

> T1T2, 0 sea 2(xf + 23 +23) > 2(v122 + w23 + 123), 0 2 + 23+ 2% > w130+
Tox3 + X123 que ya habiamos probado en el Ejemplo 5.2 para reales cualesquiera.

Ejemplo 5.8. Como (1,0,0,...,0) = (%, %, cee %), entonces
E 2 E 1T - Tp
sim sim
0 sea . . .
T+ T2+ Ty 2 NT] XS Xy,

que no es otra cosa que la desigualdad AG.

Ejemplo 5.9. Pruebe que para x,y, z > 0 se cumple
1
22+ S+ 22+ ayz > ?(:v—i—y—i—z)?’.

Solucion: multiplicando ambos miembros por 7 se tiene
(23 + 2 4+ 22 +oyz) > a3 + 2 + 22 + 6xyz+32x2y,
sim
0 sea
6(z + 9> +2°) +ayz >3 Z z2y.

sim

Pero (3,0,0) = (2,1,0), luego }_, z3 > > . 2%y, y se sigue que

6(x3+y3+z3)+:cyz:32:v3+:vyz232963 Z3Z$2y-

sim sim sim
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5.4.3. Desigualdad de Schur

Definamos una permutacion ¢ € S, asi: ¢(1) = 2, ¢(2) =3,...,¢c(n—1) =n
y ¢(n) = 1. Este tipo de permutacion se denomina ciclo. Observe que ¢ es la
identidad. La suma ciclica de una funcién f de n variables se define como

Zf(l‘l,l'g, ceey ,Tn) = Z f(xck(l),:vck@), N ,Jick(n)).

cicl k=1

. _ . . _ 2 _
P;)r eJer211plo gara n = 3y variables z, y, z se tiene ) . x =x+y+z, ) q Y =
x*y+y°z+ z°x. Es importante no confundir estas sumas con las sumas simétricas.
Estas tltimas tienen n! términos, mientras que las sumas ciclicas tienen solo n.

La desigualdad de Schur afirma que si 7 > 0 entonces
S o (@ —y)@—2) =0,
cicl
para todos los z,y,z > 0.

Prueba: Como la desigualdad es simétrica en x, y, z, podemos asumir que = > y >
z > 0. Entonces

dwTw—yw—z) =" -y —2)+y" (y—2)y—2)+ 2 (z—2)(z — )

cicl

=@—yl"(x—2) -y (y—2)]+2"(z—z)(z—y) > 0.

Si se desarrolla completamente, la desigualdad de Schur se puede expresar en
la forma equivalente

Zxr+2 + Zxryz 2 Zxr—i-ly'

cicl cicl sim

Para r = 1 nos queda

23 4y 2% 4+ Bayz > Z:Z:Qy,

sim

5.4.4. Homogeneizacion

Para tratar desigualdades homogéneas existen poderosas técnicas. Por esa ra-
zO6n se suele intentar convertir las desigualdades no homogéneas en otras equi-
valentes pero homogéneas. Esto se aplica especialmente a desigualdades en que
las variables estén sujetas a una restriccion homogénea g(z1,...,2z,) = a. En ese
caso, g/a o a/g se pueden introducir como factores unitarios en la desigualdad
original, para lograr la homogeneizacion. Observe que este proceso es el inverso de
la normalizacién.
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Ejemplo 5.10. (TT 1997) Sean a, b, ¢ niimeros reales positivos tales que abc = 1.

Pruebe que
1 1 1

<
a+b+1+b+c+1+c+a+1 -

Solucion: Primero homogeneizamos:

1 1 1 1
< .
a+ b+ (abc)l/3 + b+ c+ (abc)l/3 + c+a+ (abc)l/3 — (abc)l/3

A continuacién eliminamos los exponentes fraccionarios con el cambio de variables

a=2a% b=1y> c=2%

1 1 1

<
x3+y3+xyz+y3+z3+xyz+z3+x3+xyz -

1
Tyz’
y eliminando denominadores:
wyz Y (@ +ayz) (P +25 +ayz) < (@B 4yt +ayz) (P + 20 +ayz) (Pt +ayz),
cicl
que después de desarrollar y simplificar se reduce a

Zx5y222 < Zxﬁyii

sim sim

que, como (5,2,2) = (6,3,0), es consecuencia del teorema de Muirhead.

5.5. Desigualdades geométricas

Se llama asi a las desigualdades que involucran elementos geométricos, tales co-
mo los lados de un tridngulo, su circunradio, su area, etc. Para resolver problemas
de este tipo hay que combinar conocimientos sobre desigualdades con conocimien-
tos geométricos.

A continuaciéon enunciamos sin demostracion algunos de los resultados geomé-
tricos mas utilizados para este tipo de desigualdades. Sean a, b y ¢ los lados de un
triangulo, «, 8 y v los 4ngulos opuestos respectivamente a a, by ¢, s = %(a—i—b—i— c)
su semiperimetro, R su circunradio, r su inradio y A su area. Entonces:

1. Desigualdad triangular: Los reales positivos a, b y ¢ son las medidas de los lados
de un triangulo si y s6lo si

a<b+ec, b<a+c, c<a+b.

2. Féormulas para el area.

abc 1
A= \/s(s —a)(s—=Db)(s—c)=sr= iE= ibcsena.
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3. Teorema de los senos.

a b c

: = = = — =2R.
sinaw  sinf  siny
Ejemplo 5.11. Pruebe que si R es el circunradio y r el inradio de un triangulo,
entonces R > 2r.

Solucion: De las formulas del drea se deduce que R = abe/(4A) y r = 2A/(a+b+c),
luego
R abcla+b+c)

r 8AZ2

Pero
A? =s(s—a)(s—b)(s—c)= %G(a—i—b—i—c)(—a—i—b—i—c)(a—b—i—c)(a—i—b—c),

luego
R 2abc)

r  (—a+b+c)la—b+c)a+b—c)
Como ya sabemos que (—a+ b+ c¢)(a — b+ c)(a+b—¢) < abe, se sigue R > 2r.

Esta desigualdad es inmediata si se conoce el Teorema de Euler que afirma
que el cuadrado de la distancia del circuncentro al incentro de un tridbgulo es
R(R — 2r). Otra prueba ingeniosa consiste en observar que la circunferencia que
pasa por los puntos medios de los lados tiene radio R/2 y a partir de ella, mediante
tres homotecias de centro en los vértices y razéon < 1, se puede obtener el incirculo.

5.6. Problemas

Problema 5.1. Si z,y son reales positivos se define su media cuadrdtica como

C = /(22 4+ y2)/2 y su media armdnica como H = 2zy/(z+y). Si A= (x+y)/2
y G = /xy pruebe que C > A > G > H y que una cualquiera de las igualdades
(y por lo tanto todas) se da si y solo si z = y.

Problema 5.2. Si se sabe que la ecuacion z3 +ma? 4+ x +n = 0 tiene raices reales
positivas cuyos cuadrados suman 1, jcuanto valen m, n y las raices?

Problema 5.3. Si x,y,z > 0 pruebe que
23+ 23 3ayr < 2Py +2) (4 2) + 22w+ y),
con igualdad si y s6lo si x =y = 2.
Problema 5.4. Si a,b, c son reales posiyivos, pruebe la desigualdad de Nesbitt:

a n b n c >3
b+c c+a a+b "2
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Problema 5.5. (Desigualdad de Holder)
Siz1, T2, T, Y1, Y2,---, Yn son reales cualesquiera y p,q > 0 son tales que

1/p+1/q =1, entonces
1
n q
()
i=1
Problema 5.6. (Desigualdad de Minkowski)
Sixy, To,. .., Tn, Y1, Y2,- - -, Yn son reales cualesquiera y p > 1 entonces

n : n = n z
(zmym) s(zmp) +(z|yi|p> |
=1 =1 1=1

Problema 5.7.
Sean a, b, ¢ reales positivos. Pruebe que

() 005220252

Problema 5.8. [OIM 1985]
Halle las raices r1, r2, 73 v 74 de la ecuacion:

S

S Jeil < (2 w)

i=1 i=1

da* —ax + b’ —cx+5=0

sabiendo que son reales, positivas y que

T1 T2 T3 T4 -1

2 4 5 8

Problema 5.9 (OMCC 2003).

Sean a, b enteros positivos, con a > 1y b > 2. Demostrar que a’ +1>b(a+1) y
determinar cuando se tiene la igualdad.

Problema 5.10. [CMO 1995]
Sean a, b y c reales positivos. Pruebe que

a®bct < (abe) g

Problema 5.11. (IMO 2005)
Sean x, y, z ntmeros reales positivos tales que xyz > 1. Pruebe que

25— g2 y® — o2 25 _ 52

P N R e R s A
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Problema 5.12. [Olimpiada Asia Pacifico (APMO) 1996]
Sean a, b y ¢ los lados de un triangulo. Pruebe que

Va+b—c+vVbt+c—a+Veta—b<Va+Vo+ e
y determine cuando se da la igualdad.

Problema 5.13. (IMO 1961) Sean a, b y ¢ los lados de un tridngulo y A su area.

Probar que
a? +b* + ¢ > 4V/3A.



Capitulo 6

Ecuaciones funcionales

UNA ecuacion funcional es una ecuacién en la que la incoégnita es una fun-
cion. En este tipo de ecuaciones suele aparecer una funciéon y una o mas
variables, y se deben hallar las funciones para las cuales se satisface la igualdad,
sean cuales sean los valores de las variables dentro de cierto dominio. La técnica
de resolucion consiste por lo general en darles valores particulares a las variables,
o en suponer relaciones entre ellas, que permitan obtener informacién sobre las
funciones buscadas.

6.1. Ejemplos

Comencemos por un ejemplo sencillo:

Ejemplo 6.1. Hallar todas las funciones f : R — R tales que

f(l—z)+2f(z) = 322, (6.1)

Solucion: Observe en primer lugar que no hay manera de despejar la f, ya que
se encuentra evaluada en valores diferentes. Pero sustituyendo = por 1 — x en 6.1
resulta

flx)+2f1—2)=3(1-2)° (6.2)

De estas dos igualdades se puede eliminar f(1 — z), multiplicando 6.1 por 2 y
restando 6.2. Asi nos queda 3f(z) = 622 — 3(1 — x)2, de donde se obtiene la
solucién (tinica en este caso) f(z) = 22 + 2z — 1.

Ejemplo 6.2. Hallar todas las funciones f(x) que satisfacen

T —3 3+
x+1)+f(

I )=z

1—=x
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para todo real x con |z| # 1.
Solucion: Sea h(z) = (x — 3)/(xz + 1). Entonces

h(h(x)):h(x)—?): o3 _w—3-3@+1) _x+3
h(z) +1 ;—jr:l)’—l—l r—34+@x+1) z-1

hh(z)) -3 2-3 24+3-31-z)
h(h(z))+1 B 4+1 z+4+3+(1—-2)
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y la ecuacién propuesta se puede escribir como

f(W(@)) + f(h(h(z))) = 2.

Sustituyendo = por h(x), resulta

f(h(h(x))) + f () = h(x),

y sustituyendo z por h(z) una vez mas queda
f(@) + f(h(z)) = h(h(z)).
Sumando las dos ultimas igualdades y restando la primera queda
2f(x) = h(h(x)) + h(z) -z,

o bien
z(z? +7)

3+« r—3 T
f(x)_2(1—:c) 2r+1) 2 201 —a?)

Una ecuacion funcional muy famosa es la de Cauchy

flx+y) = f(z)+ fy),

la cual obviamente tiene como soluciones a todas las funciones de la forma f(z) =
azx, donde a € R es una constante. Si nos restringimos al cuerpo de los nimeros
racionales, éstas son todas las soluciones (con a racional). Pero en el cuerpo de los
ntmeros reales hay muchas mas. Sin embargo, con algunas restricciones de regu-
laridad (por ejemplo que f sea monotona, o continua, o polinomialmente acotada)
se puede probar que las del tipo f(z) = ax son todas las soluciones.
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6.2. Problemas

Problema 6.1. (Canguro 2010, 4° y 5°) La funcién f esta definida para todos
los reales positivos y cumple

ortey 57 (220) =,

para todo z > 0. ;Cuél es el valor de f(6)?

@923; ®1; ©1013; ) 2009; (€ 993.

Problema 6.2. Resolver
1
fl@)+2f(=) = 2% = #0.

Problema 6.3. Resolver

1+z 1

FEED) +f) + 1

)=

Problema 6.4. Probar que las tinicas soluciones de la ecuacion f(z+y) = f(z)+
f(y) para todos los z,y racionales, son las de la forma f(z) = ax con a racional.

Problema 6.5. (IMO 1981) La funciéon f(x,y) satisface f(0,y) =y + 1, f(x +
1,0) = f(x,1), f(x + 1L,y + 1) = f(z, f(z + 1,y)) para todos los enteros =,y > 0.
Halle f(4,1981).

Problema 6.6. (IMO 1992) Hallar todas las funciones f : R — R tales que
f(@®+ f(y)) = y + f(x)? para todo z, y € R.

Problema 6.7. (IMO 1999) Hallar todas las funciones f : R — R tales que
flx=f(y) = F(f(y)) + 2f(y) + f(x) — 1 para todo z, y € R.

Problema 6.8. (IMO 2010) Determine todas las funciones f : R — R tales que

para todos los z,y € R.



Capitulo 7

Soluciones a los problemas

Capitulo 1

1.1 Como 125 = 52 se tiene N = 22010 53:671 — 92010 . 52013 _ 53 . 12010 Por ]o
tanto N se escribe como 125 seguido de 2010 ceros. Su ntmero de cifras es 2013 y
la suma de todas ellas es 8.

1.2 (121), =b* +2b+ 1 = (b+ 1)2.

1.3 El cuadrado grande se divide en 32 = 9 cuadrados, de ellos el central se divide

2 _ S
en 4, y uno de esos en 57 = 25, luego la respuesta es 575= = 555-

1.4

123 45 6 78 9 1000

.2 2.2 2. 2. 0.2 = 1000 = — = 100.

23 45 6 789 10 10
1.5 La respuesta correcta es la (A). Si escribimos % = %, % = % y % =
%, tendremos que las marcas de la recta numérica que siguen después de %
corresponden perfectamente con las fracciones 12—250, 12—260, 12—270, ... Yy, justamente, la

marca indicada con la letra a es la que corresponde a la fraccion % = %.

1.6 Como
ko (k+1)—1 k+1 1 1
k+1! (k+D!  (k+D! (k+1)! K (k+1)!
entonces
1+2+ L 1 1+1 1+ +1 1
2! 3! (n+1)! 10 20 21 3l n!l (n+1)!
1

(n+ 1)
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1.7 Como
111
a-(a+1) a a+1
se tiene
1 1 11111 1 1
T2 23 T2 1 272737 201 2015
1 2014
2015 2015
1.8 (a) Comenzando por la derecha,
1/ 1 1 1(n+1)—(n—1) 1
e B T A
(-1 +1 n?
n2—1  (n—1)(n+1)

(b) La suma pedida es igual a

1_1’_1(1_1)4_14_1(1_1>+...+1+1<L_L>
2\1 3 2\2 4 2.\2009 2011
1
3

SPWAINEY L SIS S S S T U T
2\1 3 2 4 5 2008 2010 2009 2011
1/1 1 1 1 1 1 1
=200+ 3 (T + 5+ +mE 51"~ mim M)
o d ) e (2
1 /3-1005-2011 — 4021 3029572 1514786
=209+ 5 ( 2010 - 2011 ) = 2009+ 405110 ~ 2021055
1.9 La respuesta correcta es la (A). Como (a — b)(a + b) = a? — b2, se tiene

(3—2)(2+3) =32-2% (32-22)(2243%) =31 -2% (31 -2%)(21+3") =38 -28 .. |
(32048 _ 92048)(92048 | 32048) — 34096 _ 94096 hor 1o tanto si E es el valor de la
expresion dada, entonces

34096 _ 24096 4 (3 _ 2)24096 34096 2048
E=03-2)E= 32048 ~ 32048 37

1.10 Si Juan tenia inicialmente x naranjas, a Pedro le regal6 (z+1)/2 y le quedaron
(x—1)/2. A Luis le regal6 (x—1)/6+1/3 = (z+1)/6 y le quedaron (x—1)/2— (z+
1)/6 = (20 —4)/6 = (x —2)/3. A Armando le regalé (z—2)/124+1/4 = (z+1)/12
y le quedaron (zr —2)/3 — (z+1)/12 = (3z — 9)/12 = (x — 3)/4 = 8. Por lo tanto
Juan tenfa inicialmente 4 - 8 + 3 = 35 naranjas, a Pedro le regalé (35 +1)/2 = 18,
a Luis (17+1)/3 =6y a Armando (114 1)/4 = 3.
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a c __ ad+be : . :
111 3+ 5= B Y bd es impar, por ser prOfil.lcto de dos impares. Sl se expresa
en forma reducida el denominador sera un divisor de bd, que también debe ser
impar.

1.12 Supongamos que 1 + % + -+ % = m entero. Sea 2* la mayor potencia de

2 que no supere a n. Multiplicando ambos miembros de la igualdad por 2=, nos
queda

n
2k—1 B
E — =2k,
¢ i
=1
. . . Lo k=1
Ahora bien, una de las fracciones del miembro izquierdo es 22k = % Todas las

demas, al expresarlas en forma reducida, tienen denominador impar (posiblemente

1, si son enteros). Pero entonces se podria expresar % como una suma de fraccio-

nes con denominador impar, que por el problema anterior deberia tener también
denominador impar, absurdo.

1.13 La respuesta correcta es la (E). Como

20009 1 1
9 _ 1 — 1,0001
20008 20008 = T 10000
Y 2009 1 1
209 L o 10001
5008 ~ T 3008 ~ ' T 10000 ~ YOOL
se tiene 20009 2009
20999 10001 < 2222
20008 = 7 < 2008

1.14 El célculo de los primeros a, nos da 1, 4, 3, 4, 1,0, 1, 4, 3,4, 1,9, 1,...
lo cual nos hace sospechar que la sucesién es periodica. En efecto (n + 6)? =
n? +12n + 36 = n? + 6(2n + 6). Por lo tanto n? y (n + 6) dejan el mismo resto
al dividirlos entre 6. Asi

143410

0.@1@2&3&4 ---=10.143410 = 999999

1.15 Sean r racional, « irracional y s = r+«. Si s fuese racional entonces o = s—r
también lo seria, absurdo. Por lo tanto s es irracional.

En cuanto a la suma de dos irracionales, v/2 + (—\/5) =0 es racional y v/2 +
V2 = 24/2 es irracional.

1.16 Se puede hacer de manera analoga a la prueba de irracionalidad de /2,
o bien proceder de la manera siguiente: si ¥/2 = a/b con a, b naturales, entonces
2 = a3/b3, de donde a® = 2b3. Si en las descomposiciones en factores primos de a y
b el 2 aparece con exponentes r y s, respectivamente, entonces en la descomposicion
de a® el 2 aparece con exponente 3r, mientras que en la descomposicién de 2b% el
2 aparece con exponente 1 4 3s, y se llega a que 3r = 1 + 3s, absurdo.
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1.17 Si n y k son ntimeros naturales, pruebe que {/n es racional si y solo si n = mF

para algin natural m.

Si n = m* entonces es claro que {/n = m es racional.

reciprocamente, supongamos que +/n = a/b con a,b naturales. Entonces a
nb*. Sea n = pY'ph*p}* la descomposicion en factores primos de n. Sean «; y 3; los
exponentes con los que aparece p; en las descomposiciones en factores primos de a
y b, respectivamente. Entonces el exponente de p; en a* es ka;, y en nb* es v; +kp;.
Por lo tanto ka; = v; + kf;, de donde v; = k(a; — 3;). Como los exponentes de
cada factor primo de n son miultiplos de k, se tiene n = m* para algtn natural m.

k:

1.18 Es falso, por ejemplo 0 es racional, v/2 es irracional y 0-v/2 = 0 es racional.
Lo que si es cierto es que: El producto de un irracional por un racional no nulo es
irracional.

En efecto, sean r # 0 racional, « irracional y p = ra. Si p fuese racional
entonces o = p/r también lo seria, absurdo. Por lo tanto p es irracional.

El producto de dos irracionales puede ser tanto racional como irracional. Por
ejemplo V2-v/2=2es racional, pero V2 -v/3 = \/6 es irracional.

1.19 Supongamos que 1 = V24 /3 fuese racional. Entonces r2 = 2+ 2v/2v/3+3 =
54+ 2\/6, de donde v/6 = (r2 —5)/3 también seria racional. Pero V6 es irracional,
luego r debe ser irracional.

1.20 Como . e
Va —Va
Vatvati (ail)—a =Vatl-va
se tiene
1 1 1

Vitve  Varvs T Uy vim
= (V2= V1) + (V3=V2) 4+ -+ (¥V100 = vV99) = V100 — V1 =10 — 1 = 9.

1.21 La ultima raiz es v/1 = 1. Continuando de adentro hacia afuera, la segun-

daes vVI+3-1 = V4 = 2. La tercera es 1—1—4\/1—1—3\/12 V1+4-2 = 3.

Asumiendo inductivamente que la k — 1-ésima raiz es k — 1, entonces la k-ésima

seré \/l—l— (k+1)(k—1) = V1+k2—1 = Vk2 = k. Por lo tanto el valor de la

expresion a calcular es 2014.

1.22 Aqui usaremos la identidad (a — b)(a? + ab + b?) = a® — b3. Entonces

(Va+1-¥a)(Va?+ Jala+ 1)+ {f(a+1)2)=(a+1)—a=1

1

=Va — Va.
Va2 + {fala+1) + {/(a+1)? Fhove
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Por lo tanto la suma a calcular se reduce a

(V2= VD) +(VB3=V2)+ -+ (V729 - V728) = V729 - V1=9—-1=38.

1.23 Sean a = /pg?, b= /qr? y ¢ = {/rp?. Se debe probar que 1/a+1/b+1/c
es racional. Pero como abc = ¥/p3q3r3 = pqr es racional, y

1 1 1 ab 4+ be + ca
+ -+ _

3

a b ¢ abe

basta probar que ab 4+ bc + ca es racional. Ahora bien,

(a+b+c)ab+be+ ca) = a?b + ab® + b%c + bc® + Pa + ca® + 3abe

(a+b+c)® =a®+ b3+ + 3(a® + ab® 4 b?c + bc® + c?a + ca?) + 6ab,
por lo tanto

(a+b4c)® — (a® + b* 4+ ) + 3abe = 3(a + b+ ¢)(ab + be + ca),

3

y como a + b+ ¢, a3, b3, ¢3 y abc son todos racionales, resulta que ab + bc + ca es

racional.
1.24
a=log: (27) = 0820 _ 3 _ 3
’ logs(5)  —2 2
b=log s < i) lnlVE) S
32 logy(V8) 2 21

— (49) 557D g

wl=
~—
[V [Y)
Il
Nej
o=
I
w

Capitulo 2

21 ()22 +2—-6=(z+3)(z—2), (b) 22 +7x+10= (z +5)(z +2),

()2 +4z+4=(x+2)% (d) 22 — 16 = (z + 4)(x — 4),

(e) 422 — 25 = (2z + 5)(2x — 5), (f) 222 — 122 + 18 = 2(2? — 62 + 9) = 2(z — 3)?,
(g) 22 —27= (2 = 3)(2? + 32 +9)), (h) 23 + 8 = (z + 2)(2? — 2z + 4),

() 23 +22—6r=2(2®>+2—-6)=22+3)(x—2), (j) z* - 81 = (z—3) (23 + 322 +
9z + 27),

(k) 2t +223 4322 +22+1 = (2* +2+1)2, ) 25 +2+1 = (2?2 +2+1) (23 — 22+ 1).
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2.2 Como z* +42? = (22 +2)? —4, poniendo u = 22 +1 se tiene f(u) = (u+1)?—4
yf@?—-1)=(@?-1+1)2—-4=2"—4.

2.3 aFank.
2.4 abkz"k.

2.5 P(z) =2z+1, P?(z) =22z +1)+1=42+3, P?(z) =242 +3)+1 =8z +7
y en general P"(z) = 2"z + 2™ — 1.

2.6 P debe ser de grado 2, digamos P(z) = ax? + bz + c. El término principal
de P(P(z)) sera a(az?)? = a®z*, de donde a = 2. ademés debe ser b = 0, pues
de lo contrario en P(P(x)) aparecerfa un término en x3. Ahora si P(x) = 222 + ¢
entonces 8z + 822 + 3 = P(P(x)) = 2(222 + ¢)? + ¢ = 82* + 8ca? + 2¢? + ¢, que
se cumple para ¢ = 1. Por lo tanto la respuesta es P(z) = 222 + 1.

2.7 Si P(7) = 11 y P(11) = 13 entonces P(11) — P(7) = 13 — 11 = 2, pero
P(11) — P(7) debe ser divisible entre 11 — 7 =4, y se llega a una contradiccion.

2.8 Pongamos P(z) = (z — 2)(x + 3)Q(z) + ax + b. Haciendo z = 2y x = -3
se obtienen, respectivamente, 7 = 2a + b y 17 = —3a + b. Restando miembro
a miembro las dos igualdades resulta —10 = 5a, de donde a = —2, y entonces
b=7-—2a=11. El resto pedido es —2z + 11.

2.9 Observe que el polinomio P(x) — z tiene grado 3 y se anula parax =1, 2y 3,
por lo tanto P(x) —z = a(xz — 1)(x — 2)(x — 3) para cierta constante a. Haciendo
x =4 resulta 5 —4 = a(4 —1)(4 —2)(4 — 3) o sea 1 = 6a, de donde a = 1/6,
Pz)=z+(1/6)(z—1)(xz—2)(xz—3)y P(B)=5+(1/6)(5—-1)(5—-2)(5—-3) =9.

2.10 (a) Si P(z) = Y., _, araz® entonces P(—z) = Y, _ ap(—2)* = Y} _ (—=1)Fapa®,
por lo tanto P(x) = P(—z) si y solo si ar = (—1)*ay para k = 0, 1,..., n. Esto
ocurre automéaticamente sik es par, pero para k impar solo ocurre si ar = 0. Por
lo tanto P(x) = P(—x) si y solo si los coeficientes de todas las potencias impares
de z son nulos.

(b) Analogamente P(z) = —P(—x) si y s6lo si los coeficientes de todas las poten-
cias pares de x son nulos.

2.11 Desarrolle el miembro izquierdo y agrupe términos semejantes.

2.12 Asumiendo = + y + z = 0 se tiene

(a) O0=(z+y+2)?=2>+y>+22+2(zy+22+yz), de donde 2% + y* + 22 =
—2(xy + xz + yz).

(b) 0= (z+y+2)°®=2>+y>+23+3(z%y+ay® + 222+ 222 +y%2 +y22) +62y2
de donde 23 + 33 + 23 = —3zy(z +y) — 3w2(z + 2) — 3yz(y + z) — 6xyz. Pero como
THy=—z,x+z2=—y,y+z=—x resulta 2° + 93 + 23 = 3zyz + 3zyz + 3TY2 —
b6ryz = 3zy=z.

(c) Por (a) y (b) se tiene (22 +y? + 22) (2 +y3 + 23) = —62yz(vy + 22 +y2), pero
(22432 4+22) (23 + 2+ 23) = 20 +y® + 20 a2y 0228 122 223 228 4 228
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=17 +y° + 25+ 2’y (z +y) + 272w + 2+ Y2 (y + 2)

= + 5 + 2% — 22y?zr — 2%y2? — ay?2? = 2% + 95 + 25 — wyz(ay + 22 + y2),
Entonces —6zyz(z? + y? + 22) = 2° + y° + 2° — xyz(2y + 22 + yz), de donde
25+ Y5 + 2% = —bayz(axy + vz + y2).

2.13b=—6, c=5.

2.14 Sean u — r, u y u + r las raices. Entonces (u —r) + u + (u +7) = 3, de
donde v = 1. Ademés (u — r)u + (v — r)(u + r) + u(u + r) = —2, de donde
1=r)+(1=r)(1+7r)+(1+7r)=-2,0sea3—r?= -2y r?=5. Los dos valores
posibles para r (\/5 y —\/5) dan lugar a las mismas tres raices 1 — /5, 1y 1+ /5.
Finalmente, como (u — r)u(u +7r) = —d, resulta d = —(1 —r)(1+7) =72 — 1 = 4.

2.15 por las férmulas de Vieta se tiene

a
IQI?,"'In+I1I3"'In"’"""leQ"'In,l — (_1)”—10/_1
mn
Y a
T1Tg Ty = (—1)"—0.
Qn
Dividiendo miembro a miembro resulta
1 1 1 a1
e ==
Ty T2 Tn ao
Otra forma de verlo es observar que 1/x1, 1/xa,..., 1/x, son lasraices de 2" P(1/x) =

Ay, + Q1T + -+ a1z + apx”.
2.16 Los candidatos son 1y —1. 1+2—-5+3 — 1 =0 por lo tanto 1 es raiz.

2.17 Los candidatos a raiz racional son 1, —1, 1/2 y —1/2, de los cuales 1, —1, y
—1/2 son raices, y como son tres esas son todas.

2.18 Si a es una raiz entera de P(x) — z entonces P(x) —z = (x — a)Q(z), donde
() también tiene coeficientes enteros. Evaluando en 0 resulta 2011 = —aQ(0),
y como 2011 es primo, a so6lo puede ser 1, —1, 2011 6 —2011. Por lo tanto la
respuesta es 4. Un ejemplo de polinomio para el cual se alcanza ese maximo es
z+ (x+1)(xr —1)(x +2011)(z — 2011).

2.19 P(z) = 2% +22+1 = (z—m1)(w—22)(z—23) (w—24) (2—75) y Q) = 22 -2
(z++/2)(2—+/2), de donde se sigue facilmente que Q(x1)Q(x2)Q(x3)Q(x4)Q(x5)
P(V2)P(—V2) = (3 +4v2)(3 — 4V/2) = —23.

2.20 Ana no tiene estrategia ganadora, ya que Bruno puede escoger d = —8a —
4b — 2¢ en su ultima jugada, haciendo que P(2) = 0 (esta jugada es obligada si
Bruno quiere ganar). Para evitar perder, Ana debe asegurarse de que P(3) # 0.
Pero P(3) = 27a+ 9b + 3¢ — 8a — 4b — 2¢ = 19a + 5b + ¢, por lo tanto Ana puede
evitar perder si en su segunda jugada escoge cualquier ¢ diferente de —19a — 5b.
En conclusiéon, ninguno de los dos tiene estrategia ganadora.
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2.21 Sean a, by c las raices de P. Entonces
a+b+c=—(t—1),
ab+ ac+be = —(t + 3),
abc = —1.
Se sigue que a? +b*>+c? = (a+b+c)? —2(ab+ac+bec) = (t — 1)2 + 2(t + 3),
1 1 ab+4ac+bc

1
- +-4+-=———=t+3
a+b+c abe +5

Por lo tanto hay que minimizar

1 15
(t=1?+3(t+3) =2+t +d=(t+5)+ .

lo cual ocurre para t = —1/2.

2.22 Poniendo z = 4 en (x + 10)P(2x) = (82 — 32)P(x + 6) resulta 14P(8) = 0,
es decir que P(8) = 0. Poniendo = —10 resulta 0 = —112P(—4), es decir que
P(—4) = 0. Y poniendo x = 2 resulta 12P(4) = —16P(8) = 0, de donde P(4) = 0.

Ahora bien, P debe ser de tercer grado, ya que si ax™ es el término de mayor
grado de P(x) entonces, comparando los términos de mayor grado en ambos miem-
bros de la igualdad (z 4+ 10)P(2z) = (8z — 32)P(x + 6) resulta za(2z)" = 8zaz™,
de donde 2™ = 8 y por tanto n = 3.

Y como sabemos que —4, 4 y 8 son raices de P, debe ser P(x) = a(x + 4)(z —
4)(z —8). Finalmente para que P(1) = 210 debe ser 210 = a(1+4)(1—4)(1-8) =
105a, de donde a =2y P(z) = 2(x + 4)(z — 4)(x — 8).

Verificacion: P(1) = 2(1 + 4)(1 — 4)(1 — 8) = 2- 5(—3)(=7) = 210.

(2+10)P(2z) = 2(z+10)(2z+4)(22—4)(22—8) = 16(x+10)(z+2)(z—2) (z—4),

8z —32)P(x+6) =8z —4)2(x+6+4)(x+6—4)(x+6—8) = 16(x —4)(z +
10)(z + 2)(z — 2).

2.23 Se mostrara que el maximo ntumero de elementos que puede tener S es tres.
En primer lugar, veamos que el conjunto S = {—1, 0, 1} tiene la propiedad pedida.
En efecto, 122 + 0x + (—1) tiene coeficientes en S y raices —1, 1; 122 + (=1)x + 0
tiene coeficientes en S y raices 0, 1; 122 + 1z + 0 tiene coeficientes en S y raices
-1, 0.

Ahora veamos que el conjunto S no puede tener méas de tres elementos. Proce-
diendo por contradiccién, supéngase que S tiene al menos dos elementos con valor
absoluto mayor que 1, y sean p, ¢ los dos elementos con mayor valor absoluto en el
conjunto (con |p| > |q|). Segun las condiciones del problema, existen A, B, C' en S,
con A # 0, tales que el polinomio Az?+ Bx+C tiene raices p, ¢. Segun las férmulas
de Vieta, debe cumplirse que Apg = C, de donde |C| = |Al||p||q| > 2|p| > |p|, lo
que contradice la hipétesis de que p y ¢ son los elementos con mayor valor absolu-
to en el conjunto. De esta forma, solamente podria encontrarse un elemento en el
conjunto con valor absoluto mayor que 1, de donde la mayor cantidad de elementos
que podria tener el conjunto sera cuatro, siendo éstos —1, 0, 1, n, para algin n
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entero con valor absoluto mayor que 1. Si n es positivo, el coeficiente del término
lineal en el polinomio que tenga raices 1 y n debe tener valor absoluto mayor o
igual que n + 1, contradiccién. Lo mismo sucederé si n es negativo, considerando
el coeficiente del término lineal en el polinomio con raices —1 y n. De esta forma,
no es posible que el conjunto buscado tenga cuatro elementos.

2.24 Supongamos por absurdo que P(z) = Q(x)R(x) con @ monico de coeficientes
enteros y 0 < gr(Q) < n. Como Py @ tienen coeficientes enteros y @ es monico, R
también tiene coeficientes enteros y 0 < gr(R) < n. Ahora bien, Q(a;)R(a;) = —1
parai=1,...,n, lo cual implica que para cada i o bien Q(a;) =1y R(a;) = —1
o bien Q(a;) = —1y R(a;) = 1. En ambos casos Q(a;) + R(a;) = 0, es decir que
Q@ + P se anula en n valores diferentes. Pero esto es imposible, pues @Q + P no es
idénticamente nulo y gr(Q + P) < méx(gr(Q),gr(R)) < n.

2.25 Observemos que 2413 = 15 = 10+ 5. Esto nos lleva a considerar el polinomio
P(z) +  — 15, que tiene a 2 y 10 como raices. Ppor lo tanto P(z) + = — 15 =
(x — 2)(z — 10)Q(x) con gr(Q) > 0. Si k es una raiz entera de P entonces

k—15= (k—2)(k —10)Q(k), (*)

es decir que k — 2 y k — 10 son divisores de k — 15.

Obviamente no puede ser k > 15 pues entonces k—15 tendria divisores positivos
mayores que él. Tampoco puede ser k par, pues k — 15 seria impar y el miembro
derecho de (*) par.

No puede ser k& < 0 pues poniendo m = —k nos quedaria m+15 = (m+2)(m+
10)|Q(—m)]|, lo cual es imposible pues 0 < m + 10 < m + 15 < 2(m + 10).

Quedan los casos £k = 1, 3, 5, 7,9, 11, 13 y 15. Para k = 9, 11 y 13 es
|k — 15| < 6 < k — 2, imposible.

k= 3: —12 = =7Q(3), imposible. k = 5: —10 = —15Q(5), imposible. k = 7:
—8 = —15Q(7), imposible.

La tnica posibilidad que queda es k& = 15, que efectivamente puede darse si
Q(15) = 0. Por lo tanto la raiz entera es 15.

2.26 Es claro que a y ¢ deben ser distintos de 0, y por tanto 0 no es raiz de
ninguna de ambas ecuaciones. Ademas r es raiz de az? + bx + ¢ = 0 si y so6lo si
1/r 1o es de ca® + bx + a = 0. Por lo tanto g1 y g2 son p1 y pa, en algtin orden.

Si p1, q1, p2, g2 estan en progresion aritmética entonces |ps — p1| = |2 — 1] =
[1/p2 — 1/p1| = |(p1 — p2)/(p1p2)|- Se sigue que |c¢/a| = |p1p2| = 1 y por lo tanto
¢ =a o c= —a. Pero ¢ = a es imposible pues entonces ambas ecuaciones serian

iguales, la progresion aritmética tendria razon 0 y resultaria p; = po. Por lo tanto
c=—-aya+c=0.

2.27 Si x1, x2 v 23 son las raices de x> + ax? + bz + ¢ entonces a? — 3b = (x1 +
2y + x3)? — 3(x172 + Tax3 + T173) = 2% + 235 + 2% — (¥122 + T273 + T173) > 0.

2.28 Si 21, xa, T3, T4, T5, Te son raices enteras de P entonces P(z) = (z —x1)(x —
x2)(z—2x3)(x—x4)(x—25)(x—26)A(x) donde A(z) es un polinomio con coeficientes
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enteros. Si @) tuviese alguna raiz entera u entonces Q(u) = P(u) —30 = 0y
(u— 1) (u — x2)(u — x3)(u — x4)(u — 5)(u — xg) seria un divisor de 30. Pero
como las z; son diferentes el producto anterior, en valor absoluto es al menos

1-1-2-2-3-3 =36, absurdo.

2.29 Las raices comunes de P y ) también deben ser raices de la diferencia
P(z) — Q(x) = (a—c)(2® — ), por lo tanto sélo pueden ser 0, 1 y —1. Pero 0 no es
raiz de P ni de @, y las condiciones para que 1 y —1 loseansona+b+c+2 =10
vyv—a+b—c+2=0,0seab=—-2ya+c=0.

2.30 Si z1, x2,. .., T2011 son las raices, entonces por Vieta se tiene

2011 2011

2;51:2011, Hxizl,
=1 =1

de donde las medias aritmética y geométrica de las raices son iguales. Esto sélo
es posible si 1 = 9 = -+ = x9011, y todas las raices deben ser 1. Por lo tanto el
polinomio es (x — 1)2°M! y el coeficiente de x2 es (20211) = 2021055.

2.31 Por Vieta se tiene rirarsry = 5/4, y por la desigualdad media aritmética -
media geométrica:

T1 T2 T3 T4 r1Tr2T3Ty4 a1
l=o+ -+ +-24¢—F—==4/5=1
2+4+5+8_ 2:4-5-8 28

Al darse la igualdad debe ser

1 T2 T3 T4

y por tanto 1 = 1/2,ro =1, r3 =5/4, rq = 2.

2.32 Poniendo a = b = ¢ = 0 resulta P(0) = 0. Poniendo a = b = 0 resulta
P(0) + P(—c) 4+ P(c) = 2P(c), de donde P(c) = P(—c) para todo ¢ € R. De aqui
se sigue que en P(x) sblo aparecen potencias pares de x. Poniendo ahora a = —2z,
b= 3z y ¢ = 6x se cumple que ab + bc + ca = 0, y por consiguiente

P(—5z) + P(—3x) + P(8z) = 2P(7x).
Sin es el grado de P(z) entonces de la igualdad anterior se sigue que
35T+ 8T =2.T",

igualdad que se verifica para n = 2 y n = 4, y para ningn otro n par, ya que si
n > 6 entonces (8/7)" > (8/7)% > 2y 8" > 27" Tanto x? como z* satisfacen la
condicién del problema, ya que si ab + bc + ca = 0 entonces

(a—b)2+b—-c)?+(c—a)*=2(a+b+c)? =—2(ab+bc+ca)=0
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y
4 g4 4 4_ 232 2\ _
a*+b*+c¢" —2(a+b+c)" = —6(ab+ bc+ ca)(ab+be+ ca+2(a”+b° +¢°)) = 0.

Obviamente, cualquier combinacién lineal de 22 y z* satisface la condicion
del problema, y por lo tanto los polinomios buscados son todos los de la forma
P(x) = Az* + Bx?, con A, B € R.

Capitulo 3

3.1 (a) 22 + 4o — 21 = (v + 7)(x — 3), raices —7 y 3.

b) 22 +42—21 = (z+2)?—25es 0 siy solosi (x+2)? = 25, es decir si z+2 = +5
de donde salen 11 = -2+ 5=3, 20 = —-2—-5=—T.

(¢) (4= /42 — 4(—21))/2 = (=4 +,/100))/2 = —2+£ /325 =3, —T.

3.2 22 +42—21 = (x+7)(x—3), por lo tanto toma valores positivos en (—oo, —7)U
(3,+00) y negativos en (—7, 3).

3.3 22 + 62+ 10 = (x + 3)2 + 1, por lo tanto el minimo valor es 1 y lo toma para
r=-3.

3.4 —2% + 42+ 9= —(z — 2)? + 13, por lo tanto el maximo valor es 13 y lo toma
para x = 2.

8.5 (@) 2 =5 (b) 2 =3 () 2=5, (d) (1+v5)/2y (1= V5)/2 (¢) (3+5)/2
y 3=v5)/2; (f) 2y 3.
3.6 Poniendo u = 2% nos queda 4u? — 17u + 4 = 0, que tiene raices u; = (17 +

V225)/8 = 4, us = (17 — 15)/8 = 1/4. Los valores correspondientes de x son
x1 =logy,4 =2, x5 =log, 1/4 = —2.

3.7 Con el cambio u = 22 la ecuacién se convierte en u? — 7u + 10 = 0, que
tiene raices u; = 2 y us = 5, por lo tanto las raices de la ecuaciéon propuesta son

1 =V2, 15 = —V2, 23 =5, 13 = —V/5.

3.8 Como 0 no es solucién, dividiendo entre z2 se obtiene la ecuacién equivalente
2% +2x—13+21 + 1 = 0. Con el cambio u = x4 L se tiene u? = 2> +2+ L, de
donde 22 + % = u? — 2. Sustituyendo resulta u? + 2u — 15 = 0, cuyas raices son
up =3 yuy=—5Deu=ux+1setiene 2 —uzr+1=0y z = (utVu?—14)/2,
y sustituyendo u por u; y ug se obtienen z; = (3 + v/5)/2, z2 = (3 — V/5)/2,
Ts = (=5 + V312, 25 = (=5 — V2T)/2.

3.9 21 = 1 es solucién. Dividiendo entre x—1 se obtiene x*+2x%—132%2+2zx+1 = 0,
que es la ecuaciéon del ejemlo anterior. por lo tanto las otras cuatro raices son

$2:(3+\/5)/2, $3:(3_\/5)/2a $4=(—5+\/ﬁ)/2, 1'5:(—5—@)/2-
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3.10 Elevando al cuadrado resulta 222 + 3x — 5 = (v + 1)2 = 2% + 22 + 1, o sea
2% 4+ 2 — 6 =0, que tiene raices —3 y 2. Pero sustituyendo en la ecuacién original
solo 2 verifica, la otra (—3) se introdujo al elevar al cuadrado.

3.11 Sean x > y las edades de los hombres en el momento de la conversacion. El
que tiene x anos tenia y hace x —y anos, luego la primera afirmacion se traduce en
y+(y—(x—y)) = 50, o sea 3y —z = 50. Analogamente el que tiene y afios tendra
dentro de x — y afios, y la segunda afirmacion se traduce en z+ (z + (z —y)) = 66,
o sea 3z — y = 66. Entonces 3(3y — z) + (3z —y) = 3 - 50 4+ 66 = 216, es decir
8y = 216, de donde y = 27 y = = 3y — 50 = 31.

Otra solucién: la suma de ambas edades aumenta 2 cada ano. Como hace x —y
afios era 50 y dentro de z —y anos seré 66, en 2(x—y) afios aumentoé 16, es decir que
2(x—y) =8y x—y = 4. En el momento de la conversacion debe ser 50+2-4 = 58,
luego x +y = 58. De aqui se deduce x = 31, y = 27.

3.12 Este problema equivale a resolver el sistema a —b+c¢ = 10, a + b+ ¢ = 6,
4a + 2b+ ¢ = 13. Sumando las dos primeras resulta 2a + 2¢ = 16, o sea a + ¢ = 8.
Multiplicando la primera por 2 y sumandole la tercera resulta 6a 4+ 3¢ = 33, o
sea 2a + ¢ = 11. Entonces a = (2a +¢) — (a+¢) =11 -8=3,¢c =8 —a = 5,
b=6—-—a—c=—-2y P(z) =32% — 2z +5.

3.13 Multiplicando la segunda ecuacién por xyz resulta yz + xz + ry = 8. Luego
(t—x)(t—y)(t—2) =t = (x+y+2)t2+ (yz +x2 +ay)t —xyz = t3 — 5t> + 8t — 4,

t resulta que z, y, z son, en algtn orden, las raices de ¢> — 5t + 8t — 4 = 0. Como
t1 = 1 es una raiz obvia, dividiendo se tiene t3 — 5t2 + 8t —4 = (t — 1)(t? — 4t + 4),
y como t2 — 4t +4 = (t — 2)?, las raices son 1, 2, 2. Las soluciones del sistema son
(1,2,2), (2,1,2) y (2,2,1).

Capitulo 4

4.1SeaS=a+ (a+d)r+(a+2d)r>+---+(a+ (n—1)d)r" 1. Sir = 1 entonces
se tiene simplemente una progresion aritmética y la suma es (a +nd)n/2. Sir # 1
observamos que

rS =ra+(a+dr*+(a+2d)r* +---+ (a+ (n—2)d)r" " + (a+ (n — 1)d)r",
de donde

S—rS=a+dr+d?+- - +d" " —(a+ (n—1)d)r"

1—pn—l
zdli—i—a—(a—i—(n—l)d)r"
—r
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y finalmente
1—r "t a—(a+(n—1)d)r"

S:d(l—r)2+ 1—7r

4.2 La respuesta correcta es la (A). Al escribir los primeros términos de la sucesion
1,2, 3,0,5, =2, 7, —4, 9, —6,..., se ve que en las posiciones impares van los
impares del 1 en adelante, mientras que en las posiciones impares van enteros
pares, comenzando por el 2 y decreciendo de 2 en 2. Por lo tanto en la posicién 2010
estard el —2006. Esto se puede probar rigurosamente por induccién, observando
que ask—1 = 2k — 1y asp, = 4 — 2k se cumplen para k =1y k = 2, y suponiendo
que se cumplen para k = 1,...,n — 1 se tiene ag,_1 = G2p—4 + Aon_3 — A2y =
4—2n—-4)+(2n—-3)—(4—(2n—2)) =2n—1y ags, = aop—3+aan—2 — aop—1 =
2n—344—(2n—2)— (2n—1) = 4 — 2n. Por lo tanto agp1p = 4 — 2010 = —2006.

4.3 La respuesta correcta es la (A). La razéon de la progresion es V/7/v7 =

W/\ﬁ/7_3 = 1/\6/7, por lo tanto el cuarto término es \6/7/\(/7 =1.

4.4 Los primeros nimeros de la lista son 25, 29, 85, 89, 145, 42, 20, 4, 16, 37, 58,
89, 145,. .. El 89 aparece en cuarto lugar y también en la posicién 12, por lo tanto,
la sucesion es periddica de periodo 8: los nameros del cuarto al undécimo (89, 145,
42, 20, 4, 16, 37, 58) se repiten a partir de la posicion 12, y luego a partir de las
posiciones 20, 28, 36,...Como en las posiciones divisibles entre 8 siempre va un 4,
en la posiciéon 2008 va un 4 y en la 2009 va el 16.

4.5 El namero de bupis al final de cada uno de los primeros doce dias es: 134, 104,
148, 118, 176, 146, 116, 172, 142, 112, 164, 134. A partir de este punto la sucesion
se repite periodicamente, con periodo 11. Como 1000 = 90-11+10, resulta entonces
que al finalizar el dia 1000 habra tantos bupis como al fin del dia 10, es decir 112.

4.6 De la condicion (n + 2)a,+1 = na, se obtiene a,+1 = nLHan, por lo tanto
. _ 2008 2008 2007 _ 2008-2007-2006
2009750107299 7 2010 2009 2%°" T 2010 - 2009 - 2008 290
2008 - 2007 - 2006 ---3 -2+ 1 2.1 1
— ay = 1005 = ——.
2010 - 2009 - 2008 - -5 - 4 - 3 2010 - 2009 2009

4.7 La funcién f transforma el entero n en la interpretacion en base 3 de su
representaciéon binaria. Por lo tanto, la respuesta es el conjunto de los enteros
positivos que se pueden escribir en base 3 sin utilizar el digito 2.

4.8 Si f(1) = a entonces f(a) = f(f(1)) = 1. Perosi k > 1 entonces f(f(2k)+1) =
2k—1y por tanto f(2k—1) = f(2k)+1 > 2. Y si k > 2 entonces f(f(2k—3)+1) =
2k y por tanto f(2k) = f(2k—3)+1 > 2. Por lo tanto a sdlo puede ser 2. Entonces
F(1)=2, f(2) =1y para k > 2

fk—1)= f(2k)+1=f(2k—3)+2=f(2k—5) +4=--- = f(1)+ 2k —2 = 2k.
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y por lo tanto f(2k) = f(2k —3)+1 =2k — 2+ 1 = 2k — 1. En definitiva f(n) es

n+1sin esimpary n—1sin es par.

4.9 72 —5r+6 = 0 tiene raices 2 y 3, por lo tanto x,, = A2" + B3". Las condiciones
iniciales dan A+ B=x9 =3y 24A+3B =21 =4,dedonde A=5 B= -2y
Tp=5-2"—-2.3"

4.10 Una escalera de n+ m escalones puede subirse pisando el escalon n de E, Ep,
maneras, y sin pisar el n de E,_1FE,,—1 maneras. Como E, = F,11, Fhim =
En+m—1 =E.En 1+ E, 1B, 2= Fn-l—lFm + F,F1.

4.11: E, = Fpy1.

4.12 Haga induccion en n, aprovechando las recurrencias J(2k) = 2J(k) — 1y
J2k+1)=2J(k) + 1.

4.13 La respuesta es si. Un ejemplo puede ser obtenido con a = 2 y b = 2011.
Obtenemos la sucesion x1 = 2010, x5 = 2011,

Tp42 = T + Npt1 + 24/TpTpy1 + 2011, 0 > 1.

Probaremos que todo x,, es entero. Para ello, probaremos por induccién en n que

Tpt1 Y VTnTnt1 + 2011 son ambos enteros.

La base de la induccién, n = 1, es inmediata. Supongamos que el resultado es
valido para n > k. Entonces, como /zrxx1+1 + 2011 es entero, xiy2 es claramente
entero. Ademas,

Tht1Thy2 + 2011 = zpiq (g + ki1 + 2¢/Texes1 + 2011) 4+ 2011
=27 + 2%ki1\/TrTg1 + 2011 + zpapqq + 2011
= (Tpy1 + /TrTpr1 + 2011)%

lo que concluye la demostracién.

Capitulo 5

5.1 A < G fue probada en el Ejemplo 5.1. Como (z—y)? > 0 se tiene 22 +y2? > 2zy,
2022 +9%) > 2? +yx2+ 20y = (2 +9)2, (22 +y?)/2 > (z+y)?/4 0 sea O? > A2,
y entonces C' > A. Finalmente de (z +y)/2 > /zy resulta 1 > 2,/zy/(z +y) y
VZTY > 2xy/(x +y), es decir G > H. Em todos los casos hay igualdad si y solo si
r=1y.

5.2 Si las raices son o, 3y v, entonces a®? + 32 +v2 =1y af+ By +vya =1
(Vieta), entonces por la desigualdad del Ejemplo 5.2 resulta o« = 8 = 7. Entonces
302 =1 de donde a = \/3/3, m=-3a=—3yn=—a’= —\/3/9.
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5.3 Si x,y,z > 0 pruebe que
@ 4y’ + 2%+ Bwyz <@y + 2) + (e 4 2) + 2Pz +y),

con igualdad si y s6lo si x =y = 2.

5.4
a n b L c _a—i—b—l—c 1+b+c+a 1+c—|—a—|—b 1
b+c¢ c¢+a a+b  b+4c c+a a+b
1 1 1
= b -3
(a+ +C)<b+c+c+a+a—|—b>
1 1 1 1 9 3
=—((b b —-3>-=-3=-.
2(( to)tleta)tlast ))(b+c+c+a+a+b> -2 2
5.5 Sea )
Izl = (3 laal?)”
entonces
1 LA | q 1 1
|22 wayn | 2 ENNA S_Z|xk|p+_z|yk|q:_+_:1.
Izllp - llylle = 4= Izlp lylle — p 4= ll2llz a5 llula  » g

5.6 Para p = 1 se reduce a la desigualdad triangular. Si p > 1 sea ¢ = p/(p — 1).
Entonces por la desigualdad de Holder se tiene

3 1
> lakllar + brlP~t < <Z|“k|p> (Z |a —i—bkl(’"l)q)

k=0 k=0 k=0

L 1
Siae () (G )

k=0 k=0 k=0

Sumando miembro a miembro, dividiendo por el factor comtn de ambos miembros
derechos y observando que (p — 1)g = p resulta

1_1 1 1
n q n P n P
(Damm) < (zw) + (Z lbklp)
k=0 k=0 k=0

5.7 Desarrollando el miembro izquierdo y simplificando la desigualdad queda

a—i—b_’_b—i—c_i_a—i—c2 2(a+b+c)
c a b Vabe
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Escribiendo (a + b)/¢ como (a4 b+ ¢)/c— 1, y procediendo anilogamente con los
otros dos términos del miembro izquierdo, esta desigualdad se puede escribir como

1 1 1 2(a+b+c)
— — -] -3> — -
(a+b+c)<a+b+c> 3> T

Pero aplnicando AG se tiene

> = +
Vabe v abe v abe
2(a+b+c)

1 1 1\ _ 3(a+b 2(a+b b
(a+b+c)(5+g+z>> (atbte) 2atbte) atbte

> + 3.
vabe
5.8 Como ri1rar3ry = 5/4 se sigue que
rirergry 1
2458 256

y entonces

PrivRey 1 AEnn
4 4 2458
y por darse la igualdad en la desigualdad aritmético-geoétrica debe ser

1 T r3 T4 1

2 4 5 8 4
de donde 1 =172, r9o =173 =5/4, 14 = 2.

5.9 Se procedera por induccién sobre b. Para b = 3, se tiene que a® + 1 = (a +
1)(a® — a+1). Para mostrar que esta expresion es mayor que 3(a + 1) es suficiente
demostrar que (a® —a+ 1) > 3, lo cual es cierto pues > —a+1>a(a —1) > 2.
Ahora supoéngase que la expresion es cierta para algiun valor de b, es decir, se
cumple que a® + 1 > b(a + 1). Se demostrara ahora para b + 1. Notese que

™ r1=a(@+1)—(a+1)+2>abla+1) - (a+1)+2,

donde la tdltima desigualdad se tiene por la hipdtesis de induccién. La tltima
expresion se puede reescribir como

abla+1)—(a+1)+2=(a+1)(ab—1)+2> (ab—1)(a+1).

Finalmente, ab—1 > 2b—1 = (b+ 1)+ (b—2) > b+ 1, lo cual es cierto. Por
tanto, la desigualdad se vuelve estricta después de b = 3. Retomando el caso
b = 3, se observa que a(a — 1) = 2 unicamente cuando a = 2. Por tanto, se ha
demostrado por induccién que la desigualdad siempre se tiene, y que la igualdad
se da dnicamente en el caso a = 2, b = 3.
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5.10 Supongamos sin pérdida de generalidad que a < b < c. Entonces
loga <logb <logc
y por la desigualdad de Chebyshev

a+b+cloga+logh+logc < aloga+bloghb+ clogc
3 3 - 3

de donde

+b+c

aloga + blogb+ ¢ ogcza loga + logb + logc),
1 blogh 1

y por lo tanto
a+b4

a®bbct < (abe) =5

5.11 La siguiente soluciéon, dada por un estudiante de Moldavia, merecié un premio
especial por su sencillez y belleza:
25 2 25— g2 22(y? + 22)(2® — 1)2

— = >0,
o +y2+22 (a2 +y?+22) 3(ad +y?+22) (2 +y2 +22) T

por lo tanto,

e T T DY (e
I5+y2+22 — I3($2+y2+22) I2+y2+22 T

ciclica ciclica ciclica
: Z

2

(x® —yz) > 0.
2% +y? + 2?2 &

ciclica

5.12Seanp=(a+b+¢)/2, x =p—a,y=p—b, z=p— ¢ (note que z,y,z >0
por la desigualdad triangular). Entonces a = y+ 2, b=z+zyc=x+yyla
desigualdad propuesta se convierte en

V2 + 2y + V22 <yt z+vVzt+z+VT+y.

Pero
V2r+2y  V2y+V2z2 V2242
V2 +./2y+V2z = I; LA y;r 4 ZJ; °

2 2 2y + 2 2z 42
< \/:C—i_ y+\/y+ ZS\/Z+ z (por AC)
2 2 2
= Vrty+VyFrz+vz+tuo.

5.13 Este problema admite varias soluciones, pero veremos que se puede resolver
con los recursos mas elementales. Si el tridngulo fuese equilatero entonces su altura
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serfa a\/§/2 y su area a2\/§/4, por lo tanto se cumpliria la igualdad. Para un
tridngulo cualquiera supongamos que a sea el lado mayor y sea P el pie de la
altura trazada desde el vértice A. Sea x = BP — a/2 (por lo tanto BP =a/2 + x
y PC =a/2 — ). Sea y = h, — a\/3/2 (de donde h, = y + a+/3/2). La idea para
introducir x e y es que estas cantidades representan la desviacion del triangulo
respecto a uno equilatero. Entonces, por el Teorema de Pitagoras aplicado a los
triangulos ABP y APC se tiene

A+ +P—4AVE = a2+(g+x)2+(g — )% + 2h% — 2aV/3h,
3
= Za® + 222 + 2hy(hg — aV/3)

2
= g(f + 227 +2(aV3/2 + y)(—aV3/2 +y)

3 3
= §a2 +22% + 2% — §a2 =2(2* +9%) > 0.

Esto prueba la desigualdad y de paso muestra que hay igualdad si y s6lo si x =
y = 0, lo que equivale a que el tridngulo sea equilatero.

Capitulo 6

6.1 La respuesta correcta es la (E). Sustituyendo = por 2010/z en

2f(x)+3f (@) = bz

resulta

2f (201()) +3f(x) = 5220,

x x
Multiplicando la primera igualdad por 2 y la segunda por 3, y restando miembro
a miembro la primera de la segunda, resulta

201
5f(x) = 152200 _ 10z,
T
de donde 6030
fle)=— -2z
T

y en particular f(6) =6030/6 —2-6 = 1005 — 12 = 993.

6.2 Sustituyendo z por 1/x queda

FE)+27@) = .

x
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Multiplicando esta igualdad por 2 y restandole

Fla) +2f(1) =

queda

de donde f(z) = (2/2® — 23)/3.

6.3 Sea h(x) = (1 + z)(1 — z). Entonces h%(z) = —1/z, h3(z) = (z — 1)(xz + 1)
y h*(x) = z. Si I denota la funcién identidad (I(z) = x) entonces la ecuacién
propuesta se puede escribir como

fh+fR2+fr3=1

(donde fh denota composicion, no producto) y componiendo a la derecha con h
se obtiene sucesivamente

fR2+fR3+f = h,
fR3+f+ fh h?,
f+fh+fr* = n

Sumando estas tres identidades funcionales y restando el doble de la primera, se
obtiene 3f = h + h? + h3 — 2I, o bien

2% + 32% — 1
) == 3a3 — 3
6.4 Poniendo z = y = 0 se ve que debe ser f(0) = 0. Poniendo y = —z resulta
f(x) + f(—=z) = f(0) = 0 y por lo tanto f(—z) = —f(z). Podemos entonces
restringirnos a considerar los z > 0. Sea a = f(1). A partirde f(z+y) = f(x)+f(y)
se prueba facilmente por induccién que

fli4aos+-4xn) = flz1) + flz2) + -+ f(zn).

En particular f(n) = nf(l) = na para todo n natural. Anélogamente f(n)
f(m(n/m)) =m(f(n/m)), de donde f(n/m) = f(n)/m = a(n/m).

6.5 f(1,n) = f(0, f(1,n—1)) =1+ f(1,n — 1). De aqui se deduce que f(1,n) =
de donde f(2,n) =2n+ f(2,0) = 2n+ f(1,1) = 2n + 3. Analogamente f(3,n) =
f2,f8,n—=1))=2f(3,n—1) + 3. Sea u, = f(3,n) + 3. Entonces u, = 2up_1y
uo = f(3,0) +3 = f(2,1) + 3 = 8. Por lo tanto u,, = 2" ™3 y f(3,n) = 273 — 3.
Ahora

F(d,n) = (3, f(4,n — 1)) = 2/(n=0%8 3,
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F(4,0) = f(3,1) =24 —3 =13,

22

22
Fa,1) =2 —3=22" f4,2)=2" -3, ...

En general, f(4,n) es una torre de n + 3 doses menos 3.

6.6 Probemos primero que f(0) = 0. Poniendo x =y =0y f(0) =t queda f(t) =
2. Ademas f(z?+t) = f(z)? y f(f(z)) = x+t>. Ahora evaluemos f(t?+ f(1)?) de
dos maneras. Primero, f(f(1)24+f(t)) = t+f(f(1))? = t+(1+¢2)% = 1+t +2t24+1%.
Segundo f(t2 + f(1+t)) =1+t + f(t)2 =1+t +t* Por lo tanto f(0) =t = 0.

Se deduce que f(f(x)) =z y f(2?) = f(z)?. Dado cualquier y sea z = f(y).
Entonces y = f(z), de modo que f(x? +y) = z + f(2)?> = f(y) + f(x)%. Ahora,
para cualquier x positivo, tomemos z tal que = = 22. Entonces fla+y)=f (22 +
y) = f(y) + f(2)> = f(y) + f(2*) = f(z) + f(y). Poniendo y = —z tenemos
0= f(0)= f(x+ (—x)) = f(x) + f(—=z). Por lo tanto f(—xz) = —f(x). Entonces
fl@+y)=f(@)+ f(y)y fx—y) = flz) - f(y) para todo z, y.

Tomemos ahora un z arbitrario y seay = f(z). Si y > x entonces sea z = y—x.
Se tiene f(z) = fly —x) = f(y) — f(xr) =2 —y = —z. Si y < z, entonces sea
z =z —y. Se tiene f(z) = f(x —y) = f(z) — f(y) = y — x. En cualquier caso se
consigue un z > 0 con f(z) = —z < 0. Pero entonces, tomando w tal que w? = z,
se tiene f(z) = f(w?) = f(w)? > 0, absurdo. Por lo tanto debe ser f(x) = .

6.7Seac= f(0)y A= f(R). Poniendo x = f(y) resulta f(0) = f(x)+z?+f(x)—1,
por lo tanto
flx)=1+c)/2—2%/2 si xeA (7.1)

Poniendo y = 0 resulta

flx—c)= flc)+xzc+ f(z) — 1. (7.2)

De aqui se sigue que ¢ # 0, ya que si fuese ¢ = 0 entonces poniendo x = 0 resultaria
¢ =1, absurdo. Al ser ¢ # 0 resulta que f(z—c)— f(z) = xc+ f(c) — 1 toma todos
los valores reales al variar z, y en particular cualquier z € R puede escribirse
en la forma x = a — b, para ciertos a,b € A. por lo tanto f(x) = f(a —b) =
f(b) +ab+ f(a) — 1 y usando (7.1) resulta

fx)=c—b*/24+ab—a?/2 = c—2?/2.

En particular, si x € A y se compara con (7.1) se deduce que ¢ = 1. Por lo tanto,
la tinica solucién posible es f(z) = 1 — 22 /2, y verificando en la ecuacién original
se comprueba que efectivamente es solucion.

6.8 Supongamos primero que | f(y)] = 0 para algin y. Entonces haciendo z = 1

en f([:rjy) = f(z) \_f(y)J nos queda f(y) = f(1)[f(y)] = 0. Por lo tanto si para
todo y, | f(y)] = 0, entonces f(y) = 0 para todo y. Ademas un simple calculo
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demuestra que la funcion nula f(z) = 0 para todo z, satisface las condiciones del
problema.

Supongamos ahora que exista un namero real a tal que | f(a)] # 0. En este
€aso

o bien

En consecuencia, si |z1] = |x2], entonces f(z1) = f(z2). Por lo tanto f(z) =
f(lz]) para todo z, y podemos suponer sin pérdida de generalidad que a es un
namero entero. Ahora tenemos:

fla) = F(2a.3) = F@a)|F(3)] = f(2a) F0)),

y por lo tanto |f(0)] # 0. Esto nos permite suponer que a = 0 y entonces la
la

ecuacion f(z) = fL(;(a)JJ) nos da:

o)
T@ =1y =¢7°

para todo z. Pero por la ecuacion que satisface la funcion f tenemos que C' = C|C/],
y entonces |C'| =1, es decir 1 < C < 2.

Un simple caculo muestra que la funciéon f(z) = C con 1 < C' < 2, para todo
x, satisface las condiciones del problema. Por lo tanto las soluciones son f(z) = C
para todo x,con C =001<C < 2.
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Identificacién de algunas competencias matematicas
mencionadas en esta obra.

AIME Examen Invitacional de Matematica (USA)
Canguro Canguro Matemaético

CMO Olimpiada Matematica del Canada

IMO Olimpiada Internacional de Matematica

OBM Olimpiada Brasilera de Matematica

OIM Olimpiada Iberoamericana de Matematica
OJM Olimpiada Juvenil de Matematicas (Venezuela)
OM Olimpiada de Mayo

OMA Olimpiada Matematica Argentina

OMCC Olimpiada Matematica de Centroamérica y el Caribe
ORP Olimpiada Rioplatense

TT Torneo de las Ciudades
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