Prueba Final OJM 2015

A prueba final de la OJM 2015 se realiz6 en la Facultad de Ciencia y Tecnologia

de la Universidad de Carabobo, Valencia, el sibado 13 de junio. La prueba

consté de cuatro problemas, cada uno de ellos con un valor de 7 puntos. Los
participantes dispusieron de tres horas y media para resolverlos.

0.1. Prueba de Primer Ano

Problema 1. Ana repartié6 una bolsa de caramelos entre los asistentes a su
cumpleanos: le di6 15 caramelos a cada nino y le sobré uno. Pero de pronto llegaron
dos ninos mas. Entonces Ana recogio todos los caramelos y los volvio a repartir.
Esta vez le tocaron 11 caramelos a cada nino y sobraron tres. ;Cuantos caramelos
tenia la bolsa?

Problema 2. N es un entero positivo de 5 digitos. P es el ntimero que se obtiene
al colocar un 1 a la derecha del ultimo digito de V. @ es el niimero que se obtiene
al colocar un 1 a la izquierda del primer digito de N. Si P es el triple de @, jcual
es el valor de N7

Problema 3. Cinco ninos de edades diferentes tienen 9 caramelos para repartirse,
y acuerdan hacerlo de la siguiente manera: El mayor de ellos efectuara una pro-
puesta de reparto, que seré sometida a votacion. Si obtiene el apoyo de al menos
la mitad de los nifios presentes (incluido el proponente), sera aceptada y asunto
concluido. Si es rechazada, el proponente es eliminado del grupo y le tocara el
turno de proponer al mayor de los que queden, repitiéndose el proceso descripto.
Cada vez que una propuesta no obtenga el apoyo de al menos la mitad de los
presentes, el proponente es eliminado y el turno pasa al mayor de los ninos que
queden. ;Como se repartiran los caramelos?

Notas: 1) Los caramelos son indivisibles. 2) Cada niflo basa sus decisiones exclusi-
vamente en su provecho personal. 3) Si aceptar o rechazar una propuesta les rinde
el mismo beneficio, optan por rechazarla para tratar de eliminar al proponente.



Problema 4. En el tridangulo ABC se trazan las bisectrices de los angulos en B
y en C, que se cortan en I. Si ZBAC = 70°, halle la medida del angulo BIC.
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0.1.1. Soluciones

1. Si c es el nimero de caramelos y n el numero inicial de nifos, entonces ¢ =
15m+1 = 11(n+2) + 3. Luego 4n = 22 +3 —1 = 24, de donde n = 6 y
c=15-6+1=091.

Solucién alternativa: Si n es el nimero inicial de nifos, para darle caramelos a
los dos ninos nuevos Ana debi6 quitarle 4 a cada uno de los que ya estaban. Esos
4n caramelos y el sobrante hacen 4n + 1, que alcanzaron para hacer 2 grupos de
11 y sobraron 3. Es decir que 4n+1=2-11+3 = 25. Por lo tanto 4n =24, n =6
y la cantidad de caramelos era 15-6 + 1 = 91.

2. P=10N+1,Q =105+ N, 10N + 1 = 3(10° + N), o sea TN = 300000 — 1 =
299999, de domde N = 299999 /7 = 42857.

3. Numeremos los ninos del 1 al 5, en orden decreciente de edades. Supongamos
que sblo queden dos ninos 4 y 5. Entonces el 4 se queda con todo, pues su voto es la
mitad. Si hay tres nifios 3,4 y 5, y el 3 propone quedarse con todo, seré eliminado,
yva que al 4 le conviene pues luego podra quedarse con todo y el 5 quedara igual
sin nada, pero opta por la alternativa de eliminacién. Sin embargo proponiendo 8
caramelos para él y uno para el namero 5, el 3 obtendra el voto favorable de 5 y
gana la votacién. Si hay cuatro ninos 2, 3, 4 y 5, el 2 necesita conseguir un voto
(ademas del suyo). Para ello basta con que le ofrezca un caramelo al namero 4,
pues éste, de ser rechazada la propuesta, no recibiria nada (por el caso anterior).
Finalmente, si son 5 nifos, el 1 necesita conseguir dos votos (ademas del suyo).
Para ello basta que ofrezca un caramelo al ntmero 3 y otro al 5, quienes apoyaran
la propuesta pues de ser rechazada quedarian sin nada (por el caso anterior). Por
lo tanto los caramelos se repartirén asi: 7 caramelos para el namero 1, uno para el
3, uno para el 5 y nada para 2 y 4.



0.2 Prueba de Segundo Afio 3

4. Sean f = /CBA y v = ZBCA. Entonces 8 + v+ 70 = 180, de donde
B8+~ = 110. Por otra parte ZCBI = %B y £LBCI = %’y, luego en el tridngulo
BIC se tiene %B + %”y + £ZBIC = 180, de donde

1 110
ZBIC =180 — 5(54—7) =180 — -5 = 180 — 55 = 125.

Luego la respuesta es 125°.

0.2. Prueba de Segundo Ano

Problema 1. Idéntico al Problema 1 de Primer Ano (ver pag. 1).

Problema 2. Halle el menor nimero natural n tal que 9n tenga todos sus digitos
iguales a 1.

Problema 3. Idéntico al Problema 3 de Primer Ano (ver pag. 1).

Problema 4. ABCD es un trapecio con AD paralela a BC, AD = 3, BC = 10,
CD =7y LADC = 140°. Determine la medida del 4ngulo ABC.
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0.2.1. Soluciones

2. Como 9n es divisible entre 9, la suma de sus digitos debe ser divisible entre 9.
Pero si esos digitos son todos iguales a 1, entonces su ntimero debe ser divisible
entre 9. El menor valor posible para 9n es entonces 111111111, y en consecuencia
el menor valor posible para n es 111111111/9 = 12345679.

4. Tracemos la paralela a AB por D y sea E su punto de corte con el lado BC.
Entonces ABED es un paralelogramoy BE = AD = 3. Luego EC = BC — BE =
10—-3=7=CD y el tridngulo CDE es isosceles. Por lo tanto /CDFE = ZCED.
Pero Z/CED = ZEDA por alternos internos, luego Z/CDE = ZEDA y como
ambos suman 140°, cada uno de ellos debe medir 70°. Finalmente por ser angulos
opuestos de un paralelogramo se tiene ZABC = ZEDA = 70°. (También se puede
argumentar que ZDCE = 40° por ser suplementario de ZADC = 140°, luego los
angulos en la base del triangulo isésceles CDE miden 70°.)



B~ 3 E 7 c
Alternativamente se puede comenzar por ubicar el punto E en el lado BC de
modo que BE = 3, con lo cual EC' = 7. Entonces ABED es un paralelogramo

por tener los lados BE y AD paralelos e iguales. Luego se continda de la misma
manera.

0.3. Prueba de Tercer Ano

Problema 1. Halle la suma de todos los digitos del nimero 102°15 — 2015.
Problema 2. Idéntico al Problema 3 de Primer Ano (ver pag. 1).
Problema 3. Idéntico al Problema 4 de Segundo Afio (ver pag. 3).

Problema 4. Juan mont6 sus chivos en una carreta para ir a venderlos al mercado.
También puso en la carreta una cantidad de repollos exactamente igual al cuadrado
del namero de chivos. Durante el viaje cada chivo se comi6é dos repollos. Una vez
en el mercado Juan vendi6 5 chivos y cierto nimero de repollos. Al final del dia
observo con sorpresa que el namero de repollos que tenia era igual al cuadrado
del namero de chivos que le quedaban. Entonces puso todo lo que no vendi6 en
la carreta y emprendié el regreso. Pero durante el viaje cada chivo se comi6 dos
repollos, y al llegar a su casa Juan tenia chivos pero ningtn repollo. ;Cuéntos
repollos vendié Juan en el mercado?

0.3.1. Soluciones
1. 1029%% — 2015 = 10205 — 1 — 2014. Ahora bien, 102°*® — 1 se compone de 2015
nueves, y al restarle 2014 queda 999...999 7985, cuyos digitos suman 2011 x 9 +

2011 nueves

7+9+845=18099 + 29 = 18128.

4. Si Juan monté x chivos en su carreta entonces puso también z2 repollos. Al
llegar al mercado quedaban 22 —2z repollos. Si vendi6 y repollos entonces quedaron
22 — 2z — y, v como le quedaron = — 5 chivos se tiene que

22 =2z —y=(x—5)% (*)



0.4 Prueba de Cuarto Ano 5

Durante el viaje de regreso los 2> — 2z — y repollos fueron comidos por los z — 5
chivos que quedaron, a razén de 2 por chivo, es decir que

2 — 2 —y =2(x —5). *)

De (*) y (**) resulta (x — 5)? = 2(z — 5), y como  — 5 # 0 se tiene x — 5 =2y
x = T7. De (**) se despeja y = 2% — 2z — 2(x — 5) = 49 — 14 — 4 = 31, o sea que
Juan vendi6 31 repollos.

0.4. Prueba de Cuarto Ano

Problema 1. Halle dos cuadrados perfectos, cada uno de 4 digitos, que difieran
en 2015.

Problema 2. Idéntico al Problema 4 de Tercer Ano (ver pag. 4).

Problema 3. Juan tiene tres tarjetas en blanco. En cada una de ellas escribe
un digito diferente, del 0 al 8. Entonces reparte las tarjetas entre Ana, Berta y
Claudia, dandole una tarjeta a cada una. Cada una de ellas anota el numero de
su tarjeta en un papel. Luego Juan recoge las tarjetas, las baraja y las vuelve a
repartir. Cada una de las tres chicas anota el nimero de su nueva tarjeta. Este
proceso se repite algunas veces. Al final, cada chica suma los ntiimeros que anotoé.
La suma de Ana es 9, la de Berta 25 y la de Claudia 31. ;Qué numeros estaban
escritos en las tarjetas? Halle todas las posibilidades.

Problema 4. ABC es un tridangulo rectangulo en B, con AB =5 cmy BC = 10
cm. % es la circunferencia de centro A que pasa por B. DEFG es un cuadrado
contenido en el triangulo ABC|, que tiene los vértices D y E en el segmento BC),
el vértice F' en el segmento AB y el vértice G en la circunferencia 4 ;Cual es el
area de DEFG?




0.4.1. Soluciones

1. Sean a? y b2, con b? — a? = 2015 y 1000 < a? < b2 < 9999. Entonces
32<a<b<100y (b—a)(b+a)=5-13-31. Como 65 < b+ a < 200, las tnicas
posibilidades para b+ a son 65 y 155. Si b+ a = 65 entonces b — a = 31, de donde
a = 17, que se descarta pues 172 = 289 tiene sélo tres digitos. La otra posibilidad
esb+a = 155, b —a = 13, de donde @ = 71 y b = 84. Entonces a? = 5041 y
b? = 7056 son la respuesta.

3. Sea n el namero de repartos y S la suma de los digitos en las tarjetas. Entonces
nS = 9425+ 31 = 65. Luego S es un divisor de 65 =5-13. Pero0+ 142 =3 <
S<6+7+8=21,luego S=5yn=1305=13yn=>5.

En el primer caso los digitos s6lo pueden haber sido 0, 1 y 4 0 0, 2 y 3.
Ambas alternativas son posibles, como muestran los repartos 6(0,1,4)+3(4,1,0)+
3(4,0,1)+ (1,0,4) y 5(0,3,2) + 4(0,2,3) 4+ 3(2,0,3) + (3,2,0), respectivamente.

En el segundo caso sean x < y < z los digitos escritos en las tarjetas. Es claro
que z > 7, ya que si z < 6 en 5 turnos cada chica podria totalizar a lo sumo 30
puntos (y Claudia totalizo 31). Ademéas © < 1, ya que si © > 2 en 5 turnos cada
chica habria totalizado por lo menos 10 puntos (y Ana totalizé 9). Nos quedan
entonces las siguientes posibilidades:

comentario
No se puede totalizar 9
No se puede totalizar 9
No se puede totalizar 9
9=14+14+1+1+5

— = O O8
UL O Y=
~ 00 ~J 00| W

Entonces en este caso la tnica posibiliada que queda para z, y, z es que sean 1, 5
y 7. Los repartos pueden haber sido ast: (1,5,7), (1,5,7), (1,7,5), (1,7,5), (5,1,7).

4. Sea z el lado del cuadrado DEFG. Como CEF es semejante a CBA se
tiene CE/EF = CB/BA = 10/5 = 2, es decir que CE = 2z. Por lo tanto
BD = 10 — z — 2z = 10 — 3x. Prolonguemos F'G hasta cortar a AB en H. Es
claro que el triangulo AHG es rectanguloen H, AH = AB— HB=5—1z, HG =
BD =10 -3z y AG = AB = 5. Luego por Pitagoras (5 — z)? + (10 — 3z)? = 52,
o sea 10z2 — 70z + 100 = 0, que dividiendo entre 10 queda 22 — 72 + 10 = 0. Las
raices de esta ecuacion de segundo grado son 2 y 5. Evidentemente 5 no cumple la
condiciones del problema, luego « = 2 y finalmente el area pedida es 22 = 4 cm?.
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0.5. Prueba de Quinto Ano

Problema 1. Idéntico al Problema 1 de Cuarto Afio (ver pag. 5).

Problema 2. Maria escribi6é en la pizarra los nimeros desde el 1 hasta el 2015.
Luego borré todos los ntimeros pares, y de los que quedaron borré todos los mul-
tiplos de 3.

(a) ;Cuantos nimeros quedaron en la pizarra?

(b) ;Cual es la suma de todos ellos?
Problema 3. Idéntico al Problema 3 de Cuarto Afio (ver pag. 5).

Problema 4. Idéntico al Problema 4 de Cuarto Afio (ver pag. 5).

0.5.1. Soluciones

2. Primero Maria borra los pares 2, 4, 6,..., 2014, que forman una progresiéon
aritmética de 1007 ntumeros que suman (2 4+ 2014)1007/2 = 1015056. Quedan los
impares 1, 3, 5, 7, 9,..., 2013, 2015, de los cuales se borran los multiplos de 3:
3,9, 15,..., 2013. Estos numeros también forman una progresiéon aritmética con
diferencia comtn 6. Como 2013 = 3+2010 = 34-6-335, son 336 ntimeros y su suma
es (3 +2013)336/2 = 338688. En total se borraron 1007 4+ 336 = 1343 nameros
con suma total 1015056 + 338688 = 1353744. Por lo tanto en la pizarra quedaron
2015—1343 = 672 ngumeros. Como 1+2+3+---+2015 = 2016-2015/2 = 2031120,
la suma de los que quedaron es 2031120 — 1353744 = 677376.



Solucién alternativa: Cada entero es de la forma 6g + r, con 0 < r < 5. Los
nimeros de la forma 6q, 6g + 2 y 6g + 4 son pares. Los de la forma 6q + 3 son
miltiplos de 3. Entonces los que quedan son de la forma 6g + 1 6 6g + 5. Los de
la forma 6g + 1 son 1, 7, 13,..., 2005, 2011. Forman una progresién aritmética
de diferencia comun 6, y como 2011 = 1 + 6 - 335, son 336 términos y su suma
es (1 + 2011)336/2 = 338016. Los de la forma 6g + 5 son 5, 11, 17,..., 2009,
2015. También forman una progresioén aritmética con 336 términos y con suma

(5+2015)336/2 = 339360. En total son 672 nimeros con suma 677376.



