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INTRODUCCION

La tarea mds fascinante y, por ello, mds dificil que debe realizar un profesor de matemadtica es mantener
despiertos a sus alumnos en las clases. Quizds el aburrimiento que sienten se debe a que la matematica
que le ensefiaron fue un conjunto rigido de reglas que nunca entendieron y tenian que aprenderse por el
apremio de sus ductores.

La matemdtica es intuir observar, experimentar, reflexionar, entender, discutir, justificar, abstraer,
argumentar, razonar, pensar, demostrar, explicar y resolver problemas. También es descubrir y crear. La
Matemadtica es apasionante, emocionante e intrigante como toda actividad humanan. Estudiar Matemadtica
es trasladarse al mundo de la belleza y de la verdad y éstas son, quizds, las mejores razones para
estudiarlas.

Estas clases estdn basadas en las siguientes creencias del autor:
e [a matemadtica es un arte que no se ensefia sino que se aprende.

e Launica manera de aprender matematica es resolviendo sus problemas.

e Para mejorar la resolucién de problemas cada estudiante tiene que tratar de resolver los problemas
que no sabe hacer.

o Me adhiero a que “el principio estético universal en matematica es que lo simple es bello y esas
cosas simples son imaginarias” dicho por Paul Lockhart en El lamento de un matematico.

e Un argumento matematico es un poema y de este modo el qué en matematica debe sustituirse por
el por qué.

e Las definiciones y los teoremas surgen de los problemas y no al revés.

En este curso se irdn presentando problemas con sus explicaciones y soluciones, y la teoria matemaética ird
surgiendo de ellos. Se presentardn problemas para que td los resuelvas. Trata de construir tus propias
soluciones y enviamelas para que yo pueda aprender un poco mas.

El tnico objetivo del curso es que sus participantes tengan respuestas adecuadas para las siguientes
interrogantes:

e ;Quéesla geometria?
e ,Cuales son sus propiedades mas relevantes?

e ;CoOmo se resuelven sus problemas?

El autor espera que los estudiantes, cuando terminen el curso, puedan apreciar la belleza de la
matematica, en particular de la geometria, y vibren con su armonia interior, para que después puedan
hacer una mejor presentacion a sus futuros discipulos de cualquiera de los temas matemadticos que
prefieran o necesiten.

Estoy convencido de que toda persona puede aprender matematica si desea hacerlo realmente, y esto
quiere decir con mucho esfuerzo y extrema laboriosidad. Hay que trabajar mucho y diariamente para
aprender matematica. La ventaja que tiene es que no necesita ninglin aparato para hacerlo sino muchas
hojas de papel, lapices en cantidades y sentarse en cualquier lugar que le guste a resolver problemas. Si un
estudiante, al salir de su clase, se dedica a estudiar lo que se discutié en esa clase podra darse cuenta de
sus fallas y en la préxima clase pedir otras explicaciones a su instructor. Pero, si va dejando las tareas



para después, los impedimentos son insalvables y no se obtiene ningtin aprendizaje. Si un alumno no esta
convencido de las afirmaciones anteriores le recomiendo que no asista a este curso.

Este curso tratard sobre la geometria que un profesor deberia saber para ayudar a que los estudiantes del
bachillerato venezolano aprendan. Dispensen los caros lectores la petulancia

Un famoso escritor dijo “Lo que es escrito sin esfuerzo es en general leido sin placer” Espero que los
alumnos de este curso vean el esfuerzo que se ha hecho para construir estas notas. Cualquier critica a
estas paginas serd bien recibida.

El objetivo de este curso, como todo objetivo presuntuoso, es hacer llegar algunas ideas a algunas
personas que el autor, por su larga experiencia escolar, ha desarrollado a lo largo de su vida profesional
como profesor de matemdtica. Posiblemente estas ideas puedan ayudar en su aula de clases en algin
tiempo y en algin lugar.

El error mis grave que cometen los especialistas en educacidn matemdtica es creer que existe
necesariamente una mejor manera de ensefiar ciertos temas de matemadtica. No se dan cuenta de que lo
que es apropiado en ciertas circunstancias no lo es en otras circunstancias, que la personalidad y
formacion intelectual de una persona son distintas a las de otra persona y, lo que es mds importante, lo
que aprende un discente en una clase de matemadtica es distinto a lo que aprende otro de sus compaiieros
de clase.

La historia de la matematica revela que no existe un “camino real” para aprenderla, y los matematicos
griegos se dieron cuenta de ello desde hace unos dos mil afios. No se puede enseflar a correr a una persona
sin antes haberle ensefiado a caminar, y la matemadtica ensefiada en bases endebles contribuye al fracaso
escolar. No existe ninguna didictica de la matemética que evite tal fracaso y los egresados del
bachillerato venezolano confirman con creces este aserto.

El objetivo de este curso es recurrir a la matemdtica para resolver los problemas de su ensefianza y de esa
manera emocionar a los jévenes para que estudien y aprendan matemadtica. Este curso en particular esta
dirigido a toda persona que quiera aprender matematica y, en particular, geometria y sélo se necesitan
ganas de aprender. Saber matemadtica consiste en resolver problemas de matemadtica y en este curso se
resolverdn muchos y variados problemas de matemadtica.

Este esfuerzo estd dedicado a todos los participantes de este curso. Bienvenidos a todos.

Dario Duran C.
Maracaibo, Venezuela, 2014
durandario7 @ gmail.com



Capitulo 1. La recta y los angulos.
Los términos primitivos de nuestra teoria son
punto, recta, plano

y no se definen. Se establece a continuacién un convenio para que sus representaciones sean comunes a
todos.

Un punto es como la marca que deja la punta de un l4piz sobre el plano y cada punto se denotard usando
una letra mayuscula. Una recta es como la marca que deja la punta de un lépiz al deslizarla sobre el borde
de una regla. Cada recta es un conjunto de puntos y se denotard mediante una letra mindscula. Cada
recta se extiende indefinidamente en ambos lados y se puede considerar como una carretera de un solo
sentido el cual se indicard en ocasiones con una flecha.

La recta m

El plano es nuestro universo y contiene los puntos y las rectas, y es como una mesa que se extiende
indefinidamente en todos los sentidos. En el plano hay suficientes puntos y rectas para todas las
construcciones geométricas.

Definicion 1.1. Se llama figura a un conjunto de puntos.
Un punto, una recta y el conjunto vacio son figuras

Si P es un punto de una figura F, entonces se dird que “P estd en F’ o “P pertenece a F” o “F pasa por P” o
“F contiene a P”.

Axioma 1. Por dos puntos distintos pasa una tnica recta.

La expresion “la recta AB” denotara la tnica recta que pasa por los puntos A y B. Las rectas AB y BA
denotan rectas coincidentes en el sentido de que contienen exactamente los mismos puntos.

Teorema 1.1.
(A) Por un punto pasa al menos una recta.
(B) Dos rectas distintas tienen, a lo mas, un punto en comun.
Solucién:
(A) Sea A un punto cualquiera. Para poder aplicar el axioma 1 se necesitan al menos dos puntos
distintos. Témese un punto B distinto de A. Por el axioma 1 existe la tinica recta AB que pasa por
A.
(B) Sean m y n dos rectas distintas. Si A y B son dos puntos distintos comunes a las rectas m y n,
entonces del axioma 1 se deduce que las rectas AB, m, n coinciden. Pero, esto es falso porque m
y n son distiuntas. Luego, las rectas m y n no pueden tener mds de un punto en comun.

Ya que el punto B usado en la demostracién del teorema 1.1(A) es arbitrario se concluye que por un punto
cualquiera del plano pasan infinitas rectas distintas.

Definicion 1.2.
(A) Se dice que dos rectas se cortan si tienen un Gnico punto en comun.
(B) Se dice que dos rectas son paralelas si no se cortan.
(C) Se dice que varias rectas son concurrentes si todas ellas pasan por un mismo punto.
(D) Varios puntos se dicen colineales si todos ellos estdn en una misma recta.



Problema 1.1.
(A) (Existen rectas que se cortan?
(B) (Existen rectas paralelas?
(C) (Existen rectas paralelas distintas?
Solucidn: A m
(A) Sea A un punto de una recta m y sea B un punto que no estd en m.
Los puntos A y B son distintos pues A estd en my B no lo estd. Por el B
axioma 1 existe la recta AB que es distinta de m porque B estd en AB y no
estd en m. Luego, las rectas AB y m se cortan por el problema 1.2. Por consiguiente, hay rectas
que se cortan.
(B) Dos rectas que coinciden son paralelas ya que no tienen un tinico punto en comun. Por tanto, hay
rectas paralelas.
(C) El autor de estas notas no tiene, en estos momentos, respuesta a esta interrogante.

Definicion 1.3. Se dice que n puntos estan en posicion general si n > 2 y cada tres de ellos no son
colineales.

Problema 1.2. Sean A;, A, ..., An n puntos en posicién general.
(A) Todos esos puntos son distintos.
(B) Las rectas que pasan por cada dos puntos distintos son distintas.
(C) (Cuantas rectas pasan por cada dos puntos?
Solucién:
(A) Supdngase que los puntos A; y Ay coinciden y sea B ese punto comun. Si A, es un tercer punto,
entonces la recta BA, contiene los tres puntos colineales A;, Ay y A, lo cual es absurdo. Por tanto,
A; y Ag no pueden coincidir.
(B) Si las rectas AjAx y AnA, coinciden, entonces los cuatro puntos A;, Ay, An, A, son colineales lo
cual es absurdo.
(C) Las n — 1 rectas AjA,, AjA;, ..., AjA, que pasan por A, y los restantes puntos son distintas por
(B). Por el punto A, pasan las n — 2 rectas distintas A,As, A,Ay, ..., AyA, porque las rectas AjA,
y A,A,; coinciden. Luego, por el punto A; pasan las n — j rectas distintas AjAj.1, AjAj, ..., AjA,
ya que las rectas anteriores habian sido contadas. Por tanto, el nimero total de rectas estd dada
por

S=m-D+M-2)+(n-3)+...+3+2+1
Por la propiedad conmutativa de la suma se puede escribir
S=142+3M+...+(0-3)+(m-2)+(n-1)
Al sumar miembro a miembro verticalmente se obtiene
2S=n+n+n+...+n+n+n

Ya que hay n — 1 sumandos iguales a n se ve que 2S = (n — 1)n y al dividir por 2 la respuesta es

(n—-1)n
2

S=

En el préximo axioma se van a asociar puntos de una misma recta con los nimeros reales. Se escribird
A(a) para indicar que al punto A de esa recta se le asoci6 el niimero real a, y que al niimero real a se le
asocié el punto A de la recta.

Axioma 2. A cada punto de una recta m se le asigna un unico ntimero real, llamado su coordenada, tal
que a puntos distintos se le asignan coordenadas distintas y cada niimero real es la coordenada de un
unico punto de m. Si A(a) y B(b) son dos puntos de la recta m, entonces a < b si y s6lo si el punto B estd



mas cerca de la flecha de m que el punto A, y la distancia de A a B estd dada por AB = |b-a | donde
las rayas verticales indican valor absoluto.

Esta asignacion se llama sistema de coordenadas en m. El punto de m cuya coordenada es el nimero
cero se llama origen de coordenadas.

A B
a b
De acuerdo con el axioma 2 un sistema de coordenadas en una recta m es una funcién biyectiva de

dominio el conjunto de los puntos de m y de rango el conjunto ‘R de los nimeros reales, y se establece un
orden en los puntos de la recta m.

La mera yuxtaposicién de dos letras maytsculas indica la distancia entre los puntos asociados. Asi, AB
denota la distancia entre los puntos A y B.

Problema 1.3.
(A) Halle X(x) si A(3) y AX =5.
(B) Halle Z(z) si A(5) y AZ < 3.
Solucién:
(A) Del axioma 2 se ve que |x—3|=5.Luego,x—3=5é3—x—5.Porende,x=86x=—2. Las
soluciones son los puntos X(8) y X(-2).
(B) Del axioma 2 se ve que |z —5[<3.Luego,z—5<3065-2z<3.Portanto,z<8 6z >2. Las
soluciones son todos los puntos Z(z) tales que 2 <z <8.

Teorema 1.2.
(A) Dos puntos coinciden si y sélo si la distancia entre ellos es cero.
(B) Si A(a) es un punto de una recta m y d es un niimero real positivo, pruebe que existen
exactamente dos puntos en la recta que estdn a la distancia d del punto A.
Demostracion:
(A) Los puntos A(a) y B(b) coinciden si y s6lo sia=Db siy s6lo si AB = | b-a | =0.

(B) Si se toman los puntos P(a + d) y V(a — d), entonces AP = | (a+d)—a | =dyAQ= | (a—-d)—a |
= d. Se ha demostrado que hay dos puntos P y Q que estdn a la distancia d del punto A.
Mostremos ahora que son tnicos. Sea Z(z) otro punto tal que AZ = d. Entonces | z—a| =dyse
producen las dos posibilidades: z—a = d 6 a—z = d. En el primer caso se tiene que z= a + d y el
punto Z coincide con el punto P; en el segundo caso se tiene que z = a — d y el punto Z coincide
con el punto Q.

Problema 1.4. Sean A, B dos puntos de una recta m tales que AB = 2. Halle todos los puntos X de m
tales que 2AX - BX > 1.

Solucién:

Ya que AB = 2 se puede hacer A(0) y B(2). Para evitar los valores absolutos estudiemos la posicién del
punto X respecto de los puntos A y B.

A B
Caso 1. x<0.
Se tiene que 1 <2AX -BX =2(0-x) 5(2 -X) = —9( —2. Luego, x % -3 y x estd en el intervalo (—o0,—3].
Caso 2. 0<x<2 A X B
0 X 2

Se tiene que 1 <2AX —-BX =2(x—-0)-(2-x)=3x-2. Asi,3x 23 yx>1. Luego, x esta en el intervalo
[1,2).



A R X
0 2 X

Caso 3. X>2
Se tiene que 1 <2AX —-BX =2(x - 0) — (x —2) = x + 2. Luego, x> -1 lo cual es siempre cierto porque x
no es menor que 2.

En el lenguaje de los intervalos la respuesta es (—oo, 3] U [1, +00).

Definicion 1.4.

(A) Se dice que el punto P esta entre los puntos A y B si a < p <b. En este caso también se dice que
los puntos A y P estan del mismo lado de B o que los puntos P y B estan del mismo lado de A
o que los puntos A y B estan en lados opuestos de P

(B) La figura formada por dos puntos distintos A y B, y todos los puntos que estdn entre A y B se
llama segmento AB de extremos A y B. La distancia AB se llama el tamafio o la longitud del
segmento AB.

(C) Un punto de un segmento se llama punto interior si no es un extremo.

(D) La prolongacion del segmento AB es la figura formada por los puntos P tales que B estd entre A
y P.

(E) La prolongacion del segmento BA es la figura formada por los puntos Q tales que A estd entre Q
y B.

(F) Se dice que M es el punto medio del segmento AB si M estd entre Ay By AM = MB.

(G) Se dice que el punto M biseca al segmento AB si M es el punto medio del segmento AB.

(H) Se dice que los puntos A y B son simétricos respecto del punto M si M es el punto medio del
segmento AB. También se dice que A es el simétrico de B respecto de M.

(I) Se dice que las figuras F y G son simétricas respecto de un punto O si cada punto P de F tiene en
G un simétrico respecto de O. El punto O se llama centro de simetria.

El punto O es centro de la simetria

Los segmentos AB y BA coinciden pero sus prolongaciones son distintas.

prolongacién BA segmento AB | prolongacién AB

Teorema 1.3.
(A) Si el punto P estd entre los puntos A y B, entonces AP + PB = AB. AP < AB y PB < AB
(B) Si A, B, Q son tres puntos colineales, distintos y AQ + QB = AB, entonces Q estd entre A y
B.
Demostracion:
(A) Por hipétesis se tiene que a < p < b. Luego, AP+PB=(p—-a) +(b—-—p)=b—-a=AB. Cada
sumando no negativo es menor que la suma.
(B) Supéngase que Q no estd entre A y B. Existen dos casos.
Caso 1. Q estd en la prolongacion del segmento AB.
De 1 se ve que AQ = AB + BQ y al usar la hipdtesis se tiene que AB = AB + BQ + QB. Al
simplificar se tiene que 2BQ = 0 y asi BQ = 0. Pero, esto es absurdo pues los puntos B y Q son
distintos.
Caso 2. Q estd en la prolongacién del segmento BA.



De 1 se ve que QB = QA + AB y al usar la hipdtesis se tiene que AB = AQ + QA + AB. Al
simplificar se tiene AQ = 0 lo cual es también absurdo pues los puntos A y Q son distintos.
De ambos casos se desprende que Q estd entre A y B.

Problema 1.5. Los tres puntos A, B, C estdn en una recta m y en ese mismo orden tales que AB =3 y BC
= 6. Halle todos los puntos D, en la recta m, de modo que entre los cuatro segmentos AB, BD, BC y CD
haya exactamente dos segmentos iguales.

Solucién: A B C D

Se pueden tomar los puntos A(0), B(3), C(9) y se cumple todas las hipétesis. Si D(d), entonces AB = 3,

BD=|d-3|,BC=6yCD= |d-9].

Caso 1. AB =BD.

Se tiene que ld-3| =3 y asf d-3 = £3. Por ende, d =0 6 d = 6. Para d = O se tiene que AB =3, BD = 3,

BC =6, CD = 9. Luego, d = 0 es solucién. Para d = 6 se tiene que AB = 3, BD =3, BC =6, CD = 3.

Luego, d = 6 no es solucién.

Caso 2. BD = BC.

Setieneque|d—3 |=6yasid—3 = +6. Por tanto, d=-36d =9. Parad = -3 se ve que AB =3, BD =6,

BC =6, CD = 12. Luego, d = -3 es solucion. Para d = 9 se tiene que AB =3, BD =6, BC=6,CD =0.

Luego, d =9 es solucion.

Caso 3.CD = AB

Se tiene que ld9| =3 y asi d-9 = £3. Por tanto,d = 12 6 d = 6. Parad = 12 se ve que AB =3, BD =9,

BC =6, CD =3. Luego, d = 15 es solucién. Ya vimos en el caso 1 que d = 6 no es solucion.

Caso 4. CD =BC.

Se tiene que | d-9 | =6y asi d-9 = 6. Por tanto, d = 15 6 d = 3. Parad = 15 se ve que AB =3, BD = 12,

BC =6, CD = 6. Luego d = 15 es solucién. Para d = 3 se ve que AB =3, BD =0, BC =6, CD = 6. Luego,

d =3 es solucion.

Caso 5. BD =CD.

Se tiene que |d-3| = |d-9| Sid>9, entonces d —3 =d - 9 1o cual es imposible. Si 3 < d <9, entonces

d-3=9-dyasid=6que ya vimos no es solucidén. Si d < 3, entonces 3 —d = 9 — d lo cual es imposible.
En resumen la solucién estd formada por los puntos de coordenadas -3, 0, 3,9, 12y 15.

Definicion 1.5.

(A) Sean O y A dos puntos distintos. Se llama semirrecta OA de origen O a la figura formada por
los puntos que estdn en el segmento OA o en su prolongaciéon. También se dice que la semirrecta
OA parte de O y pasa por A.

(B) Las semirrectas OA y OB se dicen opuestas si el origen comin O est4 entre los puntos A y B.

Problema 1.6.
(A) Dados dos puntos distintos A y B caracterice las coordenadas de los puntos que estdn en la
semirrecta AB.
(B) Sean A(1) y B(=3) dos puntos. Halle las coordenadas de los puntos de la semirrecta AB. Halle un
punto en esa semirrecta que esté a la distancia 7 de A.
Solucién:
(A) La semirrecta AB tiene origen el punto A y pasa por el punto B. Si P es un punto de esa
semirrecta, entonces P estd en el segmento AB o en su prolongacion, es decir, K p<b d b <p.
Todo eso es equivalente a la desigualdad a < p.



(B) En este caso la semirrecta AB parte de A y pasa por B. Luego, un punto Q de esa semirrecta tiene
coordenada q < 1. Por ultimo si U es un punto de la semirrecta AB'y AU =7, entonces u< 1y del
axioma 2 se tiene que | u-1 | =7. Por tanto, u = —6.

Definicion 1.6.

(A) Se llama razén entre dos segmentos AB y CD al cociente de sus tamafios.
(B) Se dice que las razones %,% son iguales y se escribe % = ge si ad = bc. Esta dltima igualdad se

Ilama producto en cruz.
(C) La igualdad de dos razones % = g se llama una proporcion y las cantidades se llaman términos. Las

cantidades a y d se llaman extremos y las cantidades b y c se llaman medios. El término d se llama
cuarta proporcional de los restantes términos.
(D) Se dice que el segmento de tamafio b es media proporcional entre los segmentos de tamafios a 'y ¢
si b’ = ac. En este caso la cantidad c se llama tercera proporcional entre a yb.
(E) Se dice que los segmentos de tamaifios a, b, ¢ son proporcionales a los segmentos de tamafios x, y, z
a b c

si a<b<c,x<y<zy — = — = -=k Elnimero k se llama la razén de proporcionalidad.
X ¥y z
(F) Se dice que los segmentos de tamafios a, b, ¢ son inversamente proporcionales a los segmentos de

tamafios X, y, z si ambas ternas estan ordenadas en orden contrario y a-:x = b-y = c-z.
(G) Se dice que el punto P divide internamente al segmento AB en la razén k > 0 si el punto P estd

AP
entre AyB,y —=k.
yb,y PR

(H) Se dice que el punto Q divide externamente al segmento AB en la razén k > 0 si Q estd en una de

AQ

las prolongaciones del segmento AB y _B =k.

(I) Se dice que los puntos P, Q son conjugados armoénicos respecto del segmento AB si lo dividen
interna y externamente en la misma razén. También se dice que Q es el conjugado arménico de P
respecto del segmento AB o que los segmentos AB y PQ son arménicos o que los puntos A, B, P,
Q forman una cuaterna armoénica.

Teorema 1.4. Sea AB un segmento.
(A) Si un punto P estd en la prolongacion del segmento AB, entonces ':—}BJ =k>1.

(B) Si un punto P estd en la prolongacién del segmento BA, entonces 4P = k<1
P p g g PB

(C) Si P es el punto de la recta AB tal que ?—; = k = 1, entonces P es el punto medio del segmento

AB.
Demostracion:
(A) Si P estd en la prolongacién del segmento AB, entonces a < b < p. De a < b al multiplicar por —1
se tiene que —a > —b y al sumar p se tiene que p — a > p — b, es decir, PA > PB. Al dividir entre

PB > 0 se tiene que ':—}BJ= k>1.
(B) Si P estd en la prolongacién del segmento BA, entonces p < a < b. Al restar p se obtiene que a — p
< b —p, es decir, AP < BP y al dividir por BP se ve que % =k<1

(C) De la hipétesis se ve que AP = PB, y del axioma se sigue que ‘p - a| = ‘b -p | De estas
igualdades se ven cuatro posibilidades: p—a=b-p,p—a=p-b,a—p=b-p,a—p=p-Db. El
segundo y tercer caso no pueden darse porque se tendria que a = b. En los otros dos casos se tiene

quep = a;—b lo que indica que P es el punto medio del segmento AB.



Problema 1.7. Sean A(0), B(180), P(120) Q(300).
(A) (Es Q el conjugado arménico de P respecto del segmento AB?
(B) Halle el conjugado arménico de P respecto del segmento AB.
(C) Halle el conjugado arménico de Q respecto del segmento AB.
(D) Halle el conjugado arménico de A respecto del segmento PQ.
(E) Halle el conjugado arménico de B respecto del segmento PQ..

Solucién:
A P B Q
0 120 180 300
(A) El punto P divide internamente al segmento AB en la razén AP _ 1200 _ 120 _ = 2. El punto Q
p g P

R PB  180-120 60
300-0 _ 300 _
divide externamente al segmento AB en la razén AQ _ =32 -5 Como estas dos
QB 300-180 120 2

razones no son iguales se ve que P y Q no son conjugados armdnicos respecto del segmento AB.
(B) A P B T
0 120 180 t

Ya que P divide internamente al segmento AB en la razén 2 su conjugado armodnico, que

llamaremos T, debe dividir externamente al segmento AB en la razén 2. Del teorema 1.4 se
AT _ 0 _ _t o
TB  t-180  t-180
despejar t se obtiene que t = 360. O sea, T(360) es el conjugado arménico de P respecto del
segmento AB.

deduce que T estd en la prolongacién del segmento AB. Luego, 2 =

.. (5 . -
(C) Como Q divide externamente al segmento AB en la razén 5 su conjugado arménico S lo debe
dividr internamente en esa misma razon.

A S B Q
0 S 180 300

, 5 _AS _ 50 900 900
Asi, ==—== = Al despejar s se obtiene que s = —. Luego, S(—) es el
2 SB 180-s  180-s’ 7 7

comjugado armoénico del punto Q respecto del segmento AB.

PA _ 120-0 _ 120
(D) El punto A divide externamente al segmento PQ en la razén — = =—
AQ  300-0 300

armoénico U debera dividirlo internamente en la misma razon.

A P U Q
0 120 u 300

= é Su conjugado

Teorema 1.5.
(A) En larecta AB existe un tinico punto que divide internamente al segmento AB en la razén k > 0.
(B) En larecta AB existe un tnico punto que divide externamente al segmento AB en larazénk >0y

k#1.
Demostracion:
a+bk a+bk __atbk—ak-a _ (b-a)k
(A) Sea P un punto de coordenada p = R Sevequep—a= 1 bs —bk ll)(“ . bk+1 >0
. . . a+ +b—a— —a
lo que indica que a < p. Por otro lado, se tiene que b—p=b - o ol gi 0 lo
—a

AP _ p-
que indica que p <b. Se ha demostrado que P estd entre A'y B. Ademis, = = E_; =L =

Si Z es otro punto que divide internamente al segmento AB en la razén k, entonces a<z <by

=k Luego = k y al despejar z se obtiene que z = a— lo que indica que los puntos Py Z

7B k+

coinciden porque tlenen las mismas coordenadas.



(B) Caso 1. O<k<l1
Definase el punto Q de coordenada q = al%tf. Asi,a—q=a- al__b]l( = a_all(:ierk = (bl__l)k > 0.
Luego, q < a lo que indica que Q estd en la prolongacién del segmento BA. Ademads, se cumple
(b—a)k

bk _ b-bk-a+bk u ﬂ _ a9 _ 1k _ L . L
queb-q=b- Tk Tk ik Por tanto, 9B = b—q = ll)_i = k. Por ultimo, si U estd
en la prolongacién del segmento BA y — =k, entonces k = y al despejar u se verifica que los
puntos Uy Q coinciden por tener las mlsmas coordenadas.
Caso 2. k>1
Definase el punto Q de coordenada q = — 2 Asi, qg-b= = Dkza-bltb _ u > 0lo que

k-1 k-1 k—
bk—a _ bk—a—ak+
indica que Q estd en la prolongacién del segmento AB. Ademds,q—a=q - k—1a = 2TaxTa

k-1
(b—a)k A (b—a)k
k—a1 . Luego, Q—g 2_—2 = {;:; = k. Por dltimo, si V estd en la prolongacién del segmento AB
k-1
AV
yk=- + 5 entonces se tiene que k = — y al despejar v se verifica que los puntos V y Q coinciden

por tener las mismas coordenadas.

De estos dos teoremas se desprende la siguiente propiedad importante: si P, Q son puntos en el interior

. AP
del segmento AB o en su exterior y PE = Q—g entonces los puntos P y Q coinciden.

Problema 1.8. Sean AB y PQ dos segmentos arménicos de razén k.

(A) Halle PQ

(B) Halle MN donde M y N son los puntos medios de los segmentos AB y PQ.
Solucién:

(A) Caso 1. O<k<l1
En el problema anterior se vié que la coordenada del punto P es %blk y la coordenada del punto
a—bk Por tanto. PO = __a+bk a-bk _ a+bk—ak-bk?’-ak-a+bk*+bk _ 2bk-2ak _ 2kd
Qes 1k - - or fanto, Q=p-q= k+1  1-k (k+1)(1-K) To1-k2 T 1-k2
donde d=b —a.
Caso 2. k>1
En este caso la coordenada de Q es %. Luego, PQ=q-p=
bk-a a+bk _ bk?+bk—ak-a—ak+a—-bk*+bk _ 2bk— 2ak _ 2k
T = T, = =5 donde d=b-a.
(B) Caso 1. O0<k<1
Q A P B

kd _ 2kd(1+K)
1-k2 = 2(1-K)(1+k)

MN:QM—QN:QA+AM—QN=AQ+%AB=%PQ=%+%—

d(1-k*)  2kid _ 2kd+2k®d+d-k?d—2kd _ k?d+d _ (K*+1)d
2(1-k?) 1-k?) 2(1-k2) T 2(1-k?) T 2(1-k?)

Caso 2. k>1
A P B Q




MN:AN—AM:AP+PN—AM=AP+% PQ—%AB:

kd kd d_ 2kd(k-1) 2kd  d(k*-1) _ 2k*d-2kd+2kd-dk*+d _ k?d+d _ (k*+1)d

k1 | k2-1 2 2(k+D(k-1) @ 2(k2-1)  2(k2-1) 2(k2-1) T 2(k2-1) | 2(k?-1)

Problema 1.9. Halle la razén k > 1 si AB, PQ son segmentos arménicos y PQ = 2AB.
Solucién:

2kd . o . L
Del problema #1.8(A) se ve que PQ = R Haciendo PQ = 2d y simplificando se obtiene la ecuacién
Lo .. . iy 145

cuadratica k> — k — 1 = 0 cuya tinica raiz positiva es k = +2\/_.

e . .. . . AB AP
Definicion 1.7. Se dice que el punto P divide al segmento AB en extrema y media razén si I = P’

DD e . . AB _ 1+\5

Teorema 1.6. Si P divide al segmento AB en extrema y media razén, entonces 7 = YT
Demostracion:

. AB _ AP+PB PB 1 1 . .
Se tiene que t = i P; =1+ T 1+m5=1+ - Al multiplicar por el nimero t resulta la

PB

s " 2 L. . .. 145
ecuacion cuadrética t° — T — 1 = 0 cuya unica solucidn positiva es T = —

Este nimero estd asociado a la belleza y se dice que la arquitectura de la antigua Grecia usé mucho este
nimero en sus construcciones. Los antiguos egipcios lo habian usado en la construccién de las pirdmides.
A través de la historia este niimero ha recibido las siguientes denominaciones:

Seccion aurea
Razo6n dorada
Numero dorado
Divina proporcion
Numero de Fidias
Proporcion aurea.

Definicion 1.8.
(A) Se llama angulo a la figura formada por dos semirrectas que tienen un mismo origen. El origen
comtun se llama vértice del angulo y las semirrectas se llaman lados del angulo.
(B) Un angulo se dice nulo o cero si sus lados coinciden.
(C) Un dngulo se dice llano si sus lados son semirrectas opuestas

B

A
O

En la figura izquierda se ha representado un angulo de vértice el punto O y de lados las semirrectas OA y

OB. En la figura central se ha representado un dngulo nulo de vértice O y de lados las semirrectas
coincidentes OA y OB. En la tercera figura se ha representado un dngulo llano de vértice O y de lados las
semirrectas opuestas OA y OB.
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Si AOB es un dngulo también se dird entonces que dicho dngulo esta comprendido o esta formado por
OA y OB, o que los lados OA y OB comprenden o forman el angulo.

Un angulo de vértice O y de lados OA, OB se denotard mediante la expresiéon "el dngulo AOB" o
mediante el simbolo “ZAOB”. El orden de las letras no importa a excepcién de la letra del vértice que va
en el centro. Cuando no haya confusion alguna se usard solo la letra del vértice para denotar al dngulo.

C

En la figura anterior las semirrectas OA, OB, OC forman los dngulos AOB, AOC y BOC. En este caso al
escribir “el dngulo O” crea confusion ya que ;a cudl de los tres dngulos se refiere?

B

A
e} i

En la figura anterior se han dibujado dos semirrectas OA y OB de origen O tales que OA = OB. Se puede
pensar que punto A “se movid hasta la posicidn del punto B manteniendo su distancia al vértice O”. Este
movimiento fisico puede hacerse de dos maneras, y solamente nos interesard cuando se hace en el sentido
contrario al de las agujas del reloj, que se llamara el sentido positivo de rotacion.

Los antiguos matemaéticos babilonios usaron los grados para medir los dngulos y, para ello, dividieron la
circunferencia en 360 angulos centrales iguales y, a cada uno de esos angulos se le asign6 la medida un
grado que se escribe 1°. En este libro las medidas de los dngulos estardn comprendidas entre 0° y 180°,
ambos inclusives.

Axioma 3. A cada semirrecta cuyo vértice es un punto fijo O se le asigna un tnico nimero real entre 0 y
180 inclusives tal que:
(A) A semirrectas distintas se le asignen ndimeros distintos
(B) Cada ntimero real entre 0 y 180 se le asigna a cada semirrecta
(C) Los nimeros van creciendo en el sentido positivo de rotacién.
(D) Si a una semirrecta se le asigna el nimero p, entonces a su semirrecta opuesta se le asignara el
nimero p + 180.
(E) Si a las semirrectas OA y OB se le asignan los nimeros a y b, entonces la medida del dngulo
AOB es igual al nimero no negativo | a—-b | ° donde el simbolo ° se lee “grados”.

60
B

40+ 180

C 0 A 40

En la figura anterior a las semirrectas OA y OB se le asignaron los ndmeros 40 y 60, y a la semirrecta OC,
opuesta de OA, se le asign6 el nimero 40 + 180 = 220. Por tanto, las medidas de los dngulos AOB, BOC
y AOC son, respectivamente, 60 — 40 = 20°, (40 + 180) — 60 = 160° y (40 + 180) — 40 = 180°.
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Se usard la palabra angulo para designar tanto a la figura geométrica como a su medida. Asimismo, la
notaciéon ZAOB o, simplemente £O denota tanto al dngulo de vértice O como a su medida.

Teorema 1.7.
(A) Un dngulo nulo mide 0°.
(B) Un 4ngulo llano mide 180°.
Demostracion:
(A) Si ZAOB es un 4dngulo nulo, entonces las semirrectas OA y OB coinciden. Por tanto, a cada una
de ellas se le asignara el mismo nimero y al restar ambos nimeros da cero.
(B) Si ZAOB es un 4ngulo llano, entonces las semirrectas OA y OB son opuestas. Si a la semirrecta
OA se le asigna el nimero p, entonces a la semirrecta OB que es su opuesta se le asignara el
ndmero p + 180 como se dijo antes. Luego, ZAOB = (p + 180) — p =180°.

Definicién 1.9. Sea ZAOB un dngulo.

(A) Se dice que la semirrecta OP esta entre las semirrectas OA y OB si el nimero asignado a OP estd
entre los numeros asignados a OA y a OB. También se dice que la semirrecta OP separa las
semirrectas OA y OB o que las semirrectas OA y OB estan en lados opuestos de la semirrecta
(0]

(B) Se dice que el punto P es un punto interior del dngulo si OP es una semirrecta que estd entre OA
y OB. El interior de un dngulo es el conjunto de sus puntos interiores.

(C) Un punto Q se llama punto exterior del dngulo si no esta en el dngulo ni es un punto interior.

(D) Un dngulo A se dice menor que un dngulo B, y se escribe A < B, si la medida de A es menor que

la medida de B.

(E) Un angulo A se dice igual a un dngulo B, y se escribe A = B, si la medida de A es igual a la
medida de B.

(F) Un angulo A se dice mayor que un dngulo B, y se escribe A > B, si la medida de A es mayor que
la medida de B.

(G) Una semirrecta OP se llama bisectriz del dngulo si lo separa en dos dngulos iguales.

(H) Dos 4ngulos se dicen contiguos o sucesivos si tienen el mismo vértice y un mismo lado que esta
entre los otros dos lados.

(D Dos dngulos son adyacentes si son contiguos y los lados no comunes son opuestos.

(J) Un 4ngulo se dice agudo si su medida es menor que 90°.

(K) Un angulo se dice recto si su medida es 90°.

(L) Un 4ngulo se dice obtuso si su medida es mayor que 90°.

(M)Dos 4ngulos se dicen complementarios si la suma de sus medidas es 90°’.

(N) Dos angulos se dicen suplementarios si la suma de sus medidas es 180°°.

Problema 1.10.
(A) A las semirrectas OA y OB del dngulo AOB se le asignaron los nimeros 30 y 120.
(a) ¢(Qué nimero habra que asignarle a su bisectriz OP?
(b) (Qué niimero habré que asignarle a una semirrecta OQ que estd entre OA y OB, y el dngulo
BOQ tenga una medida que sea cuatro veces la medida del dangulo AOQ?

(B) Si OP es la bisectriz del dangulo AOB, pruebe que la medida del dngulo AOB es la suma de las
medidas de los dngulos AOP y POB. Ademads, los angulos AOP y POB son menores que el
dngulo AOB.

(C) Halle un dngulo x si su suplemento es ocho veces su medida.

(D) Halle dos angulos suplementarios que sean proporcionales a los nimeros 3 y 6.

Solucién:
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(A)

60

(a) Sea p el nimero asignado a la bisectriz OP del dngulo AOB. Ya que ZAOP = ZBOP se sigue
del axioma 3 que 120 — p =p — 60. Al despejar p se obtiene que p = 75.

(b)
A
60
Se tiene que ZBOQ =4ZQOA, es decir, 120 — q = 4(q — 30). Al despejar q se ve que q = 48.
Luego, ZBOQ =120-48 =72°y ZQOA =48 — 30 =18°.
(B)

Si a, b, p son los nimeros asignados a las semirrectas OA, OB, OP, entonces ZAOP +

/POB = (p—a) + (p—-b) =b-a. Luego, 2p=a+byas1’p=a;r—b

(C) El suplemento de x es 180 — x y es igual a 8x, es decir 180 — x = 8x. Al despejar x se obtiene que

x =20°
(D) Dos dngulos suplementarios son x y 180 — x. Como son proporcionales a 3 y 6 se puede escribir
que g = 182_X y al despejar x se obtiene que x = 60°.

Teorema 1.8.
(A) Dos 4ngulos adyacentes son suplementarios.

(B) Si dos angulos adyacentes son iguales, entonces cada uno de ellos es un dngulo recto.

(C) Dos 4ngulos son iguales si y s6lo si sus dngulos complementarios son iguales.

(D) Dos dngulos son iguales si y sélo si sus dngulos suplementarios son iguales.
Demostracion: B

C 0 A

(A) Si ZAOB y ZBOC son adyacentes, entonces al ser ZAOC un dngulo llano se tiene que LZAOB +
ZBOC = 180°.

(B) Si ZAOB y ZBOC son angulos adyacentes e iguales se sigue de (A) que 2ZAAOB = 180°.
Luego, ZAOB = 90°.

(C) Los angulos x, y son iguales si y s6lo si x =y si y s6lo si —x = —y si y s6lo si 90° —x =90° — y.

(D) Sevequex=ysiysolosix=ysiysolosi—x=-ysiysoélosil80°—-x=180°-y.
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Problema 1.11. n m
En la figura a la derecha se han representado dos rectas m, n que cortan 8
y forman los dngulos que se han marcado con las letras griegas a, 3, J, y. ) o

(A) Pruebe que o + 3 + 6 + v = 360°. v

(B) Si uno de los cuatro dngulos es recto, entonces los demds son rectos.
(C) Si los cuatro angulos son iguales, entonces cada uno de ellos es recto.
Solucién:

(A) Los pares de angulos (a, B) y (3, y) son adyacentes. Del problema #1.14(C) se ve que o. + 3 =
180° y o + v = 180°. Al sumar ambas igualdades se obtiene el resultado deseado.

(B) Supodngase que o = 90°. De las igualdades o + = 180° y a0 + v = 180° se deduce que p =y =
90°. De la igualdad 3 + & = 180° se verifica que 6 = 90°.

(C) Al dividir 360° entre 4 resulta 90°.

Definicion 1.10.
(A) Se dice que dos rectas son perpendiculares u ortogonales si uno de los cuatro dngulos que
forman es recto. El punto comiin de ambas rectas se llama pie de la perpendicular.
(B) Se llama mediatriz de un segmento AB a la recta que es perpendicular a la recta AB y pasa por
el puno medio del segmento.
(C) Dos angulos se dicen opuestos por el vértice si tienen el mismo vértice y los lados de uno de los
angulos son las semirrectas opuestas de los lados del otro dngulo.

" :
90°“’—y m A B

P| M Y
X, y son dngulos opuestos
por el vértice

m, n son perpendiculares y P es su pie m es la mediatriz del
segmento AB

Teorema 1.9.
(A) La perpendicular a una recta en uno de sus puntos es tnica.
(B) Dos dngulos opuestos por el vértice son iguales.

Demostracion: D
(A) C

0)

Sea O un punto de la recta m situado entre los puntos A y B como se indica en la figura anterior.
Trace dos semirrectas OC y OD que no estén separadas por las semirrectas OA y OB. Si ZAOD =
90° = ZBOC, entonces las rectas OC y OD son perpendiculares a m. Luego, 180° = ZAOD +
ZCOD + ZBOC = 90° + ZCOD + 90°. Al simplificar se ve que ZCOD = 0° lo que muestra que
las rectas OC y OD coinciden. Por tanto, por O solo pasa una perpendicular a m.

(B)

X



14

Los dngulos x, y de la figura anterior son dngulos opuestos por el vértice. Los pares de dngulos
(x, 2), (¥, z) son angulos adyacentes. Por tanto, x + z=180° =y + z y al simplificar se ve que x = y.

Axioma 4. Un dngulo mide 180° si y sdlo si dicho dngulo es llano.
Problema 1.12. En el dibujo que sigue los puntos P, A, Q son puntos colineales y ZPAB = ZQAC,

entonces los puntos C, A, B son colineales. C
Solucién:

Se tiene que ZBAC = ZBAQ + ZQAC = ZBAQ + ZPAB = 180° y del axioma 4 se deduce el resultado.

Teorema 1.10.
(A) Las bisectrices de dos dngulos opuestos por el vértice son semirrectas opuestas.
(B) Las bisectrices de dos angulos adyacentes son perpendiculares.

Demostracion:
(A)

Sean AOB y COD dos angulos opuestos por el vértice. Sean OE y OF las bisectrices de esos
dngulos. Entonces del teorema 1.9(B) se ve que ZAOB = ZCOD y asi ZAOE =% ZAOB =
12 ZCOD = ZFOD. Del problema anterior se tiene que E, O, F son colineales.

(B)

Sean AOB y BOC dos angulos adyacentes de bisectrices OD y OE, respectivamente. Entonces
ZAOD = ZDOB =x, ZBOE = £ EOC = z. Pero, 2x + 2z = 180° y as{ ZDOE = x + z = 90°.

Definicion 1.11.
(A) Se llama proyeccion ortogonal de un punto P sobre una recta m a la interseccion de esa recta
con la perpendicular a ella por P.
(B) Se llama proyeccién ortogonal del segmento AB sobre una recta m al segmento determinado
por las proyecciones ortogonales de A y B sobre m.
(C) Se llama distancia de un punto P a una recta m a la distancia entre P y su proyeccién ortogonal
sobre m.
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>

A

1I3 C D

En la figura izquierda B es la proyeccién ortogonal del punto A sobre la recta m si y s6lo si AB es

perpendicular a m. En la figura a la derecha el segmento CD es la proyeccion ortogonal del segmento AB
sobre la recta m.

Problemas del capitulo 1.

M N

a

10.
11.

12.
13.

14.
15.
16.

17.

Si tres puntos no son colineales, entonces son distintos.

(Qué es una figura?

Si F 'y G son dos figuras, entonces la unién y la interseccion de ellas son figuras.

(Puedes dibujar 4 rectas que se corten en 5 puntos distintos?
Sean A, B, C tres puntos distintos situados en una recta m y sea D un punto que no estd en m.
(Cudntas rectas pasan por esos cuatro puntos? ;Cudles son esas rectas?
(Cudntas rectas distintas pasan por los puntos dados A 'y B?
En el ejemplo 1.5 vimos que por 1 punto pasan infinitas rectas. Del axioma 2 se desprende que
por 2 puntos distintos pasa una sola recta. ;Cudntas rectas pasan por 3 puntos distintos? ;Y por 4
puntos distintos?

Halle la distancia AB si (a) A(<5), BO) (b) A(m), B(—%) © AN2)BW3)

(@) Sean A, B, C, D cuatro puntos distintos de una recta colocados en ese mismo orden.
(Cudntos segmentos pueden formarse?
(b) Sean Ay, A,, ..., A, n puntos distintos de una recta colocados en ese mismo orden. ;Cudn-tos
segmentos pueden formarse?
Halle el punto C si A(4), B(-7), Bestdentre Ay C, AC=17.
Dos segmentos de tamaiios 3 y 6 estdn en una recta m de tal manera que la distancia entre sus
puntos medios es 4. ;Se cortan dichos segmentos?
Sean A y B dos puntos distintos. Describa la interseccion de las semirrectas AB y BA.
Sean A, B y C tres puntos colineales tales que AB =5y BC = 7. ;De cudntas maneras seré posi-
ble disponer de esos puntos?
Si B estd entre A y C, entonces C estd en la semirrecta AB.
De tres puntos colineales y distintos uno de ellos estd entre los otros dos.
La coordenada de M, punto medio de AB, es 5. Si la coordenada de A es mayor que la
coordenada de B y MB =9, ;cudles son las coordenadas de A 'y B?
Trace una recta horizontal m y trace en ella cuatro puntos distintos A, B, C y D en ese mismo
orden. Trace cuatro copias de la figura anterior y en cada una de ellas resalte una de las figuras
siguientes:
(a) el segmento AB
(b) el segmento DB
(©) la semirrecta AC
(d) la semirrecta DB



18.

19.

20.
21.
22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.
30.
31.

32.

33.

34.
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Sean A, B, P puntos colineales tales que AP = 8 y BP = 14. ;Serd posible decir qué punto esta
entre los otros dos?

(Qué relacion hay entre las coordenadas de un punto P y la de los puntos A y B si P es un punto
de la recta AB que no esta en el segmento AB?

Un punto P esté en la prolongacion del segmento AB siy s6lo sia<b <p.

La proposicién "Un punto P es punto medio del segmento AB si AP = BP" no define el punto
medio de un segmento. ;Por qué?

Sean A, B, C tres puntos colineales en ese mismo orden. Si las longitudes de los segmentos AB y
BC son dos niimeros primos consecutivos, distintos de 2, entonces la longitud del segmento AC
es el producto de tres enteros mayores que 1.

(a) Dados un segmento AB = 15 y un punto P a la derecha de A tal que AP = 5. Halle la razén en
que el punto P divide al segmento AB. ;Lo divide interna o externamente?

(b) Haga (a) si AP =15.

(c) Haga (a) si AP =55.

3
(a) Dado un segmento AB = 11 halle los puntos P y Q que dividan al segmento en la razén g .

(b) En (a) halle la minima longitud del segmento AB si todas las longitudes involucradas son
ndmeros enteros positivos.

Halle las posiciones de los puntos de triseccién del segmento AB = 12. Trisecar significa dividir
en tres partes iguales.

Sean A, B y C tres puntos de una recta y supdngase que C no estéd en el segmento AB, AB=8y
BC =4. Sean M, N y P los puntos medios de los segmentos AB, AC y BC. Los puntos medios de
los segmentos MN y AP coinciden, ;Cudl es la distancia de ese punto medio a A?

Divida un segmento de longitud d en n segmentos iguales usando n—1 puntos interiores al
segmento. Halle una férmula que permita determinar la razén en que cada uno de esos puntos
divide internamente al segmento. Haga este ejercicio sid=21yn="7.

Dividir un segmento de longitud 39 en tres partes tales que la razon de la primera parte a la

2 4
segunda sea 5 y la razén de la segunda a la tercera sea g .

Halle un punto C en la semirrecta AB tal que AB =6 y BC = 15. ;Es tnico?
Halle un punto C en la semirrecta AB tal que AB =15y AC=6.
Sean A, B, C, D cuatro puntos colineales en ese mismo orden.

(a) (Son CA y CD semirrectas opuestas?
(b) (Esté el punto C en la semirrecta BD?
(c) Determine la interseccién de las semirrectas CA y BD.

En cada caso haga —si es posible— un dibujo que ilustre la proposicién indicada.

(a) Bestientre Ay C,yCestdentre AyD.

(b) A, B, C, D son cuatro puntos colineales, A esta entre C y D y D estd entre A y B.

Sean O, A, B, C, D cinco puntos de una recta m en ese mismo orden. Si OA=1,0B=3,0C=5
y OD =7, M y N son los puntos medios de los segmentos AB y CD y U es el punto medio del
segmento MN. Halle OU.

Sean O, A y B tres puntos de una recta en ese mismo orden tal que OA =4 y OB = 10. Calcule
AB y OM donde M es el punto medio del segmento AB.
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Sean A, B, C, D cuatro puntos de una recta m en ese mismo orden de modo que AB=5,BC=1y

PA 5
CD = 3. Considérese un punto P de m que no esté en el segmento ACy — = E y un punto Q

PC

B 5
de m entre B y C tal que % = g Si M y N son los puntos medios de los segmentos AB y CD,

) QM

evaliense las razones — y——.
PN~ QN

Sean A, B, C, D, E cinco puntos situados en una recta m en ese mismo orden. Sean 3, —-1,5,0y 1
sus coordenadas aunque no en ese mismo orden. Haga un dibujo y coloque correctamente las
coordenadas. ;Cudl es el nombre del origen de coordenadas? ;Cuanto mide AE?
Sean A(1), B(5), C(5/2) y D(8) cuatro puntos de una recta m. ;Son C y D los conjugados
arménicos de A y B? En caso de una respuesta negativa halle el conjugado arménico de C res-
pectode Ay B.
Colocar dos segmentos de longitudes dadas en una recta de modo que dichos segmentos sean
armoénicos.

2BX _ % N Q_X

AP AQ
Si M, A, P, Q son colineales y MA? = MPeMQ), entonces el simétrico de A con respecto a M
coincide con el conjugado arménico de A respecto de Py Q.

Si A, B, P, Q es una cuaterna arménica y M es el punto medio del segmento AB, entonces MP?
+MQ? = PQ* + 2MA?

Si A, B, P, Q es una cuaterna arménica y X estd a la derecha de B, entonces

1 1 1
PAePB QAeQB MA «MB

Si A, B, P, Q es una cuaterna armdnica, entonces donde M

es el punto medio del segmento AB.

Sea n un entero positivo. Dado un segmento AB = d, ;es siempre posible hallar dos conjugados
armoénicos Py Q respecto de AB tales que PQ = neAB?

Si A(0), B(72), C es el punto medio del segmento AB, P(27) y Q(30) evalde las razones

PA A
—y Q— . Halle los conjugados arménicos de P y Q respecto de A y B.
PC " QC

Sean A y B dos puntos de una recta m tales que AB = 4. Sean P y Q puntos de m de modo que

PA A 3
= Q— = E Calcule PA, PB, QA y QB. Si O es el punto medio del segmento AB, entonces

PB QB
OPeOQ = OA”.
- . . 1 1 2
Si A, B, P, Q es una cuaterna armonica de razén k, entonces — + —— = ——.
AP AQ AB
Si el punto P divide internamente al segmento AB en la razén t, el punto Q lo divide
1 1 2
externamente en la razén s y — 4+ —— = ——, entonces t = s.
AP AQ AB

Si A, B, P, Q forman una cuaterna arménica de razén k, entonces MPeMQ = AM? donde M es el
punto medio del segmento AB.
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Si M es el punto medio del segmento AB, P es un punto del segmento AB, Q es un punto de la
prolongacién del segmento AB y MPeMQ = AM?, entonces A, B, P, Q forman una cuaterna
armonica.

Si A, B, P, Q forman una cuaterna armdnica de razén k y N es el punto medio del segmento PQ,
entonces N divide externamente al segmento AB en la razén k>.

Supéngase que A, B, P, Q forman una cuaterna armonica de razén k, y M y N son los puntos
medios de AB y PQ. Halle la distancia MN.

(Cuantos dngulos no llanos forman tres rectas concurrentes?
Cuatro semirrectas consecutivas OA, OB, OC, OD forman los dngulos X, y, u, v de modo que v
=y =2x yu = 3x. Halle cada uno de esos dngulos.
Halle los dngulos x, u, y, v que forman las cuatro semirrectas consecutivas OA, OB, OC, OD si
son proporcionales a los nimeros 1, 2, 3, 4.
En la figura a la derecha D87 P C 60
(a) Calcule las medidas de los dngulos AOB, 4
(b) BOCyCOD.
(¢) SiOP es labisectriz de del angulo COD, ;qué
nimero le corresponderd a esa semirrecta?

(d) (Esla semirrecta OB bisectriz del angulo AOC?

(e) (Estd OB entre las semirrectas OA y OP?
Six =68%y=145° z=32° yu=118°. Halle los complementos y suplementos de esos angulos.
Calcule la suma de los 4 dngulos.
Se dan dos 4ngulos contiguos. Entonces el dngulo formado por sus bisectrices es igual a la
semisuma de los dngulos dados. ;Cudl es el dngulo de las bisectrices si los dngulos son
complementarios? ;y si son suplementarios?
(Cudntos pares de dngulos opuestos por el vértice se forman al cortarse dos rectas? ;y tres rectas?
Si los dngulos BAD y DAC miden 65° y 32°, ;cudnto mide CAB?
Considérese un dngulo XOY. Si OX es la bisectriz de un dngulo AOB y OY es la bisectriz de un
dngulo COD, entonces los dngulos AOC y BOD son suplementarios.
Cinco semirrectas de origen O forman cinco dngulos contiguos que son proporcionales a los
nimeros 2, 3, 4, 5 y 6. Halle esos angulos.
Las cuatro semirrectas OA, OB, OC, OD forman los dngulos consecutivos AOB, BOC, COD.
Supdngase que OA y OD son semirrectas opuestas y que el dangulo BOC mide 120°. Calcule la
suma de los dngulos OAB y COD y el angulo formado por las bisectrices de AOB y COD.
(Qué angulo forma el minutero de un reloj si va desde las 3y 17 alas 3y 25. ;Desde las3y 17 a
las 3y 557
Dos rectas que se cortan forman un dngulo de 36°. Halle las medidas de los otros tres dngulos.
El minutero esta a las 3 y 15. ;Qué hora marcara si recorre un dngulo de 72°?
Un 4ngulo es agudo si y sdlo si su suplementario es obtuso.
Si las bisectrices de dos dngulos contiguos son perpendiculares, entonces dichos dngulos son
adyacentes.
Todo 4dngulo menor que un agudo es agudo.
Todo dngulo que es mayor que un obtuso es obtuso.
(Qué puede decirse de un dngulo menor que un obtuso?
Dos angulos consecutivos suman 100°, ;cudl es el dngulo de sus bisectrices?
Halle x si su complemento es 2x.
(Qué dngulo es igual al doble de su complemento?
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Cinco semirrectas consecutivas OA, OB, OC, OD, OE forman cinco dngulos contiguos X, y, z, u,
v. Calcular dichos dngulos si los cuatro primeros estdn entre si en la razén 1, 2, 3, 4 y OD
coincide con la bisectriz del 4angulo AOB = x.

Halle dos dngulos cuya suma sea 90° y su diferencia sea 10°.

Halle dos dangulos suplementarios cuya diferencia sea 140°.

Halle dos angulos suplementarios si uno es 20 mayor que el otro.

Halle el 4ngulo que es igual a su complemento.
(Cudl es el angulo si su suplemento es 30 mas que dos veces su complemento?
Desde un punto O de una recta XY se trazan dos semirrectas OA y OB del mismo lado de XY, y
las bisectrices de los dngulos XOA, AOA y BOY. Halle los dngulos si la bisectriz de AOB es
perpendicular a XY y las bisectrices de los dngulos externos forman 100°.
La diferencia de dos dngulos consecutivos es 90°. Halle el dngulo entre sus bisectrices.
Una antigua unidad de medida de angulos es el “signo” que viene de la astrologia donde 12
signos son equivalentes a 360°.
(a) ¢(Cuantos grados tiene un signo?
(b) (Cuantos grados tiene el complemento de un signo?
(c) (Cuantos grados tiene el suplemento de un signo?
(d) ¢(De dénde habra salido el nombre de “signo’?
El suplemento de un dngulo dado es ocho veces el dngulo. Halle dicho angulo.
Halle dos dngulos suplementarios que sean proporcionales a 3 y 6.
Si dos rectas que se cortan no son perpendiculares, entonces uno de los dngulos que se forma es
agudo y el otro es obtuso.
En la figura a la derecha X, O, Y son puntos colineales B S A
y OP, OS, OQ son las bisectrices de los dngulos XOA,
OB, BOY. Calcule todos los dngulos que se forman Q
si la recta OS es perpendicular a la recta XY y la suma
de los dngulos XOA y QOY es 120°. %
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Capitulo 2. Los triangulos.

Definicién 2.1.

(A) Un triangulo es la figura formada por tres puntos no colineales. A cada uno de esos puntos se
llama vértice del tridngulo. El segmento que une dos vértices se llama lado del tridngulo.

(B) El angulo formado por dos semirrectas que parten de un vértice de un tridngulo y contienen a dos
de sus lados se llama angulo del tridngulo. Un dngulo de un tridngulo cuyo vértice no es extremo
de un lado se llama angulo opuesto a ese lado. También se dice que el lado es opuesto a ese
angulo.

(C) Un dngulo adyacente a un angulo de un tridngulo se llama angulo exterior a ese tridngulo.

(D) Un punto se dice interior a un tridngulo si es interior a cada uno de los dngulos del tridngulo.

(E) Un punto se dice exterior a un tridngulo si es exterior a de los dngulos del triangulo.

(F) Un punto de Menelao de un lado de un tridngulo es un punto de la recta que contiene a ese lado
y no es vértice del tridngulo. Se llama ceviana de un vértice de un tridngulo al segmento
determinado por ese vértice y un punto de Menelao del lado opuesto. Este tltimo punto se llama
pie de la ceviana. Una ceviana se dice interior o exterior segiin que su pie sea un punto interior o
exterior al lado.

(G) Un triangulo se dice isésceles si tiene dos lados iguales. En este caso el otro lado se llama base y
su dngulo opuesto se llama angulo vertical.

(H) Un tridngulo se dice equilatero si tiene sus tres lados iguales.

(D Un tridngulo se dice escaleno si no es isésceles.

(J) Un tridngulo dicese acutangulo si sus dngulos son agudos.

(K) Un tridngulo dicese obtusangulo si tiene un dngulo obtuso.

(L) Un tridangulo dicese rectangulo si tiene un angulo recto. Los lados que forman el angulo recto se
Ilaman catetos y el tercer lado se llama hipotenusa.

(M)EI segmento que une un vértice de un tridngulo con el punto medio del lado opuesto se llama
mediana de ese lado. También se llama mediana a la longitud de ese segmento.

(N) EI segmento que une un vértice de un tridngulo con su proyeccién ortogonal sobre la recta que
contiene al lado opuesto se llama altura de ese lado. También se llama altura a la longitud de
ese segmento.

(O) La parte de la bisectriz de un dngulo de un tridngulo comprendida entre su vértice y el lado
opuesto se llama bisectriz de ese angulo. También se llama bisectriz al tamafio de ese segmento.

(P) La suma de las longitudes de los lados de un tridngulo se llama perimetro del tridngulo. A la
mitad de esa longitud se llama semiperimetro.

B & C
En la figura a la derecha hay un tridngulo de vértices A, B, C. Sus lados son BC =a, AC=b, AB =c. Su
perimetro es 2s = a + b + ¢ y su semiperimetro es s.
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La palabra semejante, de acuerdo con la cuarta acepcién que aparece en la vigésima primera edicidn del
Diccionario de la Lengua Espafiola, “dicese de dos figuras distintas solo por el tamafio y cuyas partes
guardan todas respectivamente la misma proporcion”. Luego, se dice que “una semejanza es la cualidad
de ser semejantes”.

En la definicion 1 del Libro sexto de los Elementos de Euclides, escrito unos 300 afios antes de Cristo, se
lee: “Figuras rectilineas semejantes son las que tienen los dngulos iguales uno a uno y proporcionales
los lados que comprenden los angulos iguales”.

En la proposicion 4 del mismo libro se lee: “En los triangulos equiangulos, los lados que comprenden los
angulos iguales son proporcionales y los lados que subtienden los 4ngulos iguales son correspondientes”.

En la proposicion 5 se lee: “Si dos triangulos tienen sus lados proporcionales, los tridngulos seran
equidngulos y tendrdn iguales los angulos a los que subtienden los lados correspondientes”.

En la proposicion 6 se lee: “Si dos triangulo tienen un angulo (del uno) igual a un angulo (del otro) y
tienen proporcionales los lados que comprenden los dngulos iguales, los tridngulos serdn equiangulos y
tendran iguales los dngulos a los que subtienden los lados correspondientes”.

En 1932 apareci6 en el volumen 33 de los Annals de Mathematics el articulo titulado “Un conjunto de
postulados para la Geometria Plana basada en la Regla Graduada y el Transportador”, escrito por el
matemadtico norteamericano George David Birkhoff. Alli se elige la proposicién 6 como su axioma
ndmero cinco, y las proposiciones 4 y 5 se demuestran a partir de alli. En estas notas se aceptard ese
articulo y se escribirdn los tres criterios sin demostracién. Para ver una demostracién de los criterios 1éase
nuestro texto [DDC1] en la bibliografia.

Una correspondencia biunivoca entre dos tridngulos es una funcién que asigna a cada vértice de un
tridngulo un dnico vértice del otro tridngulo, llamado su imagen, tal que a vértices distintos se le asignan
imagenes distintas. Un par de puntos formado por un vértice y su imagen se llaman vértices correspon-
dientes. Dos dngulos se dicen correspondientes si sus vértices forman un par de vértices correspondien-
tes. Dos lados se dicen correspondientes si sus dngulos opuestos son dngulos correspondientes.

Se escribird ABC<DEF para indicar la correspondencia biunivoca entre los tridngulos ABC y DEF si las
imdgenes de A, B, C son, respectivamente, D, E, F.

Definicion 2.2. Una semejanza entre dos tridngulos es una correspondencia biunivoca entre sus vértices
tal que cada par de angulos correspondientes son iguales y los lados correspondientes son proporcionales.
El factor de proporcionalidad de los lados correspondientes se llama la razén de semejanza. Dos
tridngulos son semejantes si existe una semejanza entre ellos. Una congruencia es una semejanza de
raz6én uno. Dos tridngulos son congruentes si existe una congruencia entre ellos.

Se escribird ABC ~ DEF para indicar que los tridngulos ABC y DEF son semejantes donde ABC <> DEF,
ABDE=ACDF=BCEF. Se escribe ABC = DEF para indicar que los tridngulos ABC y DEF son
congruentes donde ABC «<» DEF, A=D,B=E,C=Fy AB =DE, AC =DF, BC =EF.
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Primer criterio de semejanza: Si un dngulo de un tridngulo es igual a un dngulo de otro tridngulo y los
lados que forman dichos dngulos son proporcionales, entonces ambos tridngulos son semejantes.

Este primer criterio de semejanza es nuestro quinto y dltimo axioma de la geometria plana.

Segundo criterio de semejanza: Si dos dngulos de un tridngulo son iguales a dos dngulos de otro
tridngulo, entonces ambos tridngulos son semejantes.

Tercer criterio de semejanza: Si los lados de un tridngulo son proporcionales a los dngulos de otro
tridngulo, entonces ambos tridngulos son semejantes.

Lo importante de una semejanza entre tridngulos es su escritura. Daremos a continuacién tres ejemplos
para mostrar un método que uso para escribir la semejanza de tridngulos para cada criterio

L ~

Ejemplo 2.1. En los tridangulos ABC y KLN indicados en la figura A

anexa se tiene que A = 40°, AB = 20, AC = 15, N =40°, LN =4, v
KN = 3. Pruebe que ambos triangulos son semejantes, escriba K

la semejanza y obtenga las relaciones entre los dngulos y lados c

no conocidos.
Solucién:

Lo primero que se nota es que los dngulos A y K miden lo mismo. Los lados que forman el dngulo A
ABLN=ACKN=5. Del primer criterio de semejanza se deduce que esos dos tridngulos son semejantes.
(Como se escribe la semejanza? Colocamos ABC ~ _ _ _ donde en cada rayita hay que colocar las
imagenes de A, B, C, respectivamente. Como A = N = 40° la imagen de A es N y quedara ABC ~N _ _
Como no hay més angulos iguales se recurren a las proporciones. En la proporcién AB va con LN. El
angulo opuesto al lado AB es C y el opuesto a LN es K. Luego, la imagen de C es K y se escribe ABC ~
N _ K. La dltima letra que falta es L. Luego, se escribe ABC ~ NLK. De esta notacién se infiere que A =
ABLN=ACKN=[]TKL=5. La razén de semejanza es 5 y ello indica que el lado BC es 5 veces el lado
KL.

Ejemplo 2.2. Supéngase que en la figura del ejemplo anterior se tiene que A = N = 40° y B = K = 50°.
(Son semejantes esos tridngulos? Escriba la semejanza y obtenga relaciones entre los dngulos y lados no
conocidos.

Solucidn:

Hay dos dngulos en el tridngulo ABC que son iguales a dos 4ngulos del triangulo KLN. Del segundo
criterio de semejanza se tiene que ambos tridngulos son semejantes. Se escribe ABC ~ _ _ _ donde en
cada rayita hay que colocar las imdgenes de A, B, C, respectivamente. En este caso se conocen dos
angulos. Asf, la imagen de A es N y la imagen de B es K. Por tanto, ABC ~ NKL. De esta escritura se
ABNK=ACNL=[IKL.

ABKL=ACNL=[NK. ;Son semejantes esos tridngulos? Escriba la semejanza y obtenga relaciones
entre los dngulos y lados no conocidos.
Solucién:
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Como los lados del tridngulo ABC son proporcionales a los lados del tridngulo KLN se sigue del tercer
criterio de semejanza que ambos tridngulos son semejantes. Se escribe ABC ~_ _ _ donde en cada rayita
hay que colocar las imagenes de A, B, C, respectivamente. En este caso no se conocen relaciones entre
angulos por lo que recurrimos a las proporciones. Los dngulos opuestos a AB y KL son C y N, los
angulos opuestos a los lados ACX y NL son B y K, y los dngulos opuestos a los lados BC y NL son A y
L. Por tanto, la escritura es ABC ~ LKN. Por consiguiente, A=L,B=KyC=N.

Teorema 2.1. En un tridngulo is6sceles
(A) La bisectriz del dangulo vertical forma dos tridngulos rectidngulos congruentes.
(B) Los éngulos de la base son iguales.
(C) La bisectriz del angulo vertical coincide con la mediana y la altura de la base, y todos esos
segmentos estdn contenidos en la mediatriz de la base.
(D) Las alturas de los lados iguales son iguales.
(E) Las medianas de los lados iguales son iguales.
(F) Las bisectrices de los dngulos iguales son iguales.
Demostracion:
Sea ABC un tridngulo isésceles con AB = AC. Esto indica que A es el dngulo vertical y BC es su base.
(A) Si AU es la bisectriz del dngulo A, entonces
/ZBAU =a=ZCAU (%)
Ademds, se forman los tridngulos ABU y CAU.

A A
ﬁ B B C
U
B U U C

De la hipétesis se sigue que
IBAC=1UAl={
Del primer criterio de semejanza se obtiene que ABU ~ ACU. Ya que la razén de semejanza es

A

uno se ve que
ABU = ACU (*%*)
De (**) se deduce que el dngulo U del tridngulo ABU es igual al dngulo U del tridngulo ACU, y
como estos angulos son adyacentes se obtiene que ZAUB = 90° = ZAUC. Se ha probado que los
tridngulos ABU y ACU son congruentes y rectangulos.

(B) De (**) se ve que ZABU = ZACU que son los dngulos de la base.

(C) De (*¥*) se ve que BU = CU lo que indica que U es el punto medio de la base BC. Luego, AU es
la mediana de la base. Vimos en (A) que AU es perpendicular a la base BC. Luego, AU es la
altura de la base. Por tltimo, la recta AU es mediatriz de la base BC pues es perpendicular a ella y
pasa por su punto medio U.

D)

B C
U
Sean BE, CF las alturas de los lados iguales AC, AB. Entonces E = 90° = F. Ademas, de (B) se
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O000=0000=1 y asi BE = CF.
1270=12000=11. De (B) vimos que B = C. Por el primer criterio de semejanza se tiene que CBE ~
O000=1000=1y asi BE = CF.

(F)

Sean BE, CF las bisectrices deBos anéu oS iguales B, C. Entonces ZABE = a = ZCBE y ZACF
= o = ZBCF. Los tridngulos BEC y CFB tienen los dngulos comunes o y 2o y del segundo
HO00=0000=1 y se tiene que BE = CF.

Teorema 2.2.
(A) Si dos dngulos de un triangulo son iguales, entonces dicho tridngulo es is6sceles.
(B) Si la bisectriz de un dngulo de un tridngulo coincide con la altura del lado opuesto, entonces dicho
tridngulo es isdsceles.
(C) La perpendicular a la bisectriz de un angulo forma con sus lados un tridngulo isésceles.
(D) Si la bisectriz de un dngulo de un tridngulo coincide con la mediana del lado opuesto, entonces
dicho tridngulo es isdsceles.
(E) Si la altura de un lado de un tridngulo coincide con la mediana de ese mismo lado, entonces dicho
tridngulo es isdsceles.
Demostracion:

(A) A

B C
U

Supoéngase que B = C en el tridngulo ABC. Si AU es la bisectriz del angulo A, Entonces Z/BAU =
O000=0000=1y AB = AC.

(B) Supoéngase que AU es la bisectriz del angulo A en el tridngulo ABC y es altura del lado BC.
Entonces /BAU = a = ZCAU y ZBUA =90° = ZCUA. Del segundo criterio de semejanza se ve
OOO0=1000=1 y asi AB = AC.

(C) Basta ver que esa bisectriz es altura.

D)

Supdngase que AU es la bisectriz del dngulo A en el tridngulo ABC y es mediana del lado BC.
prolonguese la mediana AU hasta el punto P tal que AU = UP. Como BU = UC y ZAUB =
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ZPUC se sigue del primer criterio de semejanza que AUB ~ PUC. Luego, AB = PCy ZBAU =
ZCPU = o. Ya que en el tridngulo APC se tiene que =~ ZCAP = ZCPA por lo que AC = AP. De
la igualdad anterior se ve que AB = AC.

(E) Supoéngase que AU es la altura y mediana del lado BC del tridngulo ABC.
Entonces BU = UC y ZBUA =90° = ZCUA. Ya que AU = AU se sigue del primer
O000=0000=1 y asi AB = AC.

Teorema 2.3. Si dos puntos dividen interna o externamente a dos lados de un tridngulo en la misma
razén, entonces la recta que pasa por dichos puntos forma con esos lados un tridngulo semejante al dado.
Demostracion:

AFFB=AEEC=[] *)

Caso 1. El punto E estd entre A y C.

En este caso el punto F estard entre A y B. Al invertir en (*) se tiene que E E
FBAF=ECAE=1k. Al sumar 1 se ve que 00+ 7/=00+7/=100+1, o sea, B C
OO+0000=00+0000=0+10.  Luego, DOO0=000=k+1[]. Esta igualdad dice que los lados que forman el
dngulo A en los tridngulos ABC y AFE son proporcionales. Se tiene que ABC ~ AFE por el primer
OO00=0000=0000=k+1[.

Caso 2. El punto E esta en la prolongacion del lado AC. En este caso el punto F estara A
FBAF=ECAE=1k y asi
FBAF=1-ECAE=1-1k. Luego, AF-FBAF=AE-ECAE=1-Kkk, es decir, ABAF=ACAE= C
Esto indica que los lados que forman el dngulo A en los tridngulos ABC y AFE son pro
primer criterio de semejanza se obtiene que ABC ~ AFE, y se obtienen los mismos reﬁltados del caso E
anterior.

A

Caso 3. El punto E esta en la prolongacion del lado CA. Entonces el punto F estd en E F
AFFB=1-AEEC=1-k, o sea, A
ABFB=ACEC=1-k. Esto indica que los lados que forman el dngulo A en los tridngulos
ABC y AFE son proporcionales. Del primer criterio de semejanza se sigue que

C
HoO0=0000=0000=1-0. b

Teorema 2.4.
(A) El segmento que une los puntos medios de dos lados de un tridngulo es la mitad del tercer lado.
(B) Los puntos medios de los lados de un tridngulo forman cuatro tridngulos congruentes.
(C) La suma de los dngulos de un tridngulo es igual a dos rectos.
(D) Un angulo exterior a un tridngulo es la suma de los d&ngulos no adyacentes a él.
(E) Un 4ngulo exterior a un tridngulo es mayor que cada dngulo no adyacente a ¢l
Demostracion:
(A)

C

OOO0=1000=1. Del problema 2.3 se deduce que ABC ~ AFE. Luego, HIII=I1=2.
(B)
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Sean D, E, F los puntos medios de los lados BC, AC, AB del tridngulo ABC. Usando (A) se ve
que FE = BD = DC, FD = AE = EC, DE = BF = FA. Los cuatro tridngulos AFE, FBD, EDC, DEF
tienen sus lados iguales y del tercer criterio de semejanza se sigue que esos tridngulos son
semejantes. Como la razén de semejanza es uno dichos tridngulos son congruentes. Nétese que
esos cuatro tridngulos son semejantes al tridngulo inicial ABC.

(C) De AFE = DEF se ve que A =D = ZFDE. De BFD = DEC se sigue que B= ZEDC y Z/BDF =C.
Luego, A + B + C = ZFDE + ZEDC + ZBDF = 180° ya que forman un 4ngulo llano en el punto
D. A

D) i \
B X

C
Sea x un dngulo exterior al tridngulo ABC en el vértice C. Entonces A + B + C = 180° =x + C.

Al simplificar por C se ve que A + B = x.
(E) Bastaverque A+ B>AyA+B>B.

El teorema 2.4(C) es de tal importancia que no se menciona cuando se usa porque esta proposicién es
universal, y es conocida adn por las personas a las que no les gusta la matematica.

Definicion 1.3. El tridngulo cuyos vértices son los puntos medios de los lados de un tridngulo dado se
llama triangulo medial del dado.

Teorema 2.5.
(A) Ningtin d4ngulo de un tridngulo puede ser nulo o llano.
(B) Un tridngulo no puede tener mas de un dngulo recto.
(C) Un tridngulo no puede tener mas de un dngulo obtuso.
(D) Los dngulos iguales de un tridngulo is6sceles son agudos.
(E) Los 4ngulos no rectos de un tridngulo rectdngulo son complementarios y agudos.
Demostracion:
(A) Si en el triangulo ABC se tiene que A = 0° o A = 180°, entonces A, B, C son colineales y ABC no
forma triangulo.
(B) Si en el tridngulo ABC se tiene que A = B = 90°, entonces 90° + 90° + C = 180°. Luego, C = 0°
lo cual es absurdo por (A).
(O) Si en el tridngulo ABC se tiene que A > 90° y B > 90°, entonces A + B + C > 180° lo cual es
absurdo.
(D) Sea ABC un tridngulo isésceles con B = C. Entonces A + B + C = 180° y asi A + 2B = 180°. Por
tanto, 2B < 180° y al dividir por 2 se obtiene que B < 90°.
(E) Sea ABC un tridngulo rectangulo con C = 90°. Luego, A + B + 90° = 180° y asi A + B =90° lo
que indica que A y B son complementarios. Ademas, A< A +B=90°y B <A + B =90°.

Teorema 2.6.
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(A) Todo tridngulo equildtero es equiangular y cada dngulo mide 60°.

(B) Todo tridngulo equiangular es equilétero.

(C) Si un 4dngulo en tridngulo isésceles mide 60°, entonces dicho tridngulo es equildtero.

Demostracion:

(A) Si ABC es un tridngulo equilétero, entonces AB = AC = BC. Del problema 2.1(B) se sigue que
A =B =C. Luego, A + B+ C =180°, es decir, 3A =3B = 3C = 180° y al dividir entre 3 resulta
que A=B=C=60°.

(B) Si ABC es un tridngulo equiangular, entonces A = B = C. Del problema 2.2(A) se sigue que BC =
AC=AB.

(C) Sea ABC un tridngulo is6sceles de dngulo vertical A. S A = 60°, entonces hay que repartir 120°
entre dos dngulos iguales. Luego, A = B = C = 60° y de (B) se sigue que ABC es equilatero. Si
B = 60°, entonces C = 60° y se tendrd que A = 60° produciendo el mismo resultado.

Teorema 2.7. En un tridngulo rectingulo ABC con C = 90°
(A) La altura de la hipotenusa forma dos tridngulos rectingulos que son semejantes al tridngulo
inicial.
(B) Un cateto es media proporcional entre la hipotenusa y la proyeccién ortogonal del cateto sobre
ella.
(C) La altura de la hipotenusa es media proporcional entre los segmentos que el pie de esa altura
determina sobre la hipotenusa.
(D) La altura de la hipotenusa multiplicada por la hipotenusa es igual al producto de los catetos.
(E) La suma de los cuadrados de los catetos es igual al cuadrado de la hipotenusa.
(F) Si la suma de los cuadrados de dos lados de un tridngulo es igual al cuadrado del tercer lado,
entonces dicho tridngulo es rectdngulo.
Demostracion:

(A) Sea CX la altura de la hipotenusa AB y se forman los tridngulos rectangulos BCX y ACX.
Entonces ZCBX = ZACX =B, Z/ZBCX = ZCAX =Ay ZCXB = ZCXA = C =90°. Del segundo
criterio de semejanza se ve que ABC ~ CBX ~ ACX. Haciendo BC = a, AC =b, AB =c,
BX =n, AX =m, CX = h se obtiene

O0=04=0 (1)
0=00=02. 2)

(B) De (1) se tiene que a’=cn. De (2) se ve que b’ =cm.

(C) De (1) se ve que ha = bn y de (2) se ve que hb = ma. Al multiplicar miembro a miembro las dos
dltimas igualdades se obtiene abh® = abmn. Al simplificar por ab se tiene que h* = mn.

(D) De la primera proporcion de (1) se sigue que hc = ab.

(E) De (B) se tiene que a> + b*=cn +cm=c(n + m) = c-c =c’.
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(F) Sea ABC un tridngulo tal que AB* = AC” + BC’. Sea UVW un tridngulo rectdngulo en W tal que
UW = ACy VW = BC. De (D) se sigue que UW? + VW? = UV, Luego, AC* + BC>=UV>. De la
hipétesis se concluye que UV = AB. Esto quiere decir que los tridngulos ABC y UVW son
semejantes y como UVW es rectangulo se concluye que el tridngulo ABC es rectangulo.

Los teoremas 2.7(E) y 2.7(F) forman el Teorema de Pitagoras.
Teorema 2.8. Por un punto dado fuera de una recta dada pasa una y sélo una recta perpendicular a dicha

recta.
Demostracion:

Sea m una recta dada y sea P un punto dado fuera de m. Sean A y B dos puntos distintos de la recta m.

Trace por A la recta n, distinta de la recta AP, que forme con m el mismo angulo PAB. Sea Q el punto en
n tal que AP = AQ. El tridngulo APQ es is6sceles de dngulo vertical A y bisectriz m. Del problema 2.1(C)
se sigue que la recta PQ es perpendicular a m. Probemos ahora que dicha perpendicular es tinica.

/ \

Si por el punto P pasan dos perpendiculares a la recta m, entonces existiria un tridngulo con dos dngulos
rectos lo cual es absurdo.

Teorema 2.9.
(A) Existen rectas paralelas distintas.
(B) Por un punto pasa una tnica recta paralela a una recta dada.
(C) Dos rectas cortadas por una transversal son paralelas si y sélo si un par de dngulos alternos
internos son iguales.
(D) Dos rectas cortadas por una transversal son paralelas si y sélo si un par de éangulos
correspondientes son iguales.
(E) El segmento que une los puntos medios de dos lados de un tridngulo es paralelo al tercer lado.
(F) Si los lados de un tridngulo son paralelos a los lados de otro tridngulo, entonces ambos tridngulos
son semejantes.
Demostracion:

t
® e

Dos perpendiculares distintas a una recta m no pueden cortarse pues se tendria un tridngulo con
dos angulos rectos.

(B) pl__ n
Bl---A
m
Q
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Si el punto esta en la recta, entonces la Unica paralela a ella es ella misma. Supéngase ahora que P
Es un punto dado fuera de la recta m. Sea Q la proyecciéon ortogonal de P sobre m. La
perpendicular n a la recta PQ por P es paralela a m por (A). Sea s una recta cualquiera que pase
por P y sea A un punto en s distinto de P. Sea B la proyeccién ortogonal del punto A sobre la
UO00=0000. Ya que los dngulos B y Q son rectos se deduce del primer criterio de semejanza que
PBA ~ PBS. Luego, ZBPA = ZQPS lo que indica que el punto S estd en la recta s. Se ha probado
que cualquier recta distinta de n no es paralela a m porque la corta.

©)

y

.-P
m A /”
, B/x -y
I / -
t n B/ X
Sean m y n dos rectas cortadas por una transversal t, y sea X, y dngulos$talternos internos iguales.

Si m y n se cortan en un punto Q, entonces se forma el tridngulo ABQ donde x es un dngulo
exterior e y es un dngulo del tridngulo no adyacente a x. Del problema #2.4(E) se ve que X >y 0

x <y lo que contradice la hipétesis. Por tanto, m y n son paralelas. Reciprocamente, sea m y n
dos rectas paralelas cortadas por la transversal t en los puntos A y B, y sean x, y dos angulos
alternos internos. Trace por A una recta p que forme con t el d4ngulo x. Entonces por lo anterior p
es paralela a n y debe coincidir con m por (B).

(D) En la figura anterior izquierda los dngulos X, z son correspondientes. Ya que y = z, por ser
dngulos opuestos por el vértice, se ve que dngulos correspondientes iguales es lo mismo que
angulos alternos internos iguales. Use (C).

(E) Sean E y F son los puntos medios de los lados AC y AB de un tridngulo ABC. En el teorema
2.4(A) vimos que ABC ~ AFE. Luego, B = F y del teorema 2.9(D) se sigue que las rectas FE y
BC son paralelas.

(F)

C
F

Sean ABC y DEF dos triangulos tales que los pares de lados (AB, DE), (BC, EF), (AC, DF) sean
respectivamente paralelos. Entonces ZTAC = LTDF y ZTAB = ZTDE por ser dngulos corres-
pondientes. Al restar miembro a miembro ambas igualdades se ve que A = D. ademas, LZUCA =
ZUFD y ZUCB = ZUFE por ser dngulos correspondientes. Al restar miembro a miembro ambas
igualdades se ve que C = F. Al aplicar el segundo criterio de semejanza se ve que ABC ~ DEF.

Teorema 2.10
(A) Toda paralela a un lado de un tridngulo, que no pase por el vértice opuesto, corta los otros dos
lados en segmentos proporcionales.
(B) Si una recta corta dos lados de un tridngulo en segmentos proporcionales, entonces dicha recta es
paralela al tercer lado.
Demostracion:
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(A) Sea m una recta paralela al lado BC de un tridngulo ABC, que no pasa por A y corta los lados AB
y AC en los puntos F y E, respectivamente.
Caso 1. Eestdentre Ay C.
Como la recta m = EF es paralela al lado BC se sigue del problema 2.9(D)

A

que ZAFE = ZABC. Del segundo criterio de semejanza se ve que

0000=0000, es decir DO+HI000=00+000. O sea, B C
O000=7+0000. Por tanto, HOO0=00L E

Caso 2. A estaentre B y E.

Como la recta m = EF es paralela al lado BC se sigue del problema #9(C)

que ZEFA = ZABC. Del segundo criterio de semejanza se tiene que

O000=0000 B C
Caso 3. Bestdentre AyF.

Como la recta m = EF es paralela al lado BC se sigue del problema 2.9(C)
que ZEFA = ZABC. Del segundo criterio de semejanza se tiene que
OO00=0000, o sea, DO+0000=00+0000. Luego,

FAAB=EAAC. F E
UO00=0000. Debemos mostrar que la recta FE es paralela al lado BC.

Caso 1. Eestd entre Ay C.

Vea el dibujo del caso 1 del problema 2.10(A). Del problema 2.3 se deduce que AFE ~ ABC.
Luego, ZAFE = ZABC. Del problema 2.9(D) se ve que FE es paralela a BC.

Caso 2. A estientre ByF.

Vea el dibujo del caso 2 del problema 2.10(A). Del problema 2.3 se tiene que ABC ~ AFE.
Luego, ZABC = ZAFE. Del problema 2.9(C) se ve que EF y BC son paralelas.

Caso 3. Bestdentre Fy A.

Vea el dibujo del caso 3 del problema 2.10(A). Del problema 2.3 se tiene que ABC ~ AFE.
Luego, ZABC = ZAFE. Del problema 2.9(C) se ve que EF y BC son paralelas.

Este teorema recibe en ocasiones el nombre de Teorema de Thales.

Teorema 2.11.

(A) Si una paralela a un lado de un tridngulo corta a un lado en un punto que divide a ese lado en una
razon, entonces esa recta corta a otro lado del tridngulo en un punto que lo divide en la misma
razon.

(B) Si una paralela a un lado de un tridngulo corta a otro lado en su punto medio, entonces dicha recta
corta al tercer lado en su punto medio.

Demostracion:
AFFB=k. Si m corta al lado AC en el punto E, entonces del problema 2.10(A) se ve que
AFFB=AEEC.
(B) H4gase k=1 en (A).

Teorema 2.12.
(A) Una condicién necesaria y suficiente para que un tridngulo sea rectdangulo es que el punto medio
de un lado equidiste de los tres vértices.
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(B) Una condicién necesaria y suficiente para que un dngulo de un tridngulo rectdngulo mida 30° es
que el cateto opuesto a ese dngulo sea la mitad de la hipotenusa.
(C) Si P es un punto en el interior de un tridngulo ABC, entonces /BPC = ZABP + ZACP + A.
Demostracion:
(A)

Sea ABC un tridngulo rectangulo en C. Tracese una recta por C que forme con AC el dngulo A =
x hasta cortar la hipotenusa en el punto M. El tridngulo CMA es isésceles de base AC. Luego,
CM = MA. Sea B = z. Ademds, ZBCM = 90° — Zx = B. Por tanto, el tridngulo BCM es isésceles
de base BC y se tiene que BM = CM. Por tanto, BM = MA = CM y M es el punto medio de la
hipotenusa AB y equidista de los vértices. Reciprocamente, supdngase que M es el punto medio
de la hipotenusa AB. AL ser MA = MB = MC los tridngulos MCA y MCB son isésceles de bases
AC y BC. Luego, ZMCA = /MAC =xy ZMBC = ZMCB = z. Por tanto, 2x + 2z = 180° y al
dividir por 2 resulta que x + z = 90° y el tridngulo ABC es rectdngulo en C.

(B) Si se hace x = 30° en (A) se ve que z = 60° y el tridngulo BMC es equilatero por ser equiangular.
Luego, AB = AM + MB = 2BC. Reciprocamente, supdngase que 2BC = AB. De (A) se sigue que
AM = BM = CM. Luego, 2BC = AB = AM + MB = 2BM, o sea, BM = BC = CM y el tridngulo
BCM es equilétero. Por ende, z = 60° y asi x = 30°.

© A

Sean ZABP =x, ZACP =z, ZPBE 247 /PCBF
z + A. En los tridngulos ABBy PBC se tiene que A -iC(X +u)+(v+z)=a+u+ v=180°.
Simplificando por u + v se obtiene el resultado esperado.

WBPC = o. Se debe demostrar que o = x +

Teorema 2.13. En todo tridngulo
(A) A mayor lado se le opone un mayor angulo.
(B) A mayor dngulo se opone un mayor lado.
Demostracion:
(A)
X
B C
Sea ABC un tridngulo tal que AB > AC. Debe demostrarse que C > B. Como AB > AC se puede
hallar un punto P en el lado AB tal que AP + AC. Luego, el tridngulo APC es isdsceles de base
PC. Luego, ZAPC = x = ZACP. Pero, ZACP < C por ser P un punto en el interior del lado AB y
ZAPC > B por ser dngulo exterior al tridngulo PBC. Por la transitividad de la desigualdad se
verifica que C > B.
(B) Sea ABC un tridngulo tal que C > B. Debe demostrarse que AB > AC. Se cumple una y sélo una
de las siguientes posibilidades: AB = AC, AB < AC, AB > AC. En el primer caso se tendra que
C = B lo que contradice la hipétesis. En el segundo caso se ve de (A) que C < B lo que vuelve a

contradecir la hipétesis. En consecuencia, AB > AC
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Teorema 2.14. En un tridngulo la suma de las longitudes de dos lados es mayor que el tercer lado.

Demostracion: p

B . C
Sea ABC un tridngulo cualquiera. Sea P un punto en la prolongacion del lado BA tal que AP =b = AC.

Entonces el tridngulo ACP es isésceles de base CP y ZAPC = x = ZACP. En el tridngulo BCP se tiene
que ZBCP > x = ZBPC. Del problema anterior se sigue que BP > BC, es decir, b + ¢ > a.

Este teorema se llama la Desigualdad triangular.

Teorema 2.15.
(A) Un punto estd en la bisectriz de un dngulo si y sélo si el punto equidista de los lados del dngulo.
(B) Las bisectrices de los dngulos de un tridngulo se cortan en un punto.

Demostracion:
(A) >

Sea P un punto de la bisectriz OU del énguI%AOB y sean Q, S sus proyecciones ortogonales
sobre los lados OA, OB. Entonces ZPOS = ZPOQ y ZPSO = ZPQO = 90°. Del segundo criterio
HOOC=0000=0000. P oor tanto, PS = PQ y P equidista de los lados OA y OB. Reciprocamente, sea

P un punto que equidista de OA y OB. Esto quiere decir que PQ = PS donde Q, S son las
proyecciones ortogonales de P sobre OA y OB. Aplicando el teorema de Pitdgoras en los
tridngulos OSP, OQP se tiene que OQ* = OP” — PQ* = OP* — PS* = OS”. Luego, OQ = OS. Del
tercer criterio de semejanza se sigue que OSP ~ OQP. Por ende, Z/POS = ZPOQ lo que muestra
que el punto P estd en la bisectriz del 4angulo AOB.

(B)

Supongase que las bisectrid@s“detosdnguios By CeiCel triangulo ABC se cortan en un punto [ y
sean X, Y, Z las proyecciones ortogonales)ﬁe I sobre BC, AC, AB. De (A) se ve que IZ = IX
y XI=YI Luego, YI =Zly de (a) se deduce que la bisectriz  del dngulo A pasa por el punto L.

Definicion 2.4. El punto de interseccion de las de las bisectrices de los dangulos de un tridngulo se llama
incentro del tridngulo. La distancia del incentro a cada lado del tridngulo se llama inradio. Se llama
indiametro al doble del inradio.
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Teorema 2.16.
(A) Un punto estd en la mediatriz de un segmento si y sélo si el punto equidista de los extremos del

segmento.
(B) Las mediatrices de los lados de un tridngulo se cortan en un punto.
Demostracion:
(A) N
P
A B

Sea P un punto en la mediatriz del segmento AB. Entonces PM, donde M es el punto medio de
AB, es altura y mediana del tridngulo PAB. Luego, PA = PB y P equidista de los extremos A y B.
Reciprocamente, supéngase que el punto P equidista de los extremos Ay B del segmento AB, es
decir, PA = PB. Del teorema 2.1(C) se deduce que P estd en la mediatriz del segmento AB.

A

(B)

<O .-
\ -7
L-
-1
1
T
1

Sea O el corte de las mediatrices de los lados BC y AB. De (A) se tiene que OB = OC y OA =
OB. Luego, OA = OC y de (A) se deduce que O estd en la mediatriz del lado AC.

Definicion 2.5. El punto de interseccion de las mediatrices de los lados de un tridngulo se llama
circuncentro del tridngulo. La distancia del circuncentro a los vértices del tridngulo se llama
circunradio. Se llama circundiametro al doble del circunradio.

Teorema 2.17.
(A) El punto de corte de dos medianas de un tridngulo triseca a cada mediana.
(B) Las medianas de los lados de un tridngulo se cortan en un punto.
Demostracion: A
(A)

B C
D

Sea G el corte de las medianas AD, BE de los lados BC, AC de un tridngulo ABC. De los
teorema 2.10(B) y 2.4(A) se ve que DE es paralela a AB y vale su mitad. Del teorema 2.9(E) se
HOOO=0000=0000 y asi GB = 2EG y AG = 2DG. Esto indica que G triseca a AD y a BE.

B) A
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Sea H el corte de las medianas AD, CF. De (A) se deduce que H triseca a AD. Del teorema 1.5 se
deduce que H coincide con G porque ese punto de triseccion es Unico.

Definicién 2.6. El punto de interseccién de las medianas de los lados de un tridngulo se 1llama baricentro
o centro de gravedad del tridngulo.

Teorema 2.18.
Las alturas de los lados de un tridngulo se cortan en un punto.
Demostracion: W A A\

U

Sea AX la altura del lado BC del tridngulo ABC. Trace por cada vértice del tridngulo la paralela al lado
opuesto formando un nuevo tridngulo UVW. ZWBA = A 'y ZWAB = B por ser dngulos alternos internos
AUO="000. De alli se deduce que WA = BC. De manera andloga se tiene que ZACV = Ay LZCAV =C.
UO00=0000. Luego, AV = BC. Se ha visto que WA = AV. Por tanto, la altura AX es la mediatriz del
segmento WV. De manera andloga se muestra que las alturas del tridngulo ABC son las mediatrices del
tridngulo UVW y del teorema 2.16(B) se deduce que las alturas de un tridngulo se cortan en un punto.

Definicion 2.7. El punto de interseccion de las alturas de un triangulo se 1lama ortocentro.

Teorema 2.19. El teorema del coseno.
El cuadrado de un lado de un tridngulo cualquiera es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos
lados menos el doble producto de esos lados por el coseno del dngulo formado por esos dos lados. En un
tridngulo ABC se tiene que

a’=b’ + ¢’ — 2abcos A

b® = a’ + ¢’ — 2accos B

¢’ =a’ + b’ —2abcos C
Demostracion:

B

a X

Considérese el tridngulo ABC de altura AX = h, BX = m y XC = n.Aplicando el teorema de Pitdgoras a
los triangulos rectdngulos AXB, AXC se tiene que c* = m” + h%, b® = n® + h’. Restando ambas igualdades
se ve que -b*=m’—n*=(m-n)(m+n) =(m—n)a=(a—2n)a=a’— 2an. Por tanto, ¢* = a’ + b> —
[0y asf, n = b-cos C. Colocando este valor en la igualdad anterior se obtiene el resultado deseado: ¢* = a*
+b” — 2abcos C

Teorema 2.20. El teorema de Stewart.
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Si AX =d es una ceviana interior al lado BC de un tridngulo ABC, BX = m y XC = n, entonces se cumple
la igualdad b*m + ¢*n = a(d® + mn).
Demostracion:

Aplicando el teorema del coseno a los tridngulos ABX, ACX se tiene que ¢* = m* + d* — 2mdcos /BXA 'y
b> = n® + d* — 2ndcos ZCXA Nétese que ZBXA + ZCXA = 180° y cos ZBXA = —cos ZCXA. Al
multiplicar por n la primera igualdad anterior, multiplicar por m la segunda igualdad anterior y sumar se
obtiene ¢*n+b*m=m’n+d’n+n*m+d*m= dz(m +n)+mn(m+n) = d*a+ mna = a(d2 + mn).

Este teorema fue propuesto, sin demostracién, por Matthew Stewart (1717-1785). En 1751 fue
demostrado por Thomas Simpson (1710-1761); en 1780 por Leonhard Euler y en 1803 por Lazare
Nicolas Marguerite Carnot (1753—1823).

Teorema 2.21. Teorema de la charnela.

En dos tridngulos que tienen dos lados iguales, el tercer lado del primer tridngulo es mayor que el tercer
lado del segundo tridngulo si y sélo si el angulo opuesto al primero es mayor que el dngulo opuesto al
segundo.
Demostracion:

Sean ABC y DEF dos tridngulos tales que AB = DE, AC = DF. Si A > D, entonces debe demostrarse que
BC > EF. Trace por A una recta m que forme con AC el dngulo D y tome un punto P en m tal que AP =
UO00=0000. Luego, PC = EF. Sea M el corte de BC con la bisectriz del dangulo BAP. En los tridngulos
ABM y APM se ve que AB = AP, AM = AM, ZBAM = ZPAM. Del primer criterio de semejanza se
HO00=0000. Por tanto, BM = PM. De la desigualdad triangular se ve que EF = PC < CM + MP = CM +
MB = BC. Reciprocamente, sean ABC y DEF dos tridngulos tales que AB = DE, AC = DE y BC > EF. Si
HO00=000. Luego, BC = EF lo que contradice la hipdtesis. Si A < D, entonces de lo anterior se sigue que
BC < EF lo que vuelve a contradecir la hipétesis. Por consiguiente, A > D.

Teorema 2.22.

(A) El pie W de la bisectriz AW del dngulo A del tridngulo ABC divide internamente al lado opuesto
acb+c y WC =n = abb+c

(B) Si W divide internamente al lado BC del tridngulo ABC, entonces AU es la bisectriz del dngulo
A.

(C) Las bisectrices interior y exterior de un dngulo de un tridngulo son perpendiculares.

(D) El pie U de la bisectriz exterior AU del dngulo A del tridngulo ABC divide externamente al lado
o1, CU = 0007
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(E) Si U divide externamente al lado BC del tridngulo ABC, entonces AU es la bisectriz exterior del
dngulo A.

(F) La distancia de un vértice de un tridngulo a la proyeccion ortogonal del incentro sobre uno de los
lados que parten de ese vértice es igual al semiperimetro menos la longitud del lado opuesto a ese
vértice.

(G) El angulo interior que forman dos bisectrices de un tridngulo es igual a un 4dngulo recto
incrementado por la mitad del tercer dngulo del tridngulo.

(H) EI cuadrado de la bisectriz de un dngulo de un tridngulo es igual al producto de los lados que

forman el dngulo menos el producto de los segmentos determinados por la bisectriz sobre el
tercer lado.
Demostracion:

(A)

Prolongue el lado BA hasta el punto P tal que AP = b. El tridngulo PAC es isésceles y PA = AC =
by LZAPC = /PCA = x. Como A es angulo exterior al tridngulo ABC se tiene que A = 2x.
[0=00. Por tanto, mn=cb. Al sumar 1 en la igualdad anterior se obtiene [J+ =1+, o sea,
O0=0+00. Luego, WC = n=[00+Jy BW=m=a—n = ]+

(A) Supoéngase que W divide internamente al lado BC del tridngulo ABC en la razén de los lados que
parten de A. De (A) vemos que la bisectriz también divide internamente al lado opuesto en esa
misma razén. Del teorema 1.2(A) se deduce que AU es la bisectriz de A.

(B) Basta ver el teorema 1.5(B).

©

B

La bisectriz exterior AU del dngulo A del tridangulo ABC es perpendicular a la bisectriz AW de A.
Prolongue el lado BA hasta el punto P tal que AP = AC = b. Trace por C la perpendicular a AW
que cortard a AW en S y a AB en Q. El tridngulo AQC es isésceles ya que AS es bisectriz y
BQBC=QACU, es decir, c—ba=bCU y se ve que CU = [IIJ-]. Por otro lado, BU= a+ CU =
0000, Por consiguiente, BUCU=[b.

(D) Supdngase que U divide externamente al lado BC del tridngulo ABC en la razén de los lados que
parten de A. De (D) vemos que la bisectriz exterior también divide internamente al lado opuesto
en esa misma razon. Del teorema 1.5 se deduce que AU es la bisectriz exterior de A.

(E)
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Sean X, Y, Z las proyecciones ortogonales del incentro I del tridngulo ABC. Del teorema 2.15(A)
se tiene que IX = IY = IZ = r. Aplicando el teorema de Pitdgoras en los seis tridngulos
rectdngulos se ve que AZ> = AI’ — 172> = A — IY* = AY?, BZ* = BI’ - 17’ = BI’ - IX* = BX?,
CX?=CP-IX*= CP—1Y>=CY". De las tres igualdades se ve que AZ =AY =x, BZ=BX =y,
CX =CY =z. Luego, 2s =2x + 2y + 2z y al dividir por 2 se tiene que s =x +y + z. Pero, a +y

+2z,b=Xx+2z,¢c=x+y. Por tanto, de las dos dltinas igualdades se obtiene que x =s—a,y=s—b,

Z=S—C.

(F) )
B~ = C

Sea o el dngulo que forman las bisectrices Bl y CI de los dngulos B y C del tridngulo ABC. Del

teorema 2.12(C) se sigue que o = (1/2)B + (1/2)C + A = (1/2)(A + b + C) + (1/2)A = 90° +

(172)A.

(&)

W
La bisectriz AW = w, del angulo A del tridngulo ABC determina los segmentos BW =my WC =
n en el lado a. Aplicando el teorema de Stewart se tiene que a(w,” + mn) = b*>m + ¢*n. Usando el
000+ + ¢[00+ = abe, y al simplificar por a se obtiene que w,” + mn = bc y asi w,” = bc —
mn.

Teorema 2.23.

(A) El angulo que forman dos circunradios que llegan a dos vértices de un triangulo es igual al
doble del angulo del triangulo en el tercer vértice.

(B) El teorema del seno: Los lados de un tridngulo son proporcionales a los senos trigonomé-
tricos de sus angulos opuestos, y la razon de proporcionalidad es el circundiametro del
triangulo.

Demostracion:

(A)

El circuncentro O del triangulo AEC equidista de sus vértices. El circunradio es OA = OB =
OC = R. Del teorema 2.12(C) se deduce que /BQC=x+z+A=x+z+x+z=2(Xx+2)
=2A.

(B) Ya que el triangulo BOC es isésceles su altura OD es bisectriz y de (A) se tiene que Z/BOD =
BDOB=a/2R. Por tanto, se obtiene que [ [J=2R.

asen A=bsen B= csen C=2R

Teorema 2.24. Sean O el circuncentro de un tridngulo ABC, H su ortocentro y G su baricentro.
(A) Si D es el punto medio del lado BC, entonces AH = 20D
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(B) Los puntos O, G, H son colineales y GH = 20G.
(C) Si N es el punto medio del segmento OH, X es el pie de la altura de BC y K es el punto medio del
segmento AH, entonces ND = NX = NK = (1/2)R.
(D) Los puntos G y H son conjugados arménicos respecto del segmento ON.
Demostracion:

(A)

B C
D X
Sea E el punto medio del lado AC y sea Z el pie de la altura CZ. Entonces OD, AX son paralelas
por ser perpendiculares a BC; OE, CZ son paralelas por ser perpendiculares a AB; DE, AC son
paralelas y AC = 2DE por el teorema 2.4(A). Luego, DOE ~ AHC por tener sus lados
12=DEAC=DOAH. Por tanto, AH = 20D

(B) A
J/{H
Ol
B C
D X

Sea J el corte de la mediana AD y el segmento OH. Entonces DOJ ~ AHJ por tener sus lados
DAH=DJAJ. Por (A) se tiene que 12=DJAJ y asi AJ = 2DIJ. Esta igualdad indica que J es el
baricentro G del tridngulo ABC. Por ende, O, G, H son colineales y HG = 20G.

©) A

0| H
B " C
Sea N el punto medio del segmento @H. Pa recta DN corta la altura AX en punto K. Entonces
ONHN=DOKH=DNNK vy de alli se ve que DN = NK. Es decir, N es el punto medio de DK.
Pero, de (A) se tiene que KH = DO = (1/2)AH y se ve que K es el punto medio de AH. Ademas,
en el tridngulo rectdngulo DKX el punto medio N de la hipotenusa DK equidista de D, X, K. Asf,
ND = NX = NK. Por otro lado, al trazar OK se forman los tridngulos AOK, DOK y ZAKO =
/DOK por ser dngulos alternos internos entre las paralelas AK, DO cortadas por la transversal
OK. También se tiene que OD = AK y OK = OK. Del primer criterio de semejanza se sigue que
AODK=AKOD-=1. Por tanto, R = AO = DK = 2DN y asi DN = (1/2)R.
D)

o 2 G 1 N 3 H

OGGN=0OHHN=2.

Definicion 2.8.
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(A) El segmento que un vértice de un tridngulo con su ortocentro se llama segmento de Euler. El
punto medio de un segmento de Euler se llama punto de Euler. El tridngulo cuyos vértices son
los puntos de Euler de un tridngulo se 1llama triangulo de Euler.

(B) La recta que contiene al circuncentro, al baricentro y al ortocentro de un tridngulo se llama recta
de Euler de ese tridngulo.

Teorema 2.25.
(A) Las bisectrices exteriores de dos dngulos de un tridngulo se cortan en un punto de la bisectriz
interior del tercer angulo.
(B) La distancia de un vértice de un tridngulo a la proyeccién de un excentro del tridngulo sobre uno
de los lados que parten de ese vértice es igual al semiperimetro del tridngulo.
Demostracion: A
(A)

Supéngase que las bisectrices exteriores de los dngulos B y C del tridngulo ABC se cortan en un
punto I, y sean X,, Y,, Z, las proyecciones de I, sobre el lado BC. Del segundo criterio de
1.7 IB ZB
semejanza se ve que [,Z,B ~ ,X,B, L,Y,.C ~ [,X,C Asi, =— =—-2— =—— y al ser la segunda
X, LB XB
LY IC YC
22 =2 _=—2—ydeallise
1 X I[C X,.C

a a

a

raz6n uno se tiene que [,Z, = [, X, y BZ, = BX,, Andlogamente,

tiene que I,Y, = [LX,, CY, = CX,.Se observa que el punto I, equidista de los pares de rectas AB,
BC y BC, AC. Por tanto, I, equidista de las rectas AB y AC. Como los catetos 1,Y,, [,Z, son
iguales en los tridngulos rectangulos AY,l,, AZ,I, y la hipotenusa Al, es la misma se sigue del
teorema de Pitdgoras que AZ, = AY,. Del tercer criterio de semejanza se sigue que los tridngulos
AY.l,, AZ,], son semejantes de razén uno. Esto indica que los dngulos Z,Al, y Y,Al, son iguales
y el punto I, esté en la bisectriz del dngulo A.

(B) Se vi6 de (A) que AZ, = AY,, BX, =BZ,, CX, = CY,. Asi, 2AZ,=AZ, + AZ,= AZ,+ AY, =
AB+BZ,+ AC+CY,=AB +BX, + AC+CX,=AB + AC+ (BX,+CX,)=AB+ AC+BC=
2s. Al dividir por 2 se obtiene que AZ, = AY, =s.

Definicion 2.9. El punto de interseccion dado en el teorema anterior se llama excentro del lado opuesto al
dngulo de la bisectriz interior. La distancia del excentro a un lado y a las prolongaciones de los otros dos
lados se llama exradio.
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Los excentros de los lados a, b, ¢ se denotardn respectivamente mediante I,, I,, I. y sus exradios se
denotardn mediante r,, 1}, r.. Notese que r, es la distancia de I, al lado a y a las prolongaciones de los lados
by c.esdecir, [ X,=LY,=LZ,=r,.

Teorema 2.26.Los lados de un tridngulo son inversamente proporcionales a sus alturas.

Demostracion:

Y

B X C
Sean AX =h,, BY = h, las alturas de los lados a, b del tridngulo ABC. Se tiene que ZAXC = Z/BYCyc=

AXBY=ACBC. Luego, BC-AX = AC-BY, o sea, ah, = bh,. De manera andloga se demuestra que ah, =
bhy,.

Debido a las inundaciones anuales que ocurrian a la orillas del rio Nilo los antiguos egipcios tuvieron la
necesidad de medir las extensiones de sus tierras para poder reestablecer sus limites. De alli segura-mente
surgi6 la nocidn de area de figuras. Este término usualmente se toma como un término primitivo y sus
propiedades quedan determinadas mediante unos axiomas. Esto serd omitido en esta edicidn y se acepta
intuitivamente que el drea de una figura plana es un nimero no negativo que mide de alguna manera su
extension. Las dreas de un punto, de un segmento, de una semirrecta y de una recta son iguales a cero.

Si F es una figura, entonces su drea serd denotada mediante [F]. En el teorema anterior se vi6é que en el
tridngulo ABC se cumplen las igualdades aeh, = beh,, = ceh, lo que indica que el producto de un lado de
un tridngulo por su respectiva altura es constante. Los matematicos le asignaron como area del tridngulo a

. . 1
la mitad de esa constante, es decir,[ABC] = Sar h,

Definicion 2.10.
(A) Dos figuras planas se dicen equivalentes si tienen la misma 4rea.
12h,= 12h, == 12 h, se llama el area del tridangulo ABC.

En ocasiones por razones tipograficas la férmula anterior se escribe 2¢[ABC] =a e h,,

Teorema 2.27.

(A) El area de un tridngulo es el semi-producto de dos lados por el seno del angulo comprendido entre
ellos.

(B) Dos tridngulos congruentes tienen la misma area.

(C) Una ceviana en un tridngulo lo divide en dos tridngulos cuya suma de areas es igual al drea total
del tridngulo inicial.

(D) La razén de las areas de dos tridngulos que tienen la misma altura es igual a la razén de sus bases.

(E) Una mediana de un tridngulo lo divide en dos tridngulos equivalentes.

(F) El 4rea de un tridngulo es igual al producto de su semiperimetro por su inradio.

(G) El drea de un tridngulo es el producto de sus tres lados dividido por el doble del circunradio.

(H) La razén de las dreas de dos tridngulos semejantes es igual al cuadrado de la razén de semejanza.

(D EI area de un tridngulo es igual a un exradio de un lado por la diferencia entre el semiperimetro y
ese lado.
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Demostracion:

(A)

En la figura se tiene el tridngulo ABC de base BC = a y de altura AX = h,. En el tridngulo AXC

AX h
rectangulo en C se observa de la trigonometria que sen C = A_C = f . Al despejar h, se obtiene

que h, = besen C y al colocar este valor en la féormula del area se obtiene que [ABC] =

1
—aebesen C.
2
(B) Dos tridngulos congruentes tienen los mismos lados y las mismas alturas. Por tanto, tienen la
misma area. A
©
h
B D C

Si AD es una ceviana interior al lado BC de un tridngulo ABC, entonces se forman dos tridngulos
de bases BD y CD, y de la misma altura h. Por tanto, [ABC][ = BCeh = (BD + DC)eh = Bdeh +
DCeh = [BDA] + [DCA].

1
[ABD] EBD'h _BD

DAC 1CD.h CD

(D) Se tiene que

(E) Si AD es la mediana, entonces BD = DC y las bases son iguales y la altura es la misma. Por ende,
los triangulos ABC y ACD son equivalentes.

(F) Si I es el incentro del tridngulo ABC y r es su inradio, entonces se forman tres tridngulos cuyas
bases con lados del tridngulo y sus alturas son el inradio r. Por tanto, [ABC] = [BIC] + [CIA] +

[AIB]=Y2ar+ Y2br+ Y2cr== %(a+b+c)°r =ST.

C
(G) De (A) se sigue que [ABC] = %-a-bwenc y del teorema del seno se ve que sen C = E Por

anto, [ABC] = 22€ |
AR

(H) Si ABC y DEF son tridngulos semejantes, entonces A=D'y % = % =k. Asi,

1
[ABC] E'AB'AC~senA_ AB £_AB2 o
[DEH '
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M .

Sea I el incentro y sea I, excentro del tridngulo ABC. Sean X, Y, las proyecciones de I e I, sobre
la recta AC. Como los tridngulos AIX y ALY, son semejantes, por tener sus lados paralelos, se
IaYa

tendrd que % Ay Del teorema 2.22(F) se ve que AX = s — a, del teorema #2.25(B) se tiene

que AY,=sy LY, =r,. Ademds, IX = r. Colocando estos valores en la igualdad anterior se tiene
r T,
= -%. Por tanto, res = r,e(s—a). De (F) se sigue que el primer miembro de esta igualdad
s—a s
es el area del tridngulo ABC y [ABC] =r,e(s—a). De manera andloga se ve que [ABC] = r,e(s—b)
y [ABC] = r.o(s—).

que

Teorema 2.27.

2
(A) Las alturas de un triangulo ABC son: h, = —\/S(S —a)(s—b)(s—¢),
a

h, = z\/s(s—a)(s—b)(s—c) yhe= st(s—a)(s—b)(s—C) :
C

b
(B) El 4rea de un tridngulo ABC es [ABC] = +/s(s —a)(s —b)(s —c) .
Demostracion: A
(A)
b
¢ h,
n
B n C
X

Sea h, = AX la altura del lado a = BC del tridngulo ABC. En el tridngulo rectdngulo AXC se

tiene que cos C = E y asi n = becos C. Aplicando el teorema de Pitdgoras en el tridngulo

rectdngulo AXC se ve que b* = hi +n’. Por tanto, hi =b’—n’>=b’—b’ecos’ C= b*(1 —cos’C).

Se obtiene que ¢* = a> + b® — 2abecos C aplicando el teorema del coseno al tridngulo ABC Luego,
a’+b*—c , , ,

cos C = ——— . Sustituyendo este valor arriba se obtiene que

2ab

1-a2+b2- c224a2b2 = [124121124a2b2- a2+b2- c22 = 14a22ab2-a2+b2-c22 =
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14a22ab+a2+b2-c22ab—a2-b2+c2=

14a2a2+b2+2ab- c2c2-a2+b2-2ab =

14020H124120241412= 1412(a+ b+ c)(a+ b—c)(c+a—b)(c—a+ b).
Pero,2s=a+b+c,2(s—a)=—a+b+c,2(s—b)=a—-b+c, 2(s —c)=a+ b — c. Por tanto,
_ 4s(s  a)(s

1 b . .
hi = Fzs.Z(s ©)2(s b).2(s a) 5 )s_©) . Al extraer raices cuadradas se obtiene que
a a

2

h, = —\/ s(s—a)(s —b)(s —c¢) . Del mismo modo se obtienen las restantes alturas.
a

(B) Multiplicando por a y dividiendo por 2 en (A) se obtiene la férmula pedida.

La formula [ABC] = \/ s(s—a)(s—b)(s—c) se atribuye al matemadtico griego Herén de Alejandria,

quién vivi6 en el siglo I antes de Cristo. No obstante, algunos matematicos sostienen que esta férmula ya
era conocida por el gran matematico Arquimedes (ca. 287 —ca. 212 a.C.)

Teorema 2.28.

(A) Las cevianas AX, BY, CZ de un tridngulo ABC se cortan en un punto P si y s6lo si se cumple la
OO0 0000 o000=1.

(B) Los pies X, Y, Z DE Las cevianas AX,BY,CZ de un tridngulo ABC son colineales si y sélo si se
0000000 o000=1.
Demostracion:

(A)

Supdngase que las cevianas AX, BY, CZ del tridngulo ABC se cortan en un punto P. Trace una
recta por A paralela a BC hasta cortar a BP, CP en los puntos U, V. Entonces, AZV ~ BZC,
AUY ~ CBY, AVP ~ XCP, AUP ~ XVP por tener sus lados  paralelos. Luego,
AZZB=AVVC()
CYYA=UIIJ (2)
APPX=AVXC(3)
APPX=AUBX(4)
OOOOOOO0=AVAULID y ast
BXXC=AUAV 5)
OXCOOODOOOO=AUAVILOODOOO=000000000000= - 1. Reciprocamente, supdngase que  se
UO00 0000 40000=1 donde AX, BY, CZ son cevianas en el triangulo ABC.
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Supoéngase que las cevianas BY y CZ se cortan en un punto Q. Si AQ corta a BC en un punto T,
0000000 40000=1. Al comparar ambas igualdades se ve que BTTC=BXXC y del teorema
1.5(A) se sigue que los puntos X y T coinciden. Por tanto, AX, BY, CZ son concurrentes.

(B)

W A

X

C
Supoéngase que los pies X, Y, Z de las cevianas AX, BY, CZ estdn en una recta. Sean U, V, W las
proyecciones ortogonales de los vértices A, B, C del tridngulo sobre la recta XY. Entonces
AUZ ~BWZ, AUY ~CVY, CXV ~ BXW por tener sus lados paralelos. Por tanto,
AZ7ZB=AUBW (D
CYYA=CVAU )
OXC=BWCV (3)

0000 D000 O000=0000.0000.0000=1. Reciprocamente, supdéngase que las cevianas AX, BY, CZ

0000 000040000=1. Supongase que la recta YZ corta la recta bc en un punto J. De (B) se sigue

OO00 O00040000=1. Al comparar ambas relaciones se tiene que [[JXC=BJJC lo que indica que
los puntos X y J coinciden. Por tanto, los puntos X, Y, Z son colineales.

El teorema 2.28(A) da condiciones necesarias y suficientes para que tres cevianas de un tridngulo sean
concurrentes. Este resultado fue descubierto por el matemético italiano Giovanny Ceva (1647 — 1734) en
1678 y por eso se llama el Teorema de Ceva. El matematico Ceva también redescubrié y publicé el
teorema 2.28(B) que habia sido realizado por el matemadtico griego Menelao de Alejandria (ca.70 — ca.
130) que da condiciones necesarias y suficientes para que tres puntos en los lados de un tridngulo estén
alineados. Al teorema 2.28(B) se le 1lama el Teorema de Menelao.

Teorema 2.29
(A) Si AD = m,, BE = m,, CF = m, son las medianas de los lados a, b, ¢ del tridngulo ABC, entonces
b22+c22- a24=, m,’ = [122+0122-14, m} = [22+122-124
(B) Si AU = w,, BW = w,, CK = w, son las bisectrices de los angulos A, B, C del tridngulo ABC,
2b+cbcs(s— a), wy, = 2a+cacs(s—b), w, = 2b+cabs(s— ¢).

Demostracion:
(A)
B b C
wa2+BD-DC = b>BD + a>DC, es decir, awa2+012.12=122+122. Al despejar w,” se obtiene
lo buscado.

acb+c. .0+ = DD0H12-12000+H12 =
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bcb+c2b+c2—-a2 = beb+c2b+c+ab+c—a = bcb+c22s-2(s—a) = 4000O-)I+0)2. Al sacar raiz
cuadrada se obtiene lo deseado.

Problema 2.1. Sean D, E puntos interiores de Menelao de los lados AB, AC del tridngulo ABC tal que
ABC ~ ADE, AD =5, AE=6, BC=12, AB =15, C =60°. Calcule AC, DE y Z/DEA.

Solucién:
D /\ E

e

B C

De la semejanza de tridngulos se deducen
A=A,B=D,C=E *)
ABAD=ACAE=BCDE (*%)
La tercera igualdad de (*) dice que 60° = C = ZDEA. Usando los datos numéricos dados en (¥*) se tiene
155=AC6=12DE . Luego, AC = 18 y de = 4.

Problema 2.2. Sean ABC, DEF, PQS tres tridngulos. Probar
(A) ABC ~ ABC
(B) Si ABC ~ DEF, entonces DEF ~ ABC.
(C) Si ABC ~ DEF y DEF ~ PQS, entonces ABC ~ PQS.
Solucién:
ABAB=ACAC=BCBC. Luego, ABC ~ ABC.
ABDE=AC[I=BCEF=k. Luego, D = A, E =B, F=C, TIAB=[DAC=[BC=1ll. Por tanto,
DEF ~ ABC.
ABDE=ACDF=BCl, D =P, E = Q, F =S, DEPQ=[IPS=[IQS. De las igualdades de los
dngulos se tiene que A = P, B = Q, C = S. Multiplicando miembro a miembro las anteriores
ABPQ=ACPS=BClI. Por consiguiente, ABC ~ PQS.

Problema 2.3. En los tridngulos ABC, DEF se tiene que AB=6,BC=8,B=70°, DE=9,EF=12,E=
ACDF.
Solucién: D

12

Se tiene que B = E = 70°. Los lados que forman el dngulo B miden 6 y 9, y los lados que forman el

69=812=23 esos lados son proporcionales. Del primer criterio de semejanza se ve que ABC ~ DEF.
ACDF=ABDE=23.
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Problema 2.4. Sean C, D puntos que no estin en la recta AB tal que los segmentos AB, CD se cortan en
un punto P situados en sus interiores. Si AP = 3PB y CP = 3PD, pruebe que Z/PAC = Z/PBD, ZACP =
Z/BDPy AC =3BD.
Solucidn:

APUO=0TPD=3 Del primer criterio de semejanza se ve que APC ~ BPD. Luego, A=B,P=P,C =D,
APBP=ACBD=[J1J=3. La igualdad A = B significa Z/PAC = ZPBD, y la igualdad C = D significa
AC=3y asi AC =3BD.

Problema 2.5. En el tridngulo ABC se tiene que AB = 12, AC = 6, BC = 15. Se prolonga el lado BC
hasta un punto P tal que ZCAP=B =x. Halle CP=uy AP =v.
Solucidn:

En los tridngulos ABP, CAP se tiene que x = ZABP = ZCAP y ZAPB = ZAPC. Del segundo criterio de
ABCA=APCP=17, o sea, 126=[11=15+1. Por tanto, v=2uy 15 + u = 2v. Al resolver el sistema de
ecuaciones se obtiene CP=U=5Y AP=V =10.

Problema 2.6. Sean E, F puntos interiores de los lados AC, AB del tridngulo ABC tales que AF = 12,
HOBC.
Solucién:

AFFB=AEEC=4. Del teorema de Tiales se ve que Ias rect& FE, BC son paralelas. Luego, ZAFE =
ZABC por ser angulos correspondientes entre las paralelas FE, BC cortadas por la transversal AB. Por el
FEBC=AFAB=1212+3=45.

Problema 2.7.
(A) Luisa le dice a Nicolas: “Los angulos de un tridngulo miden 46°, 57°, 78°” Nicolas le dice:
“Tienes razén”. ;Qué piensa usted de esto?
(B) Halle los dngulos de un tridngulo si son proporcionales a los nimeros 2, 4, 9.
180°m, 71807],1809] donde m, n, p son enteros positivos.
Solucién
(A) Ambos mienten ya que 46° + 57° + 78° = 181° lo que contradice al teorema 2.4(C).
A2=[14=[19=t. Luego, A = 2t, B = 4t, C = 9t. Por tanto, se tiene que 180°=A + B + C =2t + 4t +
9t =15t, y asi t = 12. Se tiene que A =24°, B =48°, C = 108°.
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180°m+ 18071+18071=180°y al simplificar por 180° se ve que
Im+ /0+10=1 *)
Si uno de esos enteros es uno, entonces de (*) se ve que la suma de dos nimeros positivos es cero
lo cual es absurdo lo que indica que todos esos enteros son mayores que uno.
Caso 1. Supdngase que p =2
Im+ [[0=1-12=12y asi 2m + 2n = mn, es decir, mn —2m = 2n, y se ve que m(n —2) =2(n —2) +
4. Por tanto, (m — 2)(n — 2) = 4. Esto indica que m — 2 y n — 2 son enteros positivos factores de 4.
Las soluciones (m, n) son (6, 3), (4, 4) y (3, 6) produciendo los dngulos (60°, 30°, 90°), (45°, 45°,
90°) y (30°, 60°, 90°).
Caso 2. Supéngase que p > 2.
Sacando cuentas como se hizo en el caso anterior se obtiene la desigualdad (m — 2)(n — 2) < 4.
Las soluciones (m, n) son (3, 3), (3, 4), (4, 3), (5, 3), (3, 5) pero la tnica de ellas que hacen que p
sea entero en (*) es (3, 3) produciendo (60°, 60°, 60°).
Problema 2.8. En un tridngulo isésceles ABC de base BC se toma un punto K en la bisectriz del dngulo
A. Lasrectas BK, CK cortan AC, AB en los puntos U, V. Pruebe que BV = CU.
Solucién:

B
D C
Del teorema 2.1(C) se ve que AK corta a BC en su punto medio D y ZKDC= 90°. Como KD es mediana
y altura el tridngulo BDK es isdsceles de base BC. Del teorema 2,1(B) se tiene que B = C y LZKBC =
ZKCB. En el tridngulo BCU se tienen los dngulos ZKBC y C, y en el tridngulo CBV se tienen los
BCCB=BVCU y asi BV =CU.

Problema 2.9. Si dos tridngulos isésceles tienen iguales sus dngulos verticales y las medianas de sus
bases, entonces ambos tridngulos son congruentes.

Solucién: A D
] A\ ) E/K ;
M N

Sean ABC, DEF dos tridngulos isdsceles de bases BC, EF tales que A = D y AM = DN donde M, n son
los puntos medios de BC, EF. Del teorema 2.1(C) se ve que AM, DN son las bisectrices de los dngulos A,
D, y alturas de los lados BC, EF. Luego, ZABM =2 A=%D = ZEDN y ZBMA = ZEND. Del segundo
AMDN=ABDE. Por ende, AB = DE. Del segundo criterio de semejanza se deduce que ABC ~ DEF. Por
BBDE lo que indica que AB = DE. Por consiguiente, ABC = DEF.

Problema 2.10. Si M, N son los puntos medios de los lados AC, DF de los tridngulos ABC, DEF, AB =
DE, AC =DF y BM = EN, entonces ABC = DEF.

A D
A A
B C E F
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Solucién:

Se tiene que MC = ¥2 AC = %2 DF = NF. Del tercer criterio de semejanza se tiene que BMC ~ ENF.
BMEN=BCEF y asi BC = EFD. Usando este resultado con las dos primeras hipétesis se ve que ABC ~
ABDE vy se concluye que ABC = DEF.

Problema 2.11. El dngulo B en el tridngulo ABC es obtuso y AB > BC. Las bisectrices exteriores de los
dngulos A y B son iguales al lado AB. ;Cuanto vale el dngulo A?

Solucién:

Si AX, BY son las bisectrices exteriores de los dngulos A, B se tiene que ZXAB =90°-12 Ay LZBY =
Y2 /ZBC donde Z es un punto en la prolongacién del lado AB. Vea la figura que sigue. Ya que AX = BY
= AB se tiene que LZAXB = ZXBAyA=Y.As{, ZZBY = A+Y =2Ay ZZBC 2(2A) =4A. Enel
tridngulo AXB se ve que A + X + B = 180° y asi (90° — 12 A) + 2(4*) = 180°. Al despejar A se obtiene
que A =12°.

Problema 2.12. Dos edificios de 80 y 60 metros de altura estan situados uno en frente del otro. Se toman
dos cables y cada uno une el techo de un edificio con el pie del otro edificio. Ambos cables se cortan en
un punto P. ;A que altura del piso esta el punto P?

Solucién:

80
60

A X C
En la figura se han representado los edificios AB = 80 y CD = 60.Sea P el corte de BC, AD y sea X la
proyeccion ortogonal de P sobre el piso AC. Se tiene que AXP ~ ACD y CXP ~ CAB por tener sus lados

AX XP CX XP R . AX 80 204 4
paralelos. Luego, — =—y ——=—. Dividiendo ambas proporciones se ve que¢ ——=—=—"—=—.
AC 60° CA 80 CX 60 203 3
De aqui se ve que AX = 4t y CX = 3t para cierto nimero real t. Colocando estos valores en la primera
.y . XP . ‘o 240
proporciodn se obtiene =— vy al simplificar se ve que XP = —.
4t+3t 60 7

Problema 2.13. Halle el 4ngulo mayor del tridngulo ABC si A =20°y B = 30°.
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Solucidn:
Del teorema 2.4(C) se sigue que 20° + 30° + C = 180° y asi C = 130°. Como C es el dngulo mayor su lado
opuesto AB = c es su lado mayor de acuerdo al teorema 2.13(B).

Problema 2.14.
(A) En un tridngulo rectangulo la hipotenusa es el lado mayor.
(B) Toda ceviana interior a un tridngulo isésceles es menor que cualquiera de los lados iguales, y toda
ceviana exterior es mayor.
(C) El punto de una recta que estd mas cercano a un punto dado es su proyeccioén ortogonal sobre la
recta.
Solucién:
(A) La hipotenusa se opone al dngulo recto que es el mayor de los tres dngulos del tridngulo.
Apliquese el teorema 2.13(B). A
B)

B/~ Z>Y
Sean AX, BY cevianas interior y exteriora la bdse BC del tridngulo isésceles ABC. Nétese que

B = C =x. En el tridngulo AXC el dngulo AXB = u es exterior y asi u > x. En el tridngulo ABX
se tiene que AB > AX. Por otro lado, ZACB = x >z = AYB por ser dngulo exterior al tridngulo
ACY. Asi, x >Zy en el tridngulo ABY se obtiene que AY > AX.

(©) b

N

[ AN

N

| N\

I N

I N
S

1

* m

Q X
Sea m una recta y sea P un punto. Si P estd en m, entonces la distancia de P a m es cero y es la
menor de todas las distancias. Sea P un punto que no estd en m y sea Q la proyeccién ortogonal

de P sobre m. Si X es un punto de m, entonces PX > PQ. Luego, PQ es la menor de todas las

distancias que hay entre P y cualquier punto de m.

Problema 2.15.

(A) (Cuanto mide la hipotenusa de un tridngulo rectangulo si sus catetos miden 1 cada uno?

(B) La hipotenusa de un tridngulo rectdngulo mide 15 y un cateto mide 5. ;Cudnto mide el otro
cateto?

(C) Halle los tamafios de los lados de un tridngulo rectdngulo si esos tamafios son nimeros enteros y
un cateto mide 10.
2>a+bh.
32 veces la hipotenusa.

(F) Todo tridngulo de lados 3, 4, 5 es rectangulo.
2.

(H) Halle el angulo formados por los lados menores de un tridngulo de lados 12, 13 y 5.

(D La figura anexa estd formada por 15 cuadraditos de longitud 1. A
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Muestre que el tridngulo ABC es rectangulo.

(J) En un tridngulo ABC, rectdngulo en C, h es la altura de la
hipotenusa. Pruebe que h, ¢ + h, a + b son lados de un
tridngulo rectangulo.

(K) Un tridngulo ABC, rectdngulo en C, es isdsceles. Si P es
un punto cualquiera de la hipotenusa, pruebe la igualdad
AP’ + BP* = 2CP”,

Solucién:
(A) Si los catetos a = b = 1 en el triangulo ABC, rectingulo en C, entonces c¢* = 1> + 1% = 2. por el
2.
(B) Se tiene que ¢ = 15 y a = 5. Por el teorema de Pitagoras se ve que 15° = 5> + b’ y asi se obtiene
200 = 102.

(C) Sib = 10 es un cateto, entonces del teorema de Pitdgoras se tiene que a* + 10° = ¢’y asi ¢* —a’ =
10% Luego, (¢ — a) (¢ + a) = 100. Como los lados a y ¢ deben ser enteros positivos se sigue que
los nimeros ¢ — a y ¢ + a deben ser enteros positivos y factores del nimero 100. Ya que 100 =
1x100 = 2x50 = 4x25 = 5x20 = 10x10 los tnicos factores que hacen que los nimerosc—ayc +a
sean enteros positivos son ¢ —a =2 y ¢ + a = 50. Al sumar estas dos dltimas igualdades vemos
que ¢ =26 y a = 24. Por tanto, los catetos son 10 y 24, y la hipotenusa es 26.

(D) El cuadrado de cualquier niimero real es no negativo. Asi, (a—b)* >0, i.e.,a’+b>—2ab >0y se
ve que a’ + b® > 2ab. Al sumar a’ + b” en ambos lados de la desigualdad se tiene que 2(a” + b’) >
a’ + b? + 2ab = (a + b)*. Usando el teorema de Pitdgoras se tiene que 2¢* > (a+b)? y al extraer
raices cuadradas se obtiene la desigualdad deseada.

(E) Sea ABC un tridngulo rectdngulo en C. Si B = 60°, entonces A = 30° y del ejemplo 3.29 se sigue
que si el cateto BC mide a, entonces la hipotenusa mide 2a. Por el teorema de Pitdgoras se ve que

AC a\/gx/g

AB” 2a 2’
(F) Se tiene que 3” + 4° = 25 = 5°. Del teorema de Pitdgoras se sigue que el tridngulo es rectangulo.
Los catetos miden 3 y 4, y la hipotenusa mide 5.

AC? = AB> - BC? = (2a)” — a® = 3a°. Luego, AC = a+/3 . Por tanto,

(G) Se tiene que (2\/5 )> = 2 + 2°. Del teorema de Pitigoras se deduce que existe un tridngulo

rectdngulo de catetos 2 y 2, y de hipotenusa 2 \/5 . Ya que los dos catetos son iguales el tridngulo
es isosceles. Por consiguiente, los dngulos del tridngulo son 45°, 45°, 90°.

(H) Ya que 13 = 12% + 5% se sigue del teorema de Pitdgoras que el tridngulo es rectingulo y su
hipotenusa serd el lado mayor. Por tanto, los lados menores son los catetos y formaran un angulo
recto.

(I Aplicando el teorema de Pitdgoras se tiene que AB = 3/2° +1* = 35 ,BC=~2"+1° = J5 y

AC = 5VIP+12 =5V2 . Ya que AC* = AB* + BC” se sigue del teorema de Pitidgoras que el
tridngulo ABC es rectdngulo en B.

(J) Se ve que (a + b)? + h? = a> + b> + 2ab + h% Usando el teorema de Pitdgoras y el teorema 2.7(D)
se ve que (a + b)2 +h’=c’+2ch+h*= (c+ h)z. Aplicando el teorema de Pitdgoras se obtiene el
resultado.
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Problema 2.16. Un tridngulo ABC, rectdngulo en C, es isésceles. Si P es un punto cualquiera de la
hipotenusa, entonces AP> + BP* = 2CP”.

Solucién: B

C A
Sea CX la altura de la hipotenusa. Del teorema 2.1(C) se sigue que X es el punto medio de AB y se ve
c2 . Usando el teorema de Pitagoras en el tridangulo CPX, rectangulo en X, se ve que PC* = PX* + XC? =
c2—-BP2+c22= c22 — ¢-BP + BP> = BP+PA22- BP-PA + BP* = BP2+PA22 . Al multiplicar por 2 se
obtiene el resultado indicado.

Problema 2.17.

(A) Halle los posibles valores del lado BC del tridngulo ABCsi AB=4y AC=7.

(B) Las longitudes de dos lados de un tridngulo isésceles son 4 y 9. Es posible determinar sin
ambigiiedad la longitud del tercer lado?

(C)Sib=3,8yc=0,6enel tridngulo ABC, y si la longitud del lado a es un entero, ;cudnto mide a?

(D) Sea AB el lado mayor del tridngulo ABC. Si P es un punto interior a ese tridngulo, entonces PA +
PB > PC.

Solucién:

(A) De la desigualdad triangular se deduce que: BC <4 +7,7 <4 + BC, 4 <7 + BC. De la primera
desigualdad se tiene que BC < 11; de la segunda desigualdad se ve que BC > 3, y la dltima
desigualdad no produce ninguna informacién adicional ya que BC > 0. Por tanto, los posibles
valores de BC son todos los ntimeros reales que hay entre 3 y 11.

(B) Como el tridngulo es isdsceles debe tener dos lados iguales. Por tanto, el tercer lado debe medir 4
6 9. Pero, no puede medir 4 ya que la desigualdad 4 + 4 > 9 es falsa. Por consiguiente, el tercer
lado mide 9.

(C) De la desigualdad triangular se ve que 0,6 < 3,8 + a, 3,8 < 0,6 + a, a < 3,8 + 0,6. La primera
desigualdad es verdadera para todo entero a. de las otras desigualdades se ve que 3,2 n< a < 4.,4.
El tnico entero que hay entre 3,2 y 4,4 es 4. Luego, la respuesta es 4.

(D) A
Q 4
B C
Al aplicar la desigualdad triangular al tridngulo ABP se obtiene
PA + PB > AB (1)

Sea Q el corte de la recta CP con el lado BC. En Q se forman dos dngulos adyacentes donde uno
de ellos no es agudo, y sea ZAQC dicho dngulo. Aplicando el teorema 2.13(A) al tridngulo AQC
se tiene que AC > CQ = CP + PQ > CP, es decir,

AC>CP 2)
Como AB es el lado mayor del tridngulo se tendrd la desigualdad

AB > AC 3)
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Luego, de (1), (2), (3) se tiene que PA + PB > AC > CP y por la transitividad de las desigualdades
se obtiene que PA + PB > CP.

Problema 2.18.
(A) Halle en cada caso el tercer lado del tridngulo ABC
@) a=5,b=8,C=60° (ii) a=b=2,C=150°

(B) Halle el 4ngulo mayor en un tridngulo de lados 5,7y 9.
(C) Sean ABC y DEF dos tridngulos tales que AB = DE, AC = DF y A + D = 180°. Pruebe que BC?
+ EF* =2(AB* + ACY)

Solucién:
(A) Bastard aplicar en cada caso el teorema del coseno.
@) c*=a’+ b’ —2abcos C =5+ 8 — 2 x5 x 8 x cos 60° = 49. Al sacar raices cuadradas se

tiene que c = 7.
3 =4(2 — 3)Al extraer raices cuadradas se obtiene que ¢ = 2— 3.

(B) Bastard a la luz del teorema 2.13(A) ver que el dngulo mayor x es el opuesto al lado mayor 9. Del
81-25-4970 que es aproximadamente igual a 0,1. Buscando el arco coseno se obtiene que el
angulo x es aproximadamente 84° 15° 39”

(C) Como A y D son suplementarios se tendrd que cos A = —cos D. Aplicando el teorema del coseno
en ambos tridngulos se ve que BC* = AB*> + AC® — 2AB-AC-cos A y EF* = DE* + DF* —
2DE-DF-cos D. Al sumar ambas igualdades y usar la hipdtesis se obtiene el resultado deseado.

Problema 2.19. Los lados iguales de un tridngulo isésceles miden 17 y una ceviana interior mide 16. La
diferencia entre los segmentos determinados en la base por el pie de la ceviana es 8. Halle la longitud de
cada uno de estos segmentos.

Solucién: A

B X+8 X C

En la figura AB = AC + 17, AD = 16,. Si DC = x, entonces BD = x + 8. Aplicando el teorema de Stewart
al tridngulo ABC se tiene que 17%(x + 8) + 17°x = 2x + 8)[16® + (x + 8)x]. Efectuando las operaciones se
tiene que 289x + 2312 + 289x = 512x + 2x° + 16x> + 2048 + 8x” + 64x, y al simplificar se tiene la
ecuacién ctibica 2x° + 24x> — 2x — 264 = 0 y al dividir por 2 resulta x* + 12x* — x — 132 = 0. Una raiz
hallada por tanteo es x + 3. Luego, la solucién es BD = 11 y DC = 3.

Problema 2.20. La suma de los cuadrados de las distancias del vértice del dngulo recto de un tridngulo
rectdngulo a los puntos de triseccidn de la hipotenusa es igual a los cinco novenos del cuadrado de la
hipotenusa.

Solucién:




53

Sean P, Q los puntos de triseccién de la hipotenusa AB del tridngulo rectdngulo ABC. Entonces AQ
= QP + PB = m. Aplicando el teorema de Stewart en el triangulo ACP se tiene que CP*m + b>m =
2m(CQ* + m?). Al efectuar las operaciones y simplificar se obtiene la igualdad

CP? + b* =2CQ* + 2m? (D)
Aplicando el teorema de Stewart en el tridngulo QCB se tiene que QC*m + a*m = 2m(CP* + m%). Al
efectuar las operaciones y simplificar se obtiene la igualdad

CQ*+a>=2CP* + 2m* (2)

Al sumar (1) y (2_) y simplificar se ve que a* + b> = CP* + CQ* + 4m”. Usando el teorema de Pitdgoras se
ve que el primer miembro es a” + b> = ¢* = (3m)”> = 9m”. La igualdad anterior se convierte en CP* + CQ’ =
c32=159c2.

Problema 2.21.
(A) Si D es el punto medio del lado BC del tridngulo ABC y ZADC es agudo, entonces AB > AC.
(B) Si D es el punto medio del lado BC del triangulo ABC y AB > AC, entonces ZADB es obtuso.

Solucién:
(A)

B C
D

Como ZADC es agudo se tendrd que LADB es obtuso y asi ZADB > ZADC. Por otro lado, BD
=DC y AD = AD. Del teorema de la charnela se deduce que AB > AC.

(B) Ya que BD = DC, AD = AD y AB > AC se sigue del teorema de la charnela que ZADB >
ZADC. Al sumar ZADB en ambos miembros se obtiene que 2ZADB > 180° y al dividir por 2 se
ve que ZADB > 90°.

Problema 2.22. El dngulo vertical A de un tridngulo is6sceles ABC mide 100°. Se prolonga el lado ab
hasta el punto P tal que AP = BC. Halle Z/BCP.
Solucién:

Trace por el vértice C una recta que forme con AC un dngulo igual a 100° se toma un punto Q tal que CQ
= AB. Esto indica que el punto C estd en la mediatriz del segmento AQ. Ademads, por el primer criterio de
ABCQ=BCAQ y se tiene que AQ = BC. Luego, ABC = CQA. Se deduce de aqui que ZCAQ = LZCQA =
40°, ZBCQ = 50° y ZPAQ = 60°. Por esto ultimo y AP = BC = AQ se deduce que el tridngulo APQ es
equildtero lo que indica que P equidista de A y Q. Por tanto, PC es la mediatriz del segmento AQ. Esto
indica que LZAJC =90°y en el tridngulo ACJ se tiene que LACJ = 90° — 40° = 50°. Por tanto, ZBCP =
ZACJ — ZACB =50° — 40° = 10°.
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Problema 2.23.
2, (cuanto mide el tercer lado?
2. Pruebe que dicho tridngulo es rectangulo.
Solucién:
(A) Si A =30°y B =105° entonces C = 180° - 105° - 30° = 45°. Luego, el lado menor es el opuesto
32000 30°=1000 45 °. Por tanto, ¢ = 6.
2sen 2B=2sen B, o sea, 2210 [I.cos=2J1 [l. Al simplificar se obtiene que cos B = 12=22. Por
tanto, B =45° y se tiene que A =2 x 45 = 90° lo que indica que el tridngulo es rectangulo.

Problema 2.24. ;Cuantos tridngulos existen tales que las longitudes de sus lados sean tres enteros
consecutivos y un dngulo sea el doble del otro?
Solucién:
Sean n — 1, n, n + 1, con n entero mayor que 1, las longitudes de los lados de los tridngulos buscados. Si
uno de los dngulos es x, entonces otro dngulo es 2x. Ya que hay 3 niimeros distintos hay 6 posibilidades
de formar tridngulos. No obstante, el lado opuesto a 2x debe ser mayor que el lado opuesto a x por el
teorema 2.13(B). Esto indica que el lado n — 1 no puede estar opuesto al dngulo 2x. Si n es opuesto a x,
entonces el lado n + 1 no puede estar opuesto al dngulo x. Estudiemos las tres posibilidades que quedan.
Caso 1. Los lados n — 1 y n son opuestos a los dngulos x y 2x.
Aplicando el teorema del coseno al tridngulo ABC se obtiene
m—1)?=n’+ @+ 1)*>-2n(n + 1) cos x (*)

Aplicando el teorema del seno al tridngulo ABC se obtiene B<= C
n+1

n n—1

n— Isen x=n2sen x.cosx y asi cos X =n2(n— 1). Colocando este valor en la
igualdad (*) y simplificando se obtiene que n = 2. Los lados son 1, 2, 3 que no forman tridngulo por no
cumplir la desigualdad triangular.

Caso 2. Los lados n y n + 1 son opuestos a los dngulos x y 2x.
Aplicando el teorema del coseno al tridngulo ABC se obtiene

) ) 5 n+ n
n=mn-1)+m+1) —2(n 1)(n+1)cosx (**)
Aplicando el teorema del seno al tridngulo ABC se obtiene gL C
nsen x =n+12sen x.cosx y asi cos x = n+12n. Colocando este valor en la n—1

igualdad (**) y simplificando se obtiene la ecuacién cuadritica n> — 3n — 1 = 0 que no tiene solucién
entera. Por tanto, no hay tridngulo.
Caso 3. Los lados n — 1 y n + 1 son opuestos a los dngulos x y 2x.

Aplicando el teorema del coseno al tridngulo ABC se obtiene n+ n-1
(m—1)2=n’+ @+ 1)>-2n(n + 1) cos x (F#%) 5
Aplicando el teorema del seno al tridngulo ABC se obtiene B X % C

. n
n— Isen x=n+12sen x.cosx y asi cos x =n+12(n— 1). Colocando este valor en la

Igualdad (***) y simplificando se ve que n(n — 5) = 0 cuya unica solucién entera positiva es n = 5. Por
ende, el dnico tridngulo que cumple esas condiciones es el tridngulo de lados 4, 5, 6.

Problema 2.25. Sea ABC un tridngulo is6sceles de dngulo vertical A = 20° y sea P un punto en el lado
AC tal que AP = BC. Halle ZABP =x. A

Solucidn:
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Los dngulos de la base del tridngulo isésceles son B = C = 80° y ZBPC = x + 20 por ser angulo exterior al
tridngulo ABP. Aplicando el teorema del seno a los tridngulos ABP y BPC se obtiene las igualdades
APsen x=BPsen 20° y BCsen(x+20)=BPsen 80°. Ya que AP = BC al dividir miembro a miembro se
tiene que

O00@+20)J00 O=000 80000 20=cos100 20=cos1020]1 10.cos10=12700 10=12000 10=000 30000
10=100(10+30)00 10. Al comparar el primer miembro con el tltimo resulta que x = 10°.

Problema 2.26. Sea D el punto medio del lado AC tal que ZADB =45°y C =30°. Halle ZABD =x.
Solucién:

45° \D

B 15 2Q° C

Del teorema 2.4(D) se tiene que 45° = ZADB = ZDBC + 30°. Luego, ZDBC = 15°. En el tridngulo ADB
se ve que A = 135° —x. Aplicando el teorema del seno en los tridngulos ADB y CDB se obtiene que
BDsen(135°-x)=ADsen x y BDsen 30°=DCsen 15°. Al dividir miembro a miembro ambas igualdades
se obtiene

sen(135°-x)sen 30°=sen xsen 15° , es decir, sen(135°-x)sen x=sen 30°sen 15°=2010 15 %osi5 ]
15°=2cos 15° =00 15°12=110 159701 30° =

000 75 9900 30 °=000¢180°=75 900 30 °=1100 105 9100 30 °=011(135 =30 )11 30°. Luego, sen(135°— x)sen
x= 0135 °=30910 30°, y al comparar ambos miembros se tiene que x = 30°.

Una solucién no trigonométrica:

Trace la altura AX y una X con D. En el tridngulo rectingulo AXC con dngulo C = 30° el punto D es el
punto medio de la hipotenusa. Del teorema 2.12(A) se ve que DA = DX = DC, y del teorema 2.12(B) se
sigue que AX = XD = DA y el tridngulo ADX es equilatero por lo que ZADX = 60°. Por tanto, /BDX =
60° — 45° = 15° y el tridngulo BXD es is6sceles porque Z/DBX = ZBDX = 15°. Asi, BX = XD = XA.
Entonces el tridngulo rectangulo BXA es is6sceles y B = 45°. Por ende, x = 45° — 15° = 30°.

Problema 2.27.
Los pies de dos alturas de un tridngulo junto con el tercer vértice forman un tridngulo semejante al dado.
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Solucién:

B

Sean Y, Z los pies de las alturas BY, CZ erP el tridngulo ABC. Si D es el punto medio del lado BC,
entonces en los tridngulos rectdngulos BCY y BCZ se tiene que DB = DC = DZ = DY por lo que los
tridngulos BDZ, ZDY, YDC son isésceles. Luego, /BZD = B, ZDYC =C y asi ZBDZ =180°-2B y
ZYDC = 180° — 2C. Se tendra entonces que £ZDY = 180° — 2A y como el tridngulo ZDY es isdsceles se
tendrd que ZDZY = ZDYZ = A. Por otro lado, en el punto Z se ve que LZAZY = 180° — ZBZD — LDZY
=180° — B — A = C. Del segundo criterio de semejanza se tiene que ABC ~ AYZ.

Definicién 2.11. Se llama triangulo értico de un tridngulo dado al tridngulo formado por los pies de las
alturas del tridngulo dado.

Problema 2.28.

(A) El ortocentro de un tridngulo es el incentro de su tridngulo 6rtico.

(B) Los vértices de un tridngulo son los excentros de su tridngulo 6rtico.

(C) El producto de los segmentos en los que un lado de un tridngulo es dividido por el
correspondiente vértice del tridngulo 6rtico es igual al producto de los lados del tridngulo értico
que pasan por el vértice considerado.

(D) El producto de los seis segmentos en los que los lados de un tridngulo estdn divididos por los pies
de las alturas es igual al cuadrado del producto de los tres lados del tridngulo 6rtico.

Solucién:

(A) N H

Del problema 2.27 se sigue que Z/BXZ = ZYXC = A. Luego, ZZXA =90°—-A=ZYXAyse ha
mostrado que la altura AX es la bisectriz del angulo ZXY. De manera andloga se muestra que BY
y CZ son las bisectrices de los dngulos ZYX y XZY. Por tanto, H es incentro del tridngulo 6rtico
XYZ.

(B) Basta ver que el lado BC es perpendicular a la bisectriz AX del 4ngulo ZZXY vy, por tanto, BC
es la bisectriz exterior del vértice X en el tridngulo XYZ. Los excentros son los cortes de esta
bisectrices exteriores.

AYXY=YZYC , es decir, AY-YC = XY-ZY. De manera andloga de las otras semejanzas se
obtienen las igualdades AZ-ZB = YZ-XZ y BX-XC = XZ-XY.

(D) Multiplicando las tres igualdades de (B) se obtiene BX-XC-CY-YA-AZ-ZB = (XY-YZ-ZX)z.

Problema 2.29.
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(A) La razén de un lado de un tridngulo al correspondiente lado de su tridngulo 6rtico es igual a la
raz6n entre el circunradio y la distancia del lado considerado al circuncentro.

(B) El perimetro del tridngulo 6rtico de un tridngulo acutidngulo es igual al doble del area del
tridngulo dado dividido por el circunradio del tridngulo dado.

Solucién:

(A) Del teorema se sigue que un lado de un tridngulo es igual al circundidmetro del tridngulo
multiplicado por el seno del dngulo opuesto a ese lado. En el tridngulo ABC se tiene que BC =
2R-sen A. En los tridngulos rectingulos AHY, AHZ de la figura en la solucién del problema
2.28(B) se ve que AH es la hipotenusa y su punto medio equidista de los vértices A, Y, Z, H lo
BCYZ=2R-sen AAH-sen A=2RAH=lJ11J donde la tdltima igualdad viene del teorema 2.24(A).
OO 000+00 000+00-000=20000

Problema 2.30.
(A) Cuatro veces la suma de los cuadrados de las medianas de un tridngulo es igual a tres veces la
suma de los cuadrados de sus lados.
(B) A mayor lado se tiene menor mediana.
(C) La suma de los cuadrados de las distancias del baricentro de un tridngulo a sus vértices es igual a
un tercio de la suma de los cuadrados de sus lados.
Solucién:
(A) Multiplicando cada igualdad del teorema 2.29(A) por 4 y se suma se tiene que 4(m,” + my” + mS)
=(2b% +2c* —a) + (2a* + 2 — b%) + (2% + 2b* —c?) =3(a’ + b’ + D).
a22+b22—-c24 — a22+c2-b24 = 34(b2 - 02) > 0. Luego, mS > my’ y como esos nimeros son
positivos se concluye que m;, < m,.
23ma2 + 23mb2 + 23mc2 = 4912+102+112 = 13 (a> + b* + ¢) donde la dltima igualdad
proviene de (A).

Problema 2.31.
(A) Si P es un punto cualquiera y G es el baricentro del tridngulo ABC, entonces se cumple la
igualdad PA” + PB” + PC* = GA” + GB” + GC” + 3PG".
19(a®> + b* + %)
Solucién:

C

(A) Sean AD, BE, CF las medianas del tridngulo ABC que se cortan en el baricentro G y sean X, Y, Z
los puntos medios de AG, BG, CG. Aplicando el teorema 2.29(A) a los tridngulos PBC, PAG,
PDX se ve que

2PB’ + 2PC” = 4PD* + BC® (a)
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2PA® + 2PG’ = 4PX” + AG’ (b)
2PD? + 2PX? = 4PG? + DX? (c)
Al sumar (a) y (b) junto al doble de (c) se tiene que
2PB? + 2PC? + 2PA” + 2PG” + 4PD’ + 4PX* = 4PD° + BC® + 4PX* + AG” + 8PG’ + 2DX’
Al simplificar y sabiendo que DX = AG se obtiene que 2(PA* + PB> + PC?) = BC* + 3AG” +
6PG y al dividir entre 2 resulta

1 3
PA’+PB’+PC’ = 3 BC® + 3 AG’ + 3PG (d)
Aplicando el teorema 2.29(A) a los tridngulos PAC, PBG, PEY se tiene que
2PA* + 2PC* = 4PE” + AC? (e)
2PB® + 2PG* = 4PY” + BG’ )
2PE’ + 2PY? = 4PG’ + EY? (g)

Al sumar (e) y (f) junto con el doble de (g) se obtiene que

2PA’ + 2PC? + 2PB” + 2PG’ + 4PE’ + 4PY’ = 4PE’ + AC* + 4PY’ + BG’ + 8PG” + 2EY”

Al simplificar y sabiendo que EY = BG se tiene que 2(PA” + PB® + PC?) = AC” + 3BG’ + 6PG’, y
al dividir entre 2 resulta

1 3
PA® +PB’ + PC’ = 2 AC? + 2 BG’ + 3PG’ (h)
Aplicando el teorema 2.29(A) a los tridngulos PAB, PCG, PZF se tiene que
2PA’ + 2PB? = 4PF’* + AB? i)
2PC* + 2PG* = 4PZ’ + CG’ G)
2PZ’ + 2PF’ = 4PG* + ZF* (k)

Al sumar (i) y (j) junto con el doble de (k) se obtiene que

2PA” + 2PB’ + 2PC’ + 2PG’ + 4PZ’ + 4PF* = 4PF° + AB’ + 4PZ” + CG’ + 8PG’ + 2ZF

Al simplificar y sabiendo que ZF = CG se tiene que 2(PA* + PB* + PC?) = AB” + 3CG” + 6PG".
Al dividir entre 2 resulta

PA%+ PB*+ PC? = %ABZ + %CGZ + 3PG? )
Sumando (d), (h) y (1) se obtiene
3(PA” + PB* + PC?) = % (AB* + AC* + BC?) + % (AG” + BG* + CG?) + 9PG?
Al usar el problema 2.30(A) se ve que
3(PA’ + PB* + PC’) = % (AG® + BG* + CG’) + % (AG® + BG” + CG’) + 9PG’

es decir, 3(PA* + PB> + PC?) = 3(AG” + BG” + CG?) + 9PG” y al dividir entre 3 se obtiene el
resultado deseado:
PA’ + PB* + PC? = GA” + GB? +'GC” + 3PG*.

(B) Haciendo P = O se ve que PA = PB = PC = R y usando el problema 2.30(C) se obtiene el
resultado deseado.

Definicion 2.12. El tridngulo formado por los pies de las perpendiculares desde un punto dado a los lados
de un tridngulo dado se llama el triangulo pedal del punto dado respecto del tridngulo dado.
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El tridngulo 6rtico de un tridngulo ABC es el tridngulo pedal del ortocentro de ABC respecto del tridngulo
ABC.

Problema 2.32. El area del tridngulo pedal del baricentro G respecto del tridngulo ABC estd dada
40302+02+029120202.

A
Solucién:

B T C
D X J
En la figura se ha representado el tridngulo ABC, su mediana AD, su altura AJ y el tridngulo pedal XYZ

de su baricentro G. Como GX, GY son perpendiculares a BC, AC se tiene en los tridngulos rectangulos
BGZ y BGX que sus dngulos son complementarios. Por ende, los 4ngulos B y ZGX son suplementarios y,

U040=000=13/ Por tanto, GX = %ha. De manera similar con las otras alturas se tiene que GY = éhb y

12GX-GZ-sen £LXGZ +

12GX-GY-sen «ZXGY + 12GY-GZsen ZZGY = 12-13ha-13hc'sen B+12-13ha-13hb-sen C+
12-13hb-13hc-sen A =

118ha-hc-sen B+ ha-hb-sen C+ hb-hc-sen A . Al multiplicar y dividir el segundo miembro por a’b’c’ se
obtiene

118a2b2c2a-hac-hcacb2sen B+a-hab-hbabc2sen C+b-hbc-hca2besenA

ha=b-hb=c-hc =a-c-sen B = a-b-sen C = b-c-sen A = 2[ABC]. Luego, S =4S3a2+b2+c29a2b2c2

Problema 2.33.
3yPC=4.
(A) Pruebe que los segmentos PA, PB, PC pueden ser los lados de un tridngulo rectdngulo.
(B) (Cuanto mide el angulo APB?
(C) {Cuanto mide el lado del tridngulo equildtero ABC?
Solucién:
(A)

Nétese que PA < PB < PC y PA” + PB* =4 + 12 = 16 = PC. Del teorema de Pitdgoras se ve que
los lados forman un tridngulo rectangulo.
(B) Sean ZAPB = a y ZPBC =t. Trace por B y fuera del tridngulo ABC el
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3. Entonces el
tridngulo PBQ es isdsceles. Si Z/PBC = u, entonces 60° = ZABC =
u +t = ZPBQ lo que indica que el tridngulo PBQ es equilatero y asi
3, ZPQB = ZBPQ = £ZPBQ = 60°. Por otro lado, ABP ~ CBQ
por el primer criterio de semejanza. Ademds, ambos tridngulos son
O00=1. Por tanto, o = ZAPB = ZCQB y QC = AP =2.
Por (A) el tridngulo PQC es rectdngulo en C. Por tanto, o = ZCQB = ZCQP + ZPQB = 90° +
60° = 150°.

(C) En el tridngulo rectangulo PQC el cateto CQ mide la mitad de su hipotenusa PC y del teorema
#2.12(B) se deduce que ZCPQ = 30°. Por tanto, /BPC = ZBPQ + ZCPQ = 30° + 60° =90° y el
tridngulo BPC es rectangulo de hipotenusa el lado comun a del tridngulo ABC. Del teorema de
28=27

Problema 2.34. Las rectas que unen los vértices de un tridngulo con los vértices del tridngulo pedal de su
incentro son concurrentes.
Solucién:

Ooooooooooon = 0104040404004 = 1. Aplicando el teorema de Ceva se concluye que AX, BY, CZ
son rectas concurrentes.

Definicion 2.13. El punto hallado en el problema anterior se llama punto de Gergonne del tridngulo.

A

Problema 2.35. Las rectas que unen los vértices de yn tridngulo con las proyecciones ortogonales de los

excentros sobre sus lados son concurrentes.
Solucién:

Sean X, X, X, las proyecciones ortogonales de los excentros I, I, I. sobre los lados BC, AC, AB del
Oo0o0Oioooo0OoOo=0-10-10-00-00-0-= 1. Apliquese el teorema de Ceva.

Definicion 2.14. El punto hallado en el problema anterior se llama punto de Nagel del tridngulo.

Problema 2.36. Una paralela al lado BC del tridngulo ABC corta a AB, AC en los puntos D, E. Pruebe
que las rectas BE y CD cortan a la mediana desde A.

Solucién:
M E
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O000=0000 y como AX es mediana se ve que LI[[J=7 Por tanto, se tiene que BXXCUIIIIIOI=1. Del
teorema de Ceva se concluye que las rectas AX, BE, CF son concurrentes.

Problema 2.37.
(A) Las bisectrices exteriores de un tridngulo cortan los lados opuestos en tres puntos colineales.
(B) Los lados del tridngulo 6rtico cortan los lados del tridngulo dado en tres puntos colineales.
Solucién:

(A) Si U*, V*, W* son los pies de las bisectrices exteriores de los dngulos A, B, C del tridngulo ABC,
OO£141=00, O04141={11, 00#]1#]=1. Luego, al multiplicar esas relacione miembro a miembro
da 1 y por el teorema de Menelao dichos puntos con colineales.

(B) Los lados del tridngulo son las bisectrices exteriores del tridngulo 6rtico. Apliquese (A).

Problema 2.38. Sean AD, BE, CF las medianas del tridngulo ABC. AD corta a EF en el punto P. La
recta CP corta al lado AB en el punto Q. Pruebe que AB = 3AQ.

Solucién: A
N\

B C
D

Los puntos Q, P, C son colineales y estidn en los lados AF, FE, AE del tridngulo AFE. Aplicando el
HO0o0oOo0odn=1. Pero, FP = PE y UU=12. Por tanto, JJJ=12 . Al sumar 1 se obtiene [[[1]1=32, o sea,
127100=32 y al multiplicar por 2 se obtiene el resultado. AB = 3AQ.

[J00=3. La recta BH corta a AC en un punto D tal que [IJJJ=53. Calcule la medida del dngulo C.
Solucién: A

B

Sean S| = [BHE], S, = [BHA], S; = [AHD], S, = [DHC] y S5 = [HCE]. Del teorema 2.27(D) se ve que
02001 =3, S2583=53, S3+S5S4S5= 3, S1+S554=53.. Luego, S, = 3S,, 3S5 = S; + Sy, 5S4 =3S, + 3Ss, 35, =
95k, S, = 65k, Ss = k. Por tanto, S; + S, = S3 + S4 + S5 = 4k lo que indica que las dreas de los tridngulos
ABE y ACE son iguales y asi AE es mediana. Como es bisectriz el tridngulo ABC es is6sceles de angulo
vertical 70°. Por consiguiente, el tridngulo dado es isdsceles y el angulo C mide 55°.
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Problema 2.40. Sea ABC un tridngulo isdsceles y rectangulo en B. Sean D, E puntos en AB, BC tales
que AD = CE. Se trazan por D, B perpendiculares a la recta AE hasta cortar la hipotenusa AC en los
puntos M y N. Pruebe que MN = NC.
Solucién:

Como AB = BC y AS = EC al restar se tiene que DE = BE y por el primer criterio de semejanza se ve que
ABE ~ CBD. Luego, Z/BCD = ZBAE. Por otro lado, ZNBC = £ BAE por tener sus lados perpendicula-
res. ZABN = ZBDC por ser angulos complementarios de /NBC = ZDCB. Si T es el punto de corte de
CD y BN, entonces los tridngulos DBT y BTC son is6sceles lo que dice que T es el punto medio del
segmento CD. Las rectas DM y BN son paralelas al ser perpendiculares a AE y en el tridngulo ADC se
sigue que N es el punto medio del lado MC, es decir, MN = NC.

Problema 2.41.
200002412
(B) Los pies de las bisectrices de un tridngulo determinan sobre los tres respectivos lados tres
segmentos tales que el reciproco de uno es igual a la suma de los reciprocos de los otros.
Solucién:
2kdk2- 1=2-cb-acb2—- 1=2abcc2- b2
(B) Sean W, W,, W3 los pies de las bisectrices de los dngulos A, B, C del tridngulo ABC en los lados
a, b, c, y sean U, U,, U; son los respectivos pies de las bisectrices exteriores de esos mismo
200002472, Ww,U, = 200002412, W;3U; = 20000212, Luego,
IW1U1+1W3U3=c2-b2+(b2—- a2)2abc=c2-a22abc=1W1U1

Problema 2.42. La razén de las dreas de un tridngulo y el tridngulo pedal de su incentro es igual a la
razon entre el circundidmetro del tridngulo y su inradio.
Solucién: A

ool
@!

D X I

Sean X, Y, Z las proyecciones ortogonales del incentro I del tridngulo ABC sobre los lados a, b, c.
XIZABC=r2-sen Bacsen B=r2ac=br2abc. De manera andloga se tiene que XIYABC=cr2abc vy
YIZABC=ar2abc. Al sumar esta igualdades se tiene que XYZABC=r2a+b+cabc. En el numerador se
tiene r*2s = r-(rs) = r.{ABC] donde se usé el teorema 2.27(F) . En el teorema 2.27(G) se vié que
Ooooo0=200.
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Problema 2.43.
(A) La suma de las medianas de un tridngulo es menor que el perimetro y mayor que sus tres cuartos
de perimetro.
(B) Si P es el conjugado arménico del baricentro G de un tridngulo ABC respecto de la mediana AD,
entonces D es el punto medio del segmento AP.
Solucién:
(A)
E

G
B C
D

Sean AD, BE, CF las medianas del tridngulo ABC que se cortan en el baricentro G. Aplicando la
desigualdad triangular en los tridngulos BCG, CAG, ABG se tiene que

23mb+23mc, b < 23ma+23mc, ¢ < 23mb+23mc. Al sumar esta desigualdades se obtiene que
4300+H10+HT] y se concluye que m, + m, + m, > 34(a + b + c).

Al duplicar la mediana AD hasta ePpunto P se obtiene en el tridngulo ACP es AC=b,CP=ay
AP = 2m,. Aplicando la desigualdad triangular en ese tridngulo se ve que 2m, < b + c. Duplicando
las otras dos medianas se ve que 2m, < a + ¢y 2m, < a + b. Al sumar las tres desigualdades se
concluye que 2(m, + m, + m.) < 2(a + b + ¢) y al dividir por 2 se obtiene el resultado deseado.

Problema 2.44. Si AD es la mediana del tridngulo ABC, ZBDA =45°, B = ZDAC = x, pruebe que x =
30°
Solucidn:

B> C
P D
ABAD=ACCD=BCAUQC, es decir, se tiene que [lAD=ba2=ab. Luego, AD =bca y 2b* = a%. Asi, AD* =
b2c2a2=b2c22b2=c22, o sea, ¢ = 2AD*. Al trazar la altura AP se forma el tridngulo rectdngulo isésceles
APD y AP = PD = u. Del teorema de Pitigoras en ese tridngulo se tiene que AD* = 2u” y usando la dltima
igualdad anterior se ve que ¢’ = 4u’ lo que indica que ¢ = 2u, es decir, el cateto AP es la mitad de la
hipotenusa en el tridngulo ABP. Del teorema 2.12(B).

Problema 2.45. Sea P un punto interior al tridngulo ABC tal que ZCAP = ZBAP =20°, ZABP =10°y
/PBC =30°. Halle Z/PCB =x.
Solucidn:
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M
p 30°
200 300
A 20° 10° B

Sea el tridngulo ABC como se indica en la figura con los datos dados. Entonces AP es la bisectriz del
dngulo A. Ademds, C = 100°. Sea M la proyeccién ortogonal del vértice C sobre la bisectriz AP del
dngulo A y sea Q el corte de BM con AC. Los tridngulos ABQ y PBQ son isésceles al ser AM y PM
bisectrices y alturas. Luego, ZAQB = ZABQ = 70°. Asi, ZCBQ = 70° — 40° = 30°. El tridngulo
isésceles PBQ es equildtero por tener un angulo de 60°. Luego, ZCQP = 70° — 60° = 10°. Por otro lado al
ser BC bisectriz en el tridngulo equildtero PBQ es mediatriz de PQ y asi CP = CQ. Por tanto, ZCPQ
ZCQP = 10°. El angulo ACP exterior al tridngulo PQC mide 10° + 10° = 20°. En consecuencia, X
ZPCB = 100° —20° = 80°.

Problema 2.46. En el tridangulo ABC se tiene que D es un punto de AB tal que AC = DB, A =4x, B =3x
y £ZBCD = 5x. ;Cudnto vale x?
Solucién:

P D

El angulo ADC es exterior al tridngulo BCD y se tiene que ZADC = 5x + 3x = 8x. Sea P el punto de AB
en la mediatriz de AC. Entonces el tridngulo APC es isésceles y asi ZACP = 4x y AP = CP. Como el
angulo CPD es exterior al tridngulo APC y asi ZCPD = 8X. Por tanto, el tridngulo CPD es isésceles y PC
= CD. Sea Q el punto tal que ZQDB = ZQBD = 4x. Entonces el tridngulo DBQ es isdsceles y congruente
con el tridngulo PAC. Luego, QD = AP = QB. Nétese que ZQBC = ZQBA — ZCBA =4x — 3x =x. Por
otro lado, el tridngulo CDQ es is6sceles porque CD = QD. En el punto D se ve que 12x + ZCDQ = 180°.
Ademids, ZDCQ = £ZDQC y asi 2/DCQ + CDQ = 180°. Al comparar las dos ultimas igualdades se
obtiene que ZQCD = 6x y ZQCB = x. Por ende, el tridngulo BQC es is6sceles y se tiene que QB = QC.
Por tanto, el tridngulo CDQ es equilatero. En consecuencia, 60° = ZDCQ = 6x y x = 10°.

Problema 2.47. Sea ABC un tridngulo rectdngulo en C tal que BC = 12 y AC = 6. Trace la mediatriz de
la hipotenusa AB que cortaa AB en D y a BC en E. Calcule CE.
Solucién: A
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DO00=0000. Del teorema de Pitdgoras se ve que AB* = 12° + 6° = 180 y se tiene que AB = 65. Luego, BD
12AB = 35. De la proporcién anterior se obtiene que 3512=12- CE65 y al despejar CE se ve que CE =
4,5.

Problema 2.48. Si en un tridngulo un dngulo mide 60° y los lados que lo forman son uno el doble del
otro, entonces dicho tridngulo es recténgulg.
Solucién: N

~

60° \
B : >~ C

Supéngase que B = 60°, BC = 2a y AB = a en el tridngulo ABC. Si D es el punto medio del lado BC,
entonces BD = DC = a. Luego, el tridngulo is6sceles ABD es equildtero porque tiene un dngulo de 60° y
se ve que AD a. Esto indica que el punto medio D del lado BC equidista de los tres vértices lo que
muestra que el tridngulo ABC es rectangulo en A.

Problema 2.49. El idrea y la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo miden 8 cada uno. ;Cudl es su

perimetro? A
Solucién:

B

C

En el tridgngulo ABC rectingulo en C se tiene que a-b =16y ¢ = 8. Luego, (a +b)* =a> +b* + 2ab=c" +
96=46 . Por tanto, el perimetroesa+b+c=46+8 .

Problema 2.50. En el triangulo ABC se tiene que B = 3x y sea D un punto del lado BC tal que BD = AC,
AD =DCy £ZDAC = 2x. Halle x.
Solucién:

Por hipétesis el tridngulo ADC es isdsceles de base AC y se ve que Z/DCA = ZDAC = 2x. Al ser el
dngulo ADB exterior al tridngulo ADC se tiene que ZADB = 2x + 2x = 4x. Trace por B la recta que
forme con el lado BA el d4ngulo x hasta cortar en P a la bisectriz del angulo ADB. Asi, los tridngulos ADC
y BPD son congruentes y se tiene que BP = PD = AD = DC. Sea Q el simétrico del punto P respecto del
lado BA. Entonces ZQBA = x, BQ = BP y BA es mediatriz de PQ. Luego, AQ = AP. Por otro lado los
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tridngulos QBP y PDA son congruentes y se ve que PQ = AP. Por tanto, el tridngulo AQP es equilatero.
Ademis, ZBPQ + ZBPD + ZDPA + ZAPQ = 360°, o sea, (90° — x) + (180° — 4x) + (90° — x) + 60° +
360°. Por consiguiente, 6x = 60 y se concluye que x = 10°.

Problemas del capitulo §2.

1.

e

10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.

Sean E, F puntos de los lados AC, AB tales que AC = 3AE, EF =5, AB = 3AF en un tridngulo
ABC. Halle BC.

El angulo interno formado por dos bisectrices de un tridngulo es obtuso.

El dngulo interno formado por dos bisectrices de un tridngulo no puede ser rectdngulo.

Un barco navega al Sur y recorre 6 Kms., luego va al Este y recorre 5 Kms. Y vuelve al Sur y
recorre 4 Kms. ;Qué distancia hay entre las posiciones inicial y final?

Un punto de la hipotenusa de un tridngulo rectingulo equidista de sus catetos y divide la
hipotenusa en segmentos que miden 15 y 20. ;Cudnto miden los catetos?

Halle el 4ngulo que forman las medianas de un tridngulo equilatero.

La bisectriz de un 4ngulo de un tridngulo forma dos tridngulos isdsceles. ;Cudnto miden los
angulos del tridngulo?

(Cudl es la razén entre los perimetros de dos tridngulos semejantes?

En un tridngulo ABC se tiene que B = 70° y la ceviana BX estd en la mediatriz del lado AC.
Halle A.

Si ABC ~ CBA, entonces el tridngulo ABC es isésceles.

Sean P, Q puntos en los lados BC, AB del tridngulo ABC tales que BC = 5BP y BA = 5BQ.
Pruebe que ZBQP + ZBPQ =A + C.

Las longitudes de dos lados de un tridngulo escaleno son 5 y 7. ;Es posible determinar la longitud
del tercer lado?

Si las medianas BE, CF del triangulo ABC son perpendiculares, entonces b” + ¢* = 5%,

Halle la altura de la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo en funcién de sus lados.

Hallar los dngulos de un tridngulo rectdngulo si la bisectriz del dngulo recto es igual a un cateto.
Si CF es la altura del lado AB de un triangulo isésceles ABC de base BC, entonces BC® =
2-AB-BF.

Si un dngulo de un tridngulo es igual a la suma de los otros dos dngulos, entonces dicho tridngulo
es rectangulo.

Sean D, E, F los puntos de triseccién de los lados BC, CA, AB del tridngulo equildtero ABC maés
cercanos a los vértices B, C, A. Entonces el tridngulo DEF es equildtero y sus Lados son
perpendiculares a los lados del tridngulo ABC.

(Por qué no se puede construir un tridngulo de lados 2, 3, 5?

Pruebe que la bisectriz de un angulo de un tridngulo es dividida arménicamente por las
proyecciones ortogonales de los otros dos vértices del tridngulo.
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La diferencia de los dngulos que una bisectriz de un dngulo de un tridngulo forma con el lado
opuesto es igual a la diferencia de los dngulos adyacentes a ese lado.

Una paralela a un lado de un tridngulo que pasa por el baricentro divide al drea del tridngulo en
dos partes en larazén 4 a 5.

Si dos puntos equidistan del baricentro de un tridngulo, pruebe que las sumas de los cuadrados de
sus distancias a los vértices son iguales, y reciprocamente.

Pruebe que las proyecciones ortogonales de dos vértices de un tridngulo sobre la bisectriz del
tercer dngulo, y el punto medio del lado que une los dos primeros vértices, forman un tridngulo
isésceles cuyos lados iguales son paralelos a los lados del tridngulo que incluye a la bisectriz
mencionada.

Si la recta que pasa por los pies de dos bisectrices de un tridngulo es paralela al tercer lado,
pruebe que el tridngulo es isdsceles.

Pruebe que la suma de los reciprocos de las bisectrices de un tridngulo es mayor que la suma de
los reciprocos de los lados del tridngulo.

En un tridngulo ABC se cumple la relacién OI° = R(R — 2r) llamada relacién de Euler

En un tridngulo ABC se cumple la relacién [ABC]? = 11,11

1r=1ra+1rb+1rc.

En un tridngulo ABC se cumplen las relaciones

(A) OI>=R(R + 2r,), OL,>= R(R + 2r,), OL>= R(R + 2r,)

(B) 11,2 = 4R(r, — 1), II,* = 4R(1y, — 1), II.> = 4R (1. — 1)

(O) LL,* = 4R(r, + 1), LI = 4R (1, + ro), [,L.> = 4R(rp + 1)

(D) OF + OL,” + O, + OL.* = 12R?

(B) 1,2 + II,> + II.> = SR2R — 1)

(F) LL? + LI + LI> = 8R(4R + 1)

Si el inradio de un tridngulo es igual a la mitad de su circunradio, entonces dicho tridngulo es
equilatero.

En un tridngulo una mediana menor corresponde al mayor de dos lados.

Si dos medianas de un tridngulo son iguales, entonces el tridngulo es isdsceles.

Si dos medianas de un tridngulo son proporcionales a los lados que ellas llegan, entonces el
tridngulo es isdsceles.

Las distancias de un punto sobre una mediana de un tridngulo a los lados que la incluyen son
inversamente proporcionales a esos lados.

Se traza una recta m que pasa por el baricentro de un tridngulo. La suma de las distancias de esa
recta a dos vértices que estdn del mismo lado de m es igual a la distancia de m al tercer vértice.
Un tridngulo y su tridngulo medial tienen el mismo baricentro.

El pie de la proyeccion ortogonal de un vértice de un tridngulo sobre la bisectriz que parte de
otro vértice estd en un lado del tridngulo medial.

La suma de los reciprocos de los exradios de un tridngulo es igual a la suma de los reciprocos de
sus alturas.

Sean P, Q dos puntos de los lados AC, AB del tridngulo ABC. Sean M, N los puntos medios de
BP, CQ. Entonces 4/AMN] = [BCPQ]

Si M, N son los puntos de los lados AC, AB del tridngulo ABC y las rectas BM, CN se cortan
sobre 1 altura AD, entonces AD es la bisectriz del &ngulo MDN.
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Dos rectas paralelas AE, BD trazadas por los vértices A, b del tridngulo ABC cortan una recta
que pasA por el vértice C en los puntos E, D. Si la paralela por E a BC corta AB en F, demuestre
que DF es paralela a AC.

En un tridngulo ABC se tiene que A = 20° y C = 80°. Si D es un punto del lado AC tal que AD =
BC, ;cudnto mide el angulo DBA = x?

Sea B =90° en el tridngulo ABC y sea D un punto de BC tal que AD = 1. Si CD = DE =1 donde
E es el pie de la altura AE, ;cudnto mide BE?

En un tridngulo ABC el dngulo C es agudo si ¢* < a” + b’ y es obtuso si ¢* > a* + b’.

Tres rectas paralelas trazadas por los vértices del tridngulo ABC cortan los respectivos lados
opuestos en los puntos X, Y, Z. Entonces [XYZ] = 2[ABC].

Supdngase que A = 96° en el tridngulo ABC y sea D un punto en la prolongacién del lado BC.
Las bisectrices de los dngulos ABC y ACD se cortan en Aj; las bisectrices de los dngulos A|BCy
A|CD se cortan en A,, y asi sucesivamente. Las bisectrices de los dngulos A;BC y A4CD se
cortan en As. Halle el tamafio del dngulo As.

Sean BP, CQ dos cevianas interiores del tridngulo ABC que se cortan en el punto U. Entonces U
no puede ser el punto medio de ambas cevianas.

En el tridngulo ABC se tiene que AD es mediana, B = 3x, C = x y LADB =45°. ;Cudnto mide x?
En el tridngulo ABC se tiene que B = 2x, C = 3x, D es un punto entre B y C tal que DC = AB y
/BAD = x. ;Cuéanto mide x?

En el tridngulo ABC rectiangulo en B se toma un punto D en BC tal que CD =2BD y Z/ZBAD =C
= x. Halle x.

En el tridngulo ABC se tiene que C = 60° y la bisectriz CD es tal que CB = CA + AD, Halle B.
Sea ABC un tridngulo rectangulo en B, sea BD la altura de la hipotenusa, sean E, F las
proyecciones ortogonales de D sobre AB, AC y sean a, b, x los inradios de los tridngulos ADE,

ab
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Capitulo 3. Los cuadrilateros.

Se han estudiado las rectas, los dngulos y sus medidas. También se han estudiado las figuras llamadas
triangulos formadas por tres puntos no colineales. Vamos a estudiar figuras que tengan mads de tres
vértices aunque no todas ellas.

D A D

A

C
C B B

C
En las tres figuras anteriores se han colocado 4 puntos y se han unido mediante segmentos que se
pretende llamar lados aunque no estaremos interesados en figuras como las dos primeras. En la primera
de esas figuras la recta que contiene al lado AB cortard a otro lado en un punto interior. En la segunda
figura los lados AB y CD se cortan en puntos interiores a esos lados. Solamente nos interesaran
cuadrilateros como el indicado en la tercera figura.

Definicion 3.1.

(A) La figura formada por los cuatro puntos A, B, C, D se llama cuadrilatero ABCD si esos puntos
estan en posicién general y las rectas AB, BC, CD, DA no contienen puntos interiores de los
segmentos restantes. Los puntos A, B, C, D se llaman vértices y los segmentos AB, BC, CD, DA
se llaman lados del cuadrilétero.

(B) Dos vértices de un cuadrilitero se dicen consecutivos son extremos del mismo lado. Dos lados se
dicen consecutivos si tienen un vértice en comiin. Dos lados se dicen opuestos si no son
consecutivos.

(C) Un angulo de un cuadrilétero es el dngulo formado por dos lados consecutivos. Dos angulos se
dicen consecutivos si tienen un lado en comin. Dos dngulos se dicen opuestos si no son
consecutivos. Un dngulo se dice exterior a un cuadrilétero si es adyacente a uno de sus angulos.

(D) El segmento que une dos vértices de un cuadrilatero se llama diagonal.

(E) La suma de las longitudes de los lados de un cuadriltero se llama su perimetro, y la mitad de ese
ndmero se llama semiperimetro.

(F) Un cuadrilatero se llama paralelogramo si cada dos lados opuestos son paralelos.

(G) Un cuadrilatero se dice equiangular si tiene sus cuatro dngulos iguales.

(H) Un cuadrilétero se dice equilatero si tiene sus cuatro lados iguales.

() Un cuadrilétero se llama rectangulo si es equiangular.

(J) Un cuadrilatero se llama rombo si es equilétero.

(K) Un cuadrildtero se llama cuadrado si es equiangular y equilétero.

(L) Un cuadrilatero se llama trapecio si tiene exactamente dos lados opuestos paralelos. Los lados
paralelos se llaman las bases del trapecio, y la distancia entre ellos se llama su altura. .El
segmento que une los puntos medios de los lados no paralelos se llama base media.

(M) Un trapecio se dice isdsceles si los lados no paralelos son iguales.

(N) Un cuadrilatero se dice ortodiagonal si sus diagonales son perpendiculares.
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Teorema 3.1.
(A) La suma de los dngulos de un cuadrildtero es 360°.
(B) Un cuadrilatero es un rectangulo si y sélo si cada uno de sus dngulos es recto.
Demostracion:
(A) Al trazar una diagonal se forman dos tridngulos. Entonces la suma de los dngulos del cuadrildtero
es igual a la suma de los dngulos de ambos tridngulos, es decir, 180° + 180° = 360°.

(B) Por las definiciones 3.1.7 y 3.1.9, y de (A) se deduce que cada angulo del tridngulo mide %00 =
90°.

Problema 3.1.
(A) Tres angulos de un cuadrilatero miden 87°, 130° y 100°. ;Cudnto mide el cuarto dngulo?
(B) Halle los dangulos del tridngulo que miden x, x + 1, x + 2 y x + 3.
(C) Pruebe que la suma de dos dngulos exteriores a un cuadrildtero es igual a la suma de los dngulos
no adyacentes del cuadrilatero.
(D) Considérese el cuadrildtero ABCD si AB =CD = AD, D =90°, /ZBAC =xy ZBCA =45° —x.
(Cuanto mide x?
Solucidn:
(A) Se ve que si x es el cuarto dngulo, entonces x + 87° + 130° + 100° = 360° debido a la informacién
dada y el teorema 3.1.1. Luego, x = 360° — 87° — 130° — 100° = 43°.
(B) Del teorema 3.1.1 se ve que X + (x + 1) + (x + 2) + (x + 3) = 360°. Luego, 4x = 354° y x = 88,5°.
(C) Si x, y son dngulos exteriores del cuadrilatero ABCD, entonces x = 180° — A, y = 180° — B. Por
tanto, x +y = (180° - A) + (180°-B) = 360°-(A+B)=(A+B+C+D)-(A+B)=C+D.
(D) D

X
ASG -0 E

B
El tridngulo ACD es rectangulo en D e isdsceles de base AC. Al trazar la altura DX se ve que X
es el punto medio de AC. Ademas, ZDAC = ZDCA = 45°. Por otro lado, en el tridngulo ABC se
tiene que X + (45° — x) + LABC = 180°. Luego, ZABC = 135°. Prolénguese AC hasta el punto E
tal que CE = BC. Del primer criterio de semejanza e ve que ABC ~ DCE y se tiene que ZCAB =
AB _ AC

x = ZCDE, ZACB =45° -xy ¢ = DE Por tanto, AC = DE. El tridngulo DXE es rectangulo en

X y el cateto DX, opuesto al dngulo E, es la mitad de la hipotenusa AC = DE. Por consiguiente,
45° —x =30°y se obtiene que x = 15°.

Teorema 3.2. Una diagonal de un paralelogramo lo divide en dos tridngulos congruentes.
Demostracion: D

C




74

Sea BD una diagonal del paralelogramo ABCD. Entonces ZCDB = ZDBA por ser dngulos alternos
internos entre las paralelas AB y CD cortadas por la transversal BD. Por otro lado, ZCBD = ZBDA por
ser dangulos alternos internos entre las paralelas AD y BC cortadas por la transversal BD. Del segundo
B __AD _ BD

. . A
criterio de semejanza se deduce que ABD ~ CDB. Por tanto, -8 _®D" 1. Esto muestra que ambos

tridngulos son congruentes.

Teorema 3.3. Un cuadrilatero es un paralelogramo si y sélo si:
(A) Cada dos dngulos opuestos son iguales.
(B) Cada dos dngulos consecutivos son suplementarios.
(C) Cada dos lados opuestos son iguales.
(D) Las diagonales se bisecan.
(E) Dos lados son iguales y paralelos.
Demostracion:
(A) Sea ABCD un paralelogramo. Del teorema 3.2, al trazar la diagonal BD, se ve que ABD = CDB y
se deduce que A = C. Del mismo teorema 3.2 al trazar la diagonal AC se ve que ABC = CDA y se
deduce que B = D. Reciprocamente, sea ABCD un cuadrildtero tal que A=Cy B=D.

D C

X
A B

Del teorema 3.1 se ve que A + B+ C + D =360°. Como A=Cy B =D se tiene que 2C + 2D =
360°, y al dividir por 2 se ve que C + D = 180°. Si x es dngulo exterior al cuadrildtero en A se ve
que x + A = 180°. Ya que A = C se ve que x + C = 180°. Al comparar con la igualdad anterior se
obtiene que x = D. Por tanto, las rectas AB y CD son paralelas al tener los dngulos iguales x y D
alternos internos. Al ser B = D se ve que x = B. Por tanto, AD y BC son paralelas por ser x y B
angulos iguales correspondientes. Por consiguiente, ABCD es un paralelogramo.\

(B) Sea ABCD un paralelogramo.
D C

X
A

B

D = x por ser dngulos alternos internos entre las paralelas AB y CD cortadas por la transversal
AD. A + x = 180° por ser x dngulo exterior en A. Luego, A + D = 180°. Reciprocamente, sea
ABCD un cuadrildtero talque A+ B=B+C=C+D =D+ A =180°. Si x es un dngulo exterior
en A, entonces x + A = 180° y usando la hipétesis A + B = 180° se obtiene que x = B. Por tanto,
AD y BC son paralelas por tener dngulos correspondientes iguales. Usando x + A = 180° y la
hipétesis A + D = 180° se ve que x = D. Luego, las rectas AB y CD son paralelas con los dngulos
alternos iguales x y D. Por tanto, ABCD es un paralelogramo.
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(C) Sea ABCD un paralelogramo. Del teorema 3.2, al trazar la diagonal BD, se ve que ABD = CDB y

se deduce que AB = CD. Del mismo teorema 3.2 al trazar la diagonal AC se ve que ABC = CDA
y se deduce que BC = DA y se ve que los lados opuestos son iguales. Reciprocamente, sea ABCD
un cuadrilatero tal que AB = CD y AD = BC. Del teorema 3.2, al trazar la diagonal BD, se ve que
ABD = CDB y se deduce que A = C. Del mismo teorema 3.2 al trazar la diagonal AC se ve que
ABC = CDA y se deduce que B = D. Del teorema 3.3.(A) se ve que ABCD es un paralelogramo.

D

C

A B

Sea ABCD un paralelogramo con las diagonales AC y DB que es cortan en el punto M. Los
angulos CDM y DBA son iguales por ser dngulos alternos internos entre las paralelas AB y CD
cortadas por la transversal BD. Los dngulos DMC y AMB son iguales por ser opuestos por el
vértice. Del segundo criterio de semejanza se tiene que DMC ~ BMA y como AB = DC se sigue
que DMC = BMA. Por ende, DM = MB y M es el punto medio de BD. De manera andloga se ve
que M es el punto medio de la diagonal AC. Reciprocamente, supéngase que ABCD es un
cuadrilétero tal que el corte M de las diagonales AC y BD es el punto medio de cada una de ellas.
Ya que DM = MB, AM = MC y LZAMB = ZCMD por ser dngulos opuestos por el vértice se sigue
del primer criterio de semejanza que AMB ~ CMD, y como DM = MB se sigue que AMB =
CMD. Luego, AB = CD. De manera andloga se muestra que AD = BC y apliquese el teorema
3.3.1.

(E) Si ABCD es un paralelogramo, entonces los lados opuestos son iguales por el teorema 3.3(A) y

son paralelos por la definicién de paralelogramo. Reciprocamente, supéngase que ABCD es un
cuadrilatero tal que AB y CD son iguales y paralelos. Se trazan AC y BD que se cortan en M.
ZCDB = ZDBA por ser dngulos alternos internos entre las paralelas AB y CD cortadas por la
transversal BD, y ZDMC = ZBMA por ser dngulos opuestos por el vértice. Luego, AMB = CMD
lo que indica que AM = MC y MB = MD. Apliquese el teorema 3.3(D).

Problema #3.2 D
En un cuadrilatero

(a)
(b)
(©

Cada diagonal es menor que el semiperimetro del cuadrilétero.
La suma de las diagonales es mayor que la suma de dos lados opuestos.

La suma de las diagonales esta entre el semiperimetro y el perimetro.

Solucién:

Sea O la interseccién de las diagonales AC y BD del cuadriladtero ABCD segtin se indica en la figura.

(@)

(b)

Aplicando la desigualdad triangular a los tridngulos ABC y CAD se tiene que  AC<AB +BCy
AC < AD + CD. Al sumar estas desigualdades se ve que 2AC < 2s y al dividir por 2 se ve que
AC < s. Si se aplica la desigualdad triangular en los tridngulos ABD y BCD se obtiene que BD
< AB + DA y DB < BC + CD. Al sumar estas desigualdades se ve que 2BD < 2s y al dividir por 2
se obtiene que BD < s.

Aplicando la desigualdad triangular a los tridngulos AOD y BOC se ve que AD < OA + OD y
BC < OB + OC. Al sumar ambas desigualdades se ve que AD + BC < OA + OD + OB + OC =
(OA + OC) + (OB + OD) = AC + BD. Aplicando la desigualdad triangular a los tridngulos AOB
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y COD se ve que AB < OA + OB y CD < OC + OD. Al sumar ambas desigualdades se ve que
AB +CD <OA + OB + OC + OD = (OA + OC) + (OB + OD) = AC + BD.

(c) De (a) se tiene que AC <s y BD < s y al sumar se ve que AC + BD < 2s. De (b) se ve que AD
+ BC < AC + BD y AB + CD < AC + BD. Al sumar se tiene que 2s < 2(AC + BD), o sea, s <
AC + BD. Se ha demostrado que s < AC + BD < 2s.

Problema #3.3. La suma de los cuadrados de los lados de un cuadrilatero es igual a la suma de los
cuadrados de las diagonales mds cuatro veces el cuadrado del segmento que une los puntos medios de sus
diagonales. C
Solucién: D

Sean M y N los puntos medios de las diagonales AC y BD de un cuadrilatero

ABCD. Ya que AN y CN son medianas en los tridngulos ABD y BCD se

sigue del teorema 2.29(A) que A B
AB’ + AD* BD?
AN’ = Al - (1)
2 4
2 2 2
CN® = BC J;CD 3 BZ) 2)

El segmento MN es mediana del tridngulo AMC y del mismo teorema 2.29(A) se obtiene que
_ AN’ +CN*  AC?
- 2

MN?

y al multiplicar por 2 se ve que

A 2
2MN? = AN? + CN? — €

3)

AB* + AD* BD’ . BC’*+CD* BD* AC’
2 4 2 4 2
multiplicar por 2 se obtiene 4MN” = AB* + AD* — BD* + BC? + CD* — AC?, es decir.

AC? + BD? + 4MN? = AB? + BC? + CD? + DA”.

Sustituyendo (1) y (2) en (3) resulta 2MN? =

Problema #3.4.. Si E y F son puntos interiores de los lados AC y AB de un tridngulo ABC, entonces los
segmentos BE y CF no se bisecan.

Solucién: A

B C

Si BE y CF se bisecan, entonces por el teorema 3.3(D) se ve que BCEF es un paralelogramo lo cual es
absurdo porque los lados opuestos BF y CE se cortan en A.

Problema #3.5. Los puntos medios de los lados de cualquier cuadrildtero son los vértices de un paralelo-
gramo.
Solucidn:
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Sean M, N, P y Q los puntos medios de los lados AB, BC, CD y DA DA del cuadrildtero ABCD. Del
teorema 2.9(E) se deduce que las rectas MQ y NP son paralelas a BD, y las rectas MN y PQ son
paralelas a AC. Por la transitividad del paralelismo se ve que los pares de lados MQ, NP y PQ, MN son
paralelos. Por la definicién 3.1.6 el cuadrilatero ABCD es un paralelogramo.

Definicion 3.2. El paralelogramo formado por los puntos medios de los lados de un cuadrilatero se llama
paralelogramo de Varignon de ese cuadrilétero.

El problema anterior fue conocido por el matematico francés Pierre Varignon (1654—1722) y publicado
en 1731.

Problema #3.6. El perimetro del paralelogramo de Varignon de un cuadrilatero es igual a la suma de las
diagonales de ese cuadrilatero.

Solucién:

Sea MNPQ el cuadrilatero de Varignon del cuadrilidtero ABCD. Del teorema 2.4(A) se deduce que MN =

1 1
PQ = EBD yMQ=NP = EAC. Por tanto, MN + NP + PQ + QM = %BD+%AC+%BD+%AC:
AC + BD.

Problema #3.7 Los segmentos que unen los puntos medios de los pares de lados opuestos de un
cuadriltero y el segmento que une los puntos medios de las diagonales son concurrentes y se bisecan.
Solucidn:

Sean M, N, P, Q los puntos medios de los lados AB, BC, CD, DA de un cuadrildtero ABCD. Sean X,Y
los puntos medios de las diagonales AC y BD. Los segmentos MP y NQ son las diagonales del
paralelogramo de Varignon del cuadrilatero ABCD y por el teorema3.3(D) dichas diagonales se bisecan
en J. Por otro lado, de los teorema 6.5.3 y 8.8 se tiene que los segmentos MX y PY son paralelos a AD y
valen su mitad. Por tanto, MX y PY son iguales y paralelos. Por el teorema 3.3(E) el cuadrildtero MXPY
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es un paralelogramo. Luego, sus diagonales XY y PM se bisecan en J. Se ha demostrado que MP, NQ y
XY pasan por J y se bisecan alli.

Definicion 6.3. El punto J dado en el teorema anterior se llama el baricentro del cuadrilatero.

Problema #3.8. Las diagonales AC y BD de un paralelogramo ABCD se cortan en el punto O. Supdn-
gase que AO =x +20,BD=12-2xy OC =2 —x. Halle AC, OB, OD, AOy OC.

Solucién:

Como OA = OC se sigue que x + 20 =2 — x y asi x =-9. Luego, OA =11, BD =30 y OC = 11. Luego,

AC=20A=2X11=22,0B=OD=%BD=15.

Problema #3.9. Dos vértices opuestos de un paralelogramo equidistan de la diagonal que pasa por los

otros dos vértices.
D C

Solucién:

A 'B

Sean X e Y las proyecciones ortogonales de los vértices B y D sobre la diagonal AC del paralelogramo
ABCD. Por el teorema 3.3(D) las diagonales AC y BD se bisecan en O y asi OA = OC. Ademas, ZDOX
= ZYOB por ser dngulos opuestos por el vértice. Del segundo criterio de semejanza se tiene que DOX ~
OD DX
BOY y se ve que | =—— = ——. Por ende, DX = BY.
OB BY
Problema #3.10. Sean AD, BE, CF las medianas de los lados BC, AC, AB en un tridngulo ABC. Trace
el segmento FG paralelo e igual a la mediana BE. Entonces los lados del tridngulo FCG son iguales a las

3
medianas del tridngulo ABC. Si K es la interseccidén de las rectas FE y CG, entonces FK = ZBC y FK

es mediana del tridngulo FCG.
Solucién:

Ya que D y E son los puntos medios de los lados BC y AC se sigue que la recta DE que contiene a G es
paralela al lado AC. Como las rectas FG y BE son paralelas por hipédtesis se tiene que FBEG es un
paralelogramo. Por tanto, FB y EG son iguales y paralelos. Ya que DE es también paralela e igual a BF se
concluye que D, E, G son colineales y E es el punto medio de DG. Ademas, AB = 2FB = 2DE = DG y,
AB y, DG son paralelas. Como GD y AC se bisecan en E, resulta que ADCG es un paralelogramo por el
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teorema 3.3(D). Asi, AD = CG. Al ser FE paralela a BC se sigue que EK es paralela a DC. En el

1 1 1 1
tridngulo GDC vemos que EK = EDC. Luego, FK = FE + EK = 5BC+EDC: DC+EDC:

3 3(1 3
5 DC = 5[5 BC] = ZBC . Por tltimo, K es el punto medio de CG y FK es mediana del tridngulo FCG.

Teorema 3.4.
(A) Todo rectdngulo es un paralelogramo.
(B) Todo rombo es un paralelogramo.
(C) Todo cuadrado es un paralelogramo.
(D) Las diagonales de un rectdngulo son iguales.
(E) En un rombo las diagonales son perpendiculares y son bisectrices de sus angulos.
(F) En un cuadrado las diagonales son perpendiculares entre si, iguales y bisectrices de sus dngulos.
(G) La paralela a las bases de un trapecio trazada por el punto medio de un lado no paralelo corta al
lado opuesto en su punto medio.

(H) La base media de un trapecio es paralela a las bases e igual a la semisuma de las mismas.
Demostracion:

(A) Si ABCD es un rectangulo, entonces sus dngulos miden A = C =90 y B = D = 90. Del teorema
3.3(A) resulta que ABCD es un paralelogramo.

(B) Si ABCD es un rombo, entonces AB = BC = CD = DA y debido al teorema 3.3(C) se tiene que es
un paralelogramo.

(C) Basta ver que un cuadrado es un rectdngulo.

(D) D C
A B
Sea ABCD un rectdngulo. Entonces AB = CD y B = D = 90°. Por el primer criterio de semejanza
AC BC
tiene que ABC ~DCB y asi — = —— =1. Por tanto, AC = BD.
BD BC

(E) B ‘ i
N7

Si ABCD es un rombo, entonces es un paralelogramo por el Teorema 3.4(B). Del teorema 3.3(D)
se sigue que las diagonales AC y BD se bisecan en O. Como B y D equidistan de A y C resulta
que la recta BD es mediatriz de AC. Luego, AC y BD son perpendiculares. Al ser OD y OB
alturas en los tridngulos is6sceles ABC y ACD son también bisectrices.

(F) Todo cuadrado es un rombo y del teorema anterior se ve que sus diagonales son perpendiculares
entre si y son bisectrices de sus dngulos. Ya que el cuadrado es un rectangulo se sigue del
teorema 3.4(D) que sus diagonales son iguales.
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/ T\

A

B

(G) Sea ABCD un trapecio de bases AB y CD. Sea m la recta paralela a las bases que pasa por el
punto medio M del lado AD. Aplicando el teorema 2.11(B) en el tridngulo ABD se ve que m
corta la diagonal BD en su punto medio X. Usando el mismo teorema en el tridngulo BCD se ve
que m corta al lado BC en su punto medio N.

(H) Sea MN la base media de trapecio ABCD que corta la diagonal BD en su punto medio. Del

AB CD
teorema 2.9(E) se ve que MX y XN son paralelas a AB. Ademds, MX = T y NX = T Por

1 1 1
tanto, MN y B son paralelas y MN = EAP = E(AB + BP) = E(AB + CD).

Problema 3.11. En un cuadrilatero ortodiagonal ABCD las diagonales se cortan en O. Entonces
(A) AB* + CD? = BC? + DA?
(B) Su paralelogramo de Varignon es un rectangulo.
(C) Los segmentos que unen los puntos medios de dos lados opuestos son iguales.
Solucién:
(A) Por el teorema de Pitdgoras se tiene que AB* + CD* = OA” + OB” + OC” + OD* = BC* + DA’
(B) Los lados del paralelogramo de Varignon son paralelas a las diagonales las cuales son
perpendiculares.
(C) Las diagonales en un rectangulo son iguales.

Problema #3.12 Dado un rectangulo ABCD con AB =3 y AD =4, halle AC.

Solucién:

Como BAD es un tridngulo rectdngulo en A al aplicar el teorema de Pitdgoras se ve que BD* = AB” +
AD? = 3% + 4> = 25. Por tanto, BD = 5 y del teorema anterior se tiene que AC = BD = 5.

Problema #3.13. . Un rectdngulo tiene diagonal 15. El ancho del rectangulo es la mitad de su largo. Halle
el perimetro del tridngulo.

Solucién:

Si x es el ancho del rectangulo, entonces por las condiciones del problemas se ve que su largo es 2x. Asi,
el perimetro es p = 2x + 2(2x) = 6x. El teorema de Pitdgoras aplicado a uno de los tridngulos rectdngulos

se tiene que x° + (2x)* = 15°. O sea, 5x> = 225 y se tendrd que x > = 45. Por tanto, X = 3\/3. En

consecuencia el perimetro es p = 18 \/g .
Problema #3.14. Si el perimetro de un rectangulo es p y su diagonal es d, halle la diferencia entre el
largo y el ancho del rectangulo.

Solucidn:
Seand = BD, x = AB, y = AD en la figura anterior. El perimetro es 2x + 2y = p y al dividir por 2

Aplicando el teorema de Pitdgoras en el tridngulo ABD se tiene que



81

X +y2=d2 ......... (b)

Al elevar la igualdad (a) al cuadrado se obtiene que x° + y* + 2Xy = % y usando (b) se tiene que

2 2
d* + 2xy = % y vemos que 2xy = % —d* . Por tanto, (x-y) ' =x’+y* - 2xy =

2

2
d> - {% - dz} =2d* - % y al extraer raices cuadradas se tiene que x —y = %\ISdz -p°.

Problema #3.15. La suma de las distancias, de un punto cualquiera de un lado de un rectangulo, a las
diagonales es constante.
Solucién: D P C

.
ot
.
.
o

A B
Sea P un punto del lado CD de un rectangulo ABCD y sean X e Y las proyecciones de P sobre las
diagonales AC y BD. Sea K la proyecciéon de D sobre AC y sea Q la proyeccién de P sobre BD. En el
cuadrilatero PQKX tres de los dngulos son rectos. Luego, dicho cuadrilatero es un rectingulo. Por ende,
PX = QK y PQ es paralelo a AC. Los dngulos DPQ y DCA son iguales por ser angulos correspondientes
entre las paralelas PQ y AC cortadas por CD. Ademds, se tiene que OD = OC. Por tanto, ZCDO
=/DCO = ZDPQ. Asi, DS = PS donde S es el corte de PQ y BD. Por otro lado, ZDSQ = ZPSY por ser
angulos opuestos por el vértice. Por el segundo criterio de semejanza se tiene que DQS ~ PYS son
DS D
congruentes. Luego, 1= P_S = P_g y se tiene que PY = DQ. Asi, PY + PX = DQ + QK = DK y esta
cantidad es constante por ser la distancia del vértice A a la diagonal AC.

Problema #3.16. Sean E y F puntos de los lados AB, CD de un rectangulo ABCD tales que DEBF es un
rombo. Halle EF si AB=ay BC=b.
Solucidn:

D

A

B

E

Sean DF = FB = BE = ED = x. Luego, FC = CD — DF = AB — DF = a — x. Por el teorema de Pitdgoras en
el tridngulo BCF, rectangulo en C, se tiene que BF* = FC? + BC2. Esto quiere decir que (x — a)2 +b7=x%

a’+b?

o0 sea, 2ax = a” + b’ y se tiene que X = . Por el teorema de Pitdgoras en el tridngulo BCD se ve

2a
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que BD = a’ +b* . Por el teorema 6.14 las diagonales BD y EF del rombo DEBF son perpendiculares

1 Ja?+b?

y se bisecan en O. De lo anterior se tiene que OB = —BD = ———. Aplicando el teorema de

a’ +b?

Pitdgoras en el tridngulo OEB se obtiene que OB*> = OE” + EB? o sea, = OE’ + x* = OF” +

2 12 212 2, 12 2 w22, 12 2, 122
a“+b a“+b a“+b a“+b”|a"+b a”+b°b
#. Por ende, OE’ = ( > )2 — = > -1| = — - Al extraer
4a 4a 4 4 a a
b b
raices cuadradas se ve que OE = 2—\/a2 +b* yasi EF=20E= —+a’+b” .
a a
Problema #3.17. En la figura ABCD y DEFG son dos cuadrados. Si AE=ay BF =x, G
pruebe que X = a\/E
Solucidn: D C
Sea P un punto tal que ABPE es un paralelogramo. Luego, F
(1) EP=AB=ADyBP=FA=a. c
ZGDC = ZFEP = u por ser dngulos entre lados paralelos. Sea ZADE =y a’ X\‘
y ZCDE =z. Pero,u+z=90°=y + zy al simplificar se tiene que u =y. /! \‘
. . FE FP A B
Usando (1) se tiene que FEP ~EDA y asi 1= — = —— . O sea, FP=EA =a. G
DE A
Ademds, Z/DAE = ZEPF =u y se ve que 90° =u + ZEAB =u + ZEPB. Esto D C

indica que el tridngulo BPF es rectdngulo en P. Aplicando el teorema de
Pitdgoras se ve que X" = BF* = FP” + PB” = a” + a” = 2%, Al extraer raices

cuadradas se obtiene que x = a\/E .

Teorema 3.5. En un trapecio isésceles los angulos de las bases son iguales y las diagonales son iguales.
Demostracion:

D b C
h h
a b a
A B
Q P

Sea ABCD un trapecio isésceles de bases AB y CD con AB > CD. Sean P y Q las proyecciones de Cy D
sobre AB. Entonces CP = DQ = h por ser la distancia entre las paralelas y AD = BC por ser un trapecio

isdsceles. Las anteriores igualdades dicen que los tridngulos rectingulos ADQ y BCP tienen iguales la
hipotenusa y un cateto. Por el teorema de Pitdgoras se tendrd que AQ = BP. Del tercer criterio de
semejanza se ve que AQD ~ BPC. Asi, ZDAQ = ZCBP lo que indica que los dngulos de la base AB son
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iguales. Asi mismo se tiene que ZADQ = ZBCP y al sumarle 90° se ve que C = D. Usando el teorema de
Pitdgoras en el tridngulo rectdngulo APC se tiene que AC*> = AP” + PC* = QB* + AQ’ + BD” Luego, AC
=BD.

Problema #3.18. Si la base mayor de un trapecio isdsceles es igual a una diagonal y la base menor es
igual a la altura, halle la razén entre las bases menor y mayor.

Solucién:

Vea la figura del ejemplo anterior. De la hipdtesis se tiene que AQ =BP =ay CD =PQ =b =PC =DQ.
Luego, AB = AQ + QB =2a + b. Del teorema de Pitigoras aplicado al tridangulo BDQ se tiene que BD” =
QD2 + BQZ, es decir, (2a + b)2 = b+ (a+ b)2. Efectuando las operaciones y simplificaciones se obtiene
que b> — 2ab — 3a® = 0. Resolviendo la ecuacién cuadritica en la incGgnita b se obtiene que b =

2a++/4a’ +12a°

2
COh_ b 3 3
AB 2a+b 2a+3b 5

=3a donde s6lo hay una solucién positiva. Por ende, la razén buscada es

Problema #3.19. Las diagonales AC, BD de un trapecio ABCD se cortan en un punto O. Sea M el punto
medio de la base AB y sea X la interseccion de AC, DM. Trace por X la paralela a AB hasta cortar AD,
DB yBCenU, Y yZ. Entonces UX = XY = YZ.

Solucidn: D C

S\

En los tridngulos semejantes DUX y DAM se tiene que

A

UX DX
AM DM

En los tridngulos semejantes DXY y DMB se tiene que

DX XY
—_— = (b)
DM MB
De (a) y (b) se sigue que ux = ﬁ Como AM = MB se obtiene que UX = XY. En los tridngulos
AM MB
semejantes CXZ y CAB se tiene que
X7 CZ
— = (c)
AB CB

Por el teorema de Thales se tiene que
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CzZ DX
— = (d)
CB DM
De (c), (d), (b) se obtiene que %:% Ya que AB = 2MB se tendrd que XZ = 2XY vy, en

consecuencia, XY =YZ.

Definicion 3.5. Sean K y L tridngulos o cuadrilateros o una mezcla de ellos. Diremos que la figura K
esta inscrita en la figura L si los vértices de K estan en los lados de L. También se dice que la figura L
esta circunscrita a la figura K.

A

A
D
D Q ¢ U ¢
S I\ Q v/ S v
A B Q
P A
c B P Q C P

P

En la primera de las figuras anteriores el tridngulo PQS est4 inscrito en el tridngulo ABC. En la segunda
figura el cuadrildtero PQUYV estd inscrito en el tridngulo ABC. En la tercera figura el tridngulo PQS esta
inscrito en el cuadrildtero ABCD. En la tltima figura el cuadrilatero PQUYV est4 inscrito en el cuadrildtero
ABCD.

B

B

Problema #3.20. En la figura anexa el cuadrilatero CQUYV estd inscrito en el
tridngulo ABC que es rectdngulo en C. Si AC =6 y BC = 12 Halle el valor
del lado x del cuadrado.
Solucidn: v U

A U
Se ve que AQU ~ ACB por tener sus lados paralelos. Luego, —Q = Q— ,

AC BC

6— C A

es decir, 5 X % Al despejar x se obtiene que x = 4. Q

El area de un cuadrildtero cualquiera, es decir, la extensiéon de dicho cuadrildtero se puede obtener
sumando las dreas de los tridngulos determinados en él por cualquier diagonal. No conocemos una
férmula simple para determinar el drea de un cuadrildtero arbitrario.

Teorema 3.6.
(A) El 4rea de un cuadrildtero es igual a un lado por su altura, es decir, la distancia entre ese lado y el
lado opuesto. D C

(B) El 4rea de un cuadrado de lado a es a°. :
Demostracion: h
(A) Sea BCD un paralelogramo. Sea h la distanciade C ala A '

recta AB. Entonces [ABCD] = [ABD] + [BCD] = B
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% eABeh + % e CD eh.Como AB = CD se obtendrd que [ABCD] = ABeh.

(C) El lado a es igual a su altura a. De (A) se sigue que el drea es ea = a’.

Nétese que si un lado de un tridngulo coincide con un lado de un paralelogramo, entonces el drea del
tridngulos es la mitad del drea del paralelogramo. En la figura anterior 2[ABD] = 2[BCD] = [ABCD].

Problema #3.21. Si se construye un cuadrado en un lado de un rombo, entonces su drea no es menor que
la del rombo.

Solucién:

Sea ABCD un cuadrado construido sobre un lado AB = a del rombo ABPQ. El drea del cuadrado es
[ABCD] = a° y el area del rombo es la suma de las dreas de los tridngulos ABQ y BPQ, es decir, [ABPQ]
=a’esen A. Ya que sen A <1 se sigue que [ABPQ] < [ABCD].

Problema #3.22. Las diagonales AC y BD del cuadrilatero ABCD se cortan en el punto O. Entonces se

tiene que [ABO]Je [CDO] = [ADO]¢[BCO] D

Solucién: A (

Sean p y q las distancias de los vértices A y C a la diagonal BD. “ \
1 1 O

Entonces [ABO]e[CDO] = E. BOOPOEOODoq = B

%o DOep o%o OB eq =[ADO]e[BCO].

Problema 3.23. Sean E y F los puntos medios de los lados AB y Cd de un cuadrildtero ABCD. Pruebe
que si AF y DE se cortan en G, y CE y BF se cortan en H, entonces [FGEH] = [AGD] + [BHC].
Solucién: D

A
E B

Trace las distancias p, q y s de los puntos D, F y C a la recta AB. Se forma un trapecio de bases py s, y de
base media q. Del teorema 3.4(H) se tiene que 2q = p + s. Al multiplicar esta igualdad por AB = 2AE =
2BE se tiene que 2qeAB = pe2AE = se2BE y simplificar por 2 se tiene que qeAB = peAE = seBE. Luego,
[ABF] = [AED] + [EBC]. O sea, [AGE] + [FGEH] + [EBH] = [AGE] + [AGD] + [EBH] + [BHC]. Al
simplificar de nuevo se obtiene el resultado deseado.

Problema #3.24.
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Se trazan los cuadrados ACUV y ABPQ sobre los lados AC y AB del tridngulo ABC. Pruebe que
[AVQ] =[ABC], QC =BV y las rectas BV y QC son perpendiculares.

Solucidn:

La suma de los dngulos alrededor de el vértice A es 360°. Ya que ZQAB =90° = ZVAC se tiene que
ZQAV + ZBAC = 180° Asi sen ZQAV = sen ZBAC. Del teorema 7.1 se ve que [AVQ]

%OQAOAVosen A =%0ABOACosen A = [ABC]. Noétese que AQ = AB, AC = AV y ZQAC

90° + A = ZBAV. Del primer criterio de semejanza se tiene que BAV ~ QAC. Asi, ZAQC = ZABV =x,

BA BV
/ACQ=Z4AVB=zyl=—= @ De esta proporcién se tiene que BV = QC. En el tridngulo QAC

QA
se tiene que x + z + 90° + A = 180° y se obtiene que x + z + A = 90°. Por tltimo del ejemplo 6.27 se ve
que ZBSC=x+y+ A =90°

Problema #3.25. Sean ABCD un cuadrado, E un punto del lado BC, F el corte de BE con la prolongacién

1 1 1
del lado AB, CE = b, AF = a y DE = x. Pruebe que (1) x* = ab + b* y (2) = + )
Y a Y CD? DE? DF

Solucién: D u C
Sea u el lado del cuadrado. Se tiene que AFD ~ BFE por tener sus
lados paralelos. Asi, £ = Q, es decir, a __ U . Al simplificar b
BF BE a—-u u-b E
se obtiene u” = ab. Usando el teorema de Pitdgoras en el triangulo DCE
se tiene que x° = u” + b’ y usando la igualdad anterior se ve que x* = ab + b’, A
Del teorema de Pitdgoras en el tridngulo DAF se sabe que DF” = u” + a°. < a B >
Luego + ! = L + 1 = 1 + 1 —
"DE’ DF* x* u’+a’ ab+b’> ab+a’
_ 1 N 1 _ a N b __a+t b _ i _ i _ 1
b(a+b) a(a+b) ab(a+b) ab(a+b) aba+b) ab u’> CD*
Problema #3.26. Desde un punto cualquiera E del lado o
AD del rombo ABCD se traza la perpendicular a BC
hasta cortar a AC, BD y BC en los puntos F, G y H. E
Sea O el corte de la diagonales ACy BD y sea ] la
proyeccién de O sobre AB hasta cortar a EH en el
punto K. Si KJ =a, GH =b y EF = c, pruebe que
b+c H
= A J B
Solucién:

Trace las proyecciones Py Q de F y G sobre AB.
Como EH es perpendicular a BC y BC es paralela

a AD se tiene que EH es perpendicular a AD. Ya
que F estd en la bisectriz AC del dngulo A del rombo
se tiene que
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AP=FE=c (A)

Como G estd en la bisectriz BD del dngulo B del rombo se tiene que
GQ=GH=b (B)

/KOG = ZJOB es igual al angulo QGB por ser dngulos correspondientes entre las paralelas OJ y GQ
cortadas por la transversal BD. Ademds, OGK = ZHGB por ser angulos opuestos por el vértice. Pero,
/ZHGB = ZQGB y asi ZOGK = ZQGB. El tridngulo OKG es is6sceles y se tiene que

OK = KG ©)
De manera andloga se muestra que
OK =KF (D)

El tridngulo FOG es rectdngulo y K equidista de sus vértices. Luego, K es el punto medio de FG. Por
ende, J que es la proyeccion de K serd el punto medio de PQ cuyos extremos son las proyecciones de F y

b+c
G. Entonces FPQG es un trapecio y KJ es su base media. Por tanto, a =

Problema #3.27. Sea T un punto interior a un cuadrado ABCD tal que S = [ABCD],

S
Pruebe que [ATD] + [BTC] = [CTD] + [ATB] = E b aQ c

Solucién:

u \

A o B
Trace por T las paralelas a los lados AB y AD hasta cortar en U, V y P, Q. Asi,2 [ATD] + 2 [BTC] =
[APQD]+ [PBCQ] = [ABCD] = S. Bastara dividir por 2. Andlogamente, 2[CTD] + 2[ATB] = [UVCD] +

[ABVU]. Bastara dividir por 2.

Problema #3.28. Si O es un punto en el interior de un cuadrilatero
ABCD tal que OA® + OB* + OC” + OD* = 2[ABCD], entonces
ABCD es un cuadrado y O es su centro.

Solucién:

A# B

Se ve que OA” + OB” + OC? + OD? = 2[ABCD] = 2[AOB] + 2[BOC] + 2[COD] + 2[AOD] =
OAeOBe.sen a + OBe.OCesen 3 + OCeODesen & + OAeODesen m. Ya que 0 < sen x < 1, para todo x, se
tiene que
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OA’ + OB’ + OC” + OD’ < OA*OB + OBeOC + OCeOD + OAeOD
Al multiplicar por 2 en la desigualdad anterior resulta que

OA? + OB? + OC? + OD” + OA? + OB? + OC? + OD? < 2e0A¢0OB + 2¢0BeOC + 260CeOD +
20¢0Ae.OD. Luego,

(OA? — 260Ae0OB + OB?) + (OA” — 2¢.0Ae0D + OD?) + (OB? — 260Be0OC + OC?) +
(OC? - 2¢0Ce0OD + OD?% <0

es decir, (OA — OB)* + (OA — OD)* + (OB — OC)* + (OC — OD)* < 0. Como el primer miembro es un
ndmero no negativo se tendra que (OA — OB)’ + (OA — OD)’ + (OB — OC)* + (OC — OD)* = 0. Por ende,
cada uno de los sumandos es cero y vemos que OA = OB = OC = OD. Al sustituir en la primera de las
igualdades de arriba se ve que 460A”* = OA” (sen oL + sen P + sen & + sen ®) y asi vemos que sen o, + sen
B + sen d + sen ® = 4. Ya que el maximo valor de cada sumando es uno se tendrd que sen o = sen 3 = sen
d=sen®=1yvemos que o= =6 =w=90° Los tridngulos AOB, BOC, COD, AOD son rectangulos e
isésceles. Por ende, los dngulos del cuadrilatero en A, B, C, D son rectos y ABCD es un cuadrado, y O es
el corte de las diagonales.

Problema #3.29. Sea P un punto cualquiera en el lado AB de un paralelogramo ABCD. La recta CP
cortard la prolongacién del lado DA en el punto Q. Muestre que los tridngulos APD y QBP son
equivalentes.
Solucién:

Por un lado se tiene que 2[APD] + 2[PBC] = APeh + PBeh = (AP + PB)e h = ABeh = [ABCD)]. Por otro
lado se ve que 2[QPB] + 2[PBC] = 2[QBC] =2[CBD] =[ABCD]. De ambos resultados se concluye que
2[APD] + 2[PBC] = 2[QPB] + 2[PBC] y sl simplificar en ambos miembros se tiene que [APD] = [QPB].
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Ejercicios #3.

1.

2.

11.
12.
13.
14.
15.

16.

17.

18.

19.
20.

21.

22.

23.

Halle el perimetro del tridngulo que se forma al prolongar los lados no paralelos de un trapecio
conociendo sus cuatro lados.

Por el vértice C del paralelogramo ABCD se traza una recta que divide la diagonal BD en dos
partes de modo que una de ellas sea cuatro veces la otra. Entonces esa recta divide al lado AD en
dos partes donde una de ellas es el triple de la otra.

En un cuadrilitero ABCD una paralela a la diagonal BD corta a AB en E y a AD en F; otra
paralela a BD corta a BC en G y a CD en H. Entonces las rectas EG, FH, AC son concurrentes.
En todo cuadrilétero la recta que pasa por los puntos medios de las diagonales determinan sobre
dos lados opuestos segmentos proporcionales.

Sea F un punto de la prolongacién del lado AD del paralelogramo ABCD. La recta FC corta a AB

AB AD
en el punto E. Entonces A_ +—=

AF
En todo tridngulo la paralela trazada por el incentro a uno de sus lados determina sobre los otros
dos lados un segmento que es igual a la suma de los segmentos comprendidos entre las paralelas.
En un paralelogramo dos lados consecutivos son inversamente proporcionales a sus respectivas
alturas.
Dos édngulos consecutivos de un paralelogramo son suplementarios.
Las bisectrices de dos dngulos consecutivos de un paralelogramo son perpendiculares.
La suma de las diagonales de un trapecio es menor que su perimetro y mayor que su
semiperimetro.
Si una diagonal de un paralelogramo es bisectriz de un dngulo, entonces dicho el paralelogramo
es un rombo.
La base media de un trapecio pasa por los puntos medios de las diagonales, y el segmento por
ellas determinado es igual a la semidiferencia de as bases.
Los puntos medios de los lados de un cuadrado son los vértices de un cuadrado.
Los puntos medios de los lados de un trapecio isdsceles son los vértices de un rombo.
Dos rectas trazadas por el punto de interseccion de las diagonales de un paralelogramo cortan sus
lados en puntos que son vértices de otro paralelogramo.
Si de los vértices de un paralelogramo se trazan perpendiculares a una recta cualquiera, fuera de
él, la suma de los segmentos trazados desde dos vértices opuestos es igual a la suma de los
segmentos trazados desde los otros dos vértices.
Las rectas que pasan por un vértice de un paralelogramo y los puntos medios de los lados
opuestos trisecan una de las diagonales.
Sea M la interseccién de las diagonales de un cuadrado construido sobre la hipotenusa BC de un
tridngulo rectdngulo dado ABC. La perpendicular a AM por M corta a AB y ACen L y N.
Entonces BL = AC y CN = AB.
Si ABCD es un cuadrildtero con AB = CD y C > B, entonces DB > ACy A >D.
Sean A, B, C tres puntos colineales en ese orden. Sean ABDE y ACFG dos cuadrados de lados
AB y AC construidos del mismo lado. La recta que pasa por A y es perpendicular a GB biseca al
segmento EC.
La suma de las distancias de los vértices de un tridngulo a cualquier recta es igual a la suma de las
distancias de los puntos medios de los lados del tridngulo a la recta.
Si un tridngulo y un cuadrilitero se trazan sobre la misma base y el cuadrildtero estd
completamente dentro del tridngulo, entonces el perimetro del tridngulo es mayor que el
perimetro del cuadrilatero.
Sea ABC un tridngulo rectdngulo en B. Sobre AB y BC se construyen dos cuadrados ABDE y
BCGH fuera del tridngulo. Sean L y K las proyecciones ortogonales de E y G sobre la recta AC,
entonces AC = EL+GK.
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(a) Las bisectrices de los dngulos de cualquier cuadrildtero determinan otro cuadrildtero en
el que los dngulos opuestos son suplementarios.

(b) Si el primer cuadrildtero es un paralelogramo, el segundo es un rectdngulo donde sus
diagonales son paralelas a los lados del paralelogramo e iguales a la diferencia de sus
lados adyacentes.

(©) Si el primer cuadrildtero es un rectangulo, el segundo es un cuadrado.

Un punto C estd en un segmento AB de modo que AC = 2BC: Tres paralelas se trazan por A, B,

C y cortan una recta dada m en los puntos L, M, N de modo que estos puntos estidn todos del

mismo lado de m. Entonces AL + 2BM = 3CN.

La distancia del baricentro de un tridngulo a una recta dada es igual a la media aritmética de las

distancias de sus vértices a la recta.

(a) En el paralelogramo MALO con las diagonales ML y AO se tiene que MO = 2x + 10,

OL =x*+ 6 y ED = 30 — 3x. ;Cuanto mide el cuarto lado?

(b) Sien el (a) se tiene que A =3x y L = x + 40 halle todos sus dngulos.

Sobre los lados AB y AC de un tridngulo ABC se construyen los cuadrados ABDE y BCJK fuera

del tridngulo. Entonces CD y AK son perpendiculares.

Si los pares de lados opuestos de un cuadrildtero se prolongan hasta cortarse en dos puntos,

entonces las bisectrices de los dngulos en esos puntos forman un dngulo que es igual a la

semisuma de dos dngulos opuestos en el cuadrilétero.

Si M es la interseccion de las rectas que unen los puntos medios de los pares de lados opuestos

AB, CD y BC, AD de un cuadrilatero ABCD, entonces la suma de las distancias de A, B, C,D a

una recta m es igual a cuatro veces la distancia de M a m.

Se construye un paralelogramo BCA D" en un lado BC de un paralelogramo ABCD de modo que

AB y BD" sean lados contiguos. Se construye un tercer paralelogramo ABD C". Entonces AA”,

BB, CC" son concurrentes.

La interseccién de las diagonales del cuadrado construido sobre la hipotenusa de un tridngulo

rectangulo equidista de sus catetos.

Sea ABCD un paralelogramo con AB = 2BC. El lado BC se prolonga en ambos lados hasta Ey F

de modo que BE = BC = CF. Entonces AF es perpendicular a DE.

Si las diagonales de un paralelogramo son perpendiculares, entonces dicho cuadrildtero es un

rombo.
(a) Un tridngulo equilétero tiene tres ejes de simetria
(b) (Cuantos tiene un cuadrado? ;y un rectingulo?

Sea ABC un tridngulo rectangulo en A. Del pie H de la altura AH se trazan perpendiculares HE y

HD sobre AB y AC. Entonces

(a) DE = AH

(b) Si M es el punto medio de BC, entonces AM es perpendicular a DE.

(©) Si N es el punto medio de AB y BX es paralela a DE, entonces MN y BX se cortan sobre
AH.

(d) AM y HD se cortan sobre BX.

Si dos dngulos opuestos de un cuadrildtero son rectos, entonces las bisectrices de los otros dos

angulos son paralelas.

En un cuadrilatero ABCD se tiene que AB = AD, BC = CD y al prolongar los lados opuestos se
cortan en M y N. Entonces MN es paralela a BD.

En un cuadrilatero la suma de las diagonales es mayor que la suma de dos lados opuestos.
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En un paralelogramo ABCD se prolonga AB hasta E con BE = BC, y se prolonga AD hasta F con
DF = DC. Entonces ZDEF = ZBCE y los puntos F, C, E son colineales.

En un paralelogramo la recta que pasa por los puntos medios de dos lados opuestos se divide en
dos partes iguales por el punto de interseccion de las diagonales.

Sobre los lados de un dngulo de vértice O se toman los segmentos OA y OB de modo que ~ OA
+ OB es constante, y se construye un paralelogramo OBAC. ;Cudl es el lugar geométrico del
punto C?

Halle el lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a dos rectas dadas que se corten
es constante.

Halle el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancias a dos rectas dadas que se
corten es constante.

Se tiene un paralelogramo ABCD con CD = 2AD. Se unen A y B con el punto medio M del lado
CD. Entonces el 4ngulo AMB es recto.

Se prolongan los lados AB, BC, CD, DA de un cuadrado ABCD hasta los puntos M, N, P, Q de
modo que AB = BM, BC = CP, CD = DN, DA = AQ. Entonces MN = PQ.

Si M es un punto del lado AD de un cuadrado ABCD y N es un punto del lado CD de modo que
AM = DN, entonces AN y MN son perpendiculares.

Sobre los catetos BA y AC de un tridngulo rectdngulo ABC se construyen los cuadrados ABDE y
ACFG. Se trazan DK y FL perpendiculares a BC. Entonces DK + FL. = BC, los puntos D, A, F
son colineales y las rectas DE, FG, AH son concurrentes.

Sobre los lados AB, BC, CD, DA de un cuadrado ABCD se toman los puntos P, Q, S, T de modo
que AP, BQ, CS, DT son un cuarto del lado del cuadrado. Entonces PQST es un cuadrado y en
ambos cuadrados las diagonales se cortan en el mismo punto.

Sobre los lados de un cuadrado ABCD se construyen exteriormente cuatro tridngulos equilate-ros
AEB, BFC, CGD y DHA. Entonces EFGH es un cuadrado.

Si dos paralelas son cortadas por una secante, entonces las bisectrices de los dngulos interiores
forman un rectdngulo.

En un rombo ABCD se trazan BM perpendicular a AD y DN perpendicular a BC. Entonces
BMDN es un rectdngulo.

De los vértices B y D de un rombo ABCD se trazan perpendiculares BM, BN, DP, DQ a los lados
opuestos, y se cortan en E y F. Entonces BFDE es un rombo y ambos rombos tienen iguales sus
angulos.

Los puntos medios de los lados de un trapecio isdsceles son los vértices de un rombo.

Por el punto medio M del lado AB de un tridngulo ABC se traza una recta cualquiera que corta a
AC en N. Se prolonga NM en su misma longitud hata P. Entonces PB es paralela a AC.

Se trazan las medianas AM y BN en el tridngulo AQBC. Por N se traza la paralela a BC hasta
cortar en P a la paralela a BN que pasa por C. Si D es el punto medio de PN, entonces CD es
paralela a MN.

Sea AF la bisectriz de A en el tridngulo ABC. Trace por F la paralela FE a AB y por E la paralela
ED a BC. Entonces AE = BD.

En el trapecio isésceles ABCD se trazan las diagonales AC y BD. Las bisectrices de los dngulos
DAB y DBA se cortan en F, y las de los dngulos CBA y CAB en G. Entonces FG es paralela a
AB.
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Si ABCD es un trapecio donde la base menor CD es igual a la suma de los lados no paralelos AD
y BC, entonces las bisectrices de A y B se cortan en CD.

Se prolongan los lados no paralelos de un trapecio ABCD hasta cortarse en E. Se unen los puntos
medios M y N de AE y BE, y los puntos medios P y Q de las diagonales AC y BD. Entonces
MNPQ es un trapecio.

Sean M y N los puntos medios de las bases AB y CD de un trapecio ABCD, y sean P y Q los
puntos medios de las diagonales AC y BD. Entonces los dngulos M y N del cuadrildtero MNPQ
son iguales al angulo formado por los lados no paralelos de trapecio al cortarse.

Por los extremos A y B de la base mayor de un trapecio ABCD se trazan paralelas a BC y AD
hasta cortar a CD en M y N. Entonces los dngulos en M y N son iguales a los dngulos B y A del
trapecio dado.

Sean BE y CF dos medianas del tridngulo ABC que miden 3 y 6, y son perpendiculares. Sea AD
la otra mediana. Se prolonga FE hasta P en su misma longitud. Calcule AP y DP. ;Qué tipo de
tridngulo es APD?

En un tridngulo ABC las medianas AA", BB, CC" se cortan en G. Si D es el punto medio de AG
y E es el punto medio de BG, entonces BEA'B" es un paralelogramo.

Sean AD, BE, CF las medianas del tridngulo ABC. Por el punto D se traza un segmento paralelo e
igual a BE. Entonces AD = CF.

Sea AB un segmento de la recta m y sea O un punto fuera de m. Trace A” y B" simétricos de A 'y
B, respecto de O. Entonces A'B" es paralelo a AB y A'B es paralelo a AB".

En un rectingulo ABCD se tiene que el dngulo O de sus diagonales es 130, BE es perpendicular a
AC y BF es la bisectriz del angulo OBE. Halle Z/BFC.

Establecer — si existen — el centro y el eje de simetrias en cada una de las siguientes figuras:

(a) Un rectangulo. (b) Un rombo

(©) Un cuadrado. (d) Un tridngulo cualquiera.

En un paralelogramo el corte de las diagonales es su centro de simetria.

La figura simétrica de una recta, respecto de un punto, es una recta paralela a ella.

La figura simétrica de una recta, respecto de un eje, es una recta.

Sea P un punto interior de la base BC de un tridngulo isésceles ABC. Las paralelas por P a los
lados iguales forman un paralelogramo cuyo perimetro es igual a la suma de los lados iguales del
tridngulo.

Los segmentos que unen los puntos medios de los pares de lados opuestos de un cuadrildtero se
bisecan.

Sea ABCD un paralelogramo con AD > AB. La bisectriz de A corta a BC en G y la bisectriz de B
corta a AD en H. Entonces ABGH es un rombo.

Un cuadrilatero se llama un cometa si exactamente una diagonal es la mediatriz de la otra
diagonal. Entonces un cometa tiene dos pares de lados congruentes, pero sus lados opuestos no
son congruentes.

Si cada diagonal de un cuadrildtero biseca dos de sus dngulos, entonces el cuadrildtero es un
rombo.

En un trapecio la bisectriz del d4ngulo que forman las prolongaciones de los lados no paralelos
divide a las bases en segmentos proporcionales a los lados no paralelos que les son adyacentes.
Una recta que pasa por los puntos medios de las diagonales de cualquier cuadrildtero corta dos
lados opuestos en segmentos proporcionales.
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Sea ABCD un paralelogramo. Por el vértice C se traza una recta exterior al paralelogramo, y corta

AB AD
las prolongaciones de AB y AD en E y F. Entonces E +—>=

AF
En un trapecio ABCD la suma de las bases AB+CD es igual a la suma BC+DA de los lados no
paralelos. Por el punto de interseccion de las diagonales se traza una paralela a las bases y corta
los lados AD y BC en M y N. Entonces AM+BN = AB y DM+CN = DC.
En un paralelogramo ABCD las distancias de un punto cualquiera de la diagonal AC a los lados
AB y AD son inversamente proporcionales a esos lados.
Por el vértice A de un paralelogramo ABCD se traza una recta que corta las rectas BCy BD en E
y F. Entonces BE.DF = AB.AD.
La suma de los cuadrados de los cuatro lados de un paralelogramo es igual a la suma de los
cuadrados de sus diagonales.
La suma de los cuadrados de las distancias de un punto M a los vertices opuestos A y C de un
rectingulo ABCD es igual a la suma de los cuadrados de las distancias de M a los otros dos
vértices B y D.
Las distancias de un punto cualquiera de la diagonal AC de un paralelogramo ABCD a los lados
AB y AD son inversamente proporcionales a esos lados.

En un rectangulo ABCD se tiene que AB = AD\/E . Entonces las proyecciones ortogonales de A

y C sobre la diagonal BD la divide en tres partes iguales.

Por el vértice A de un paralelogramo ABCD se traza una transversal que corta la diagonal BD en

el punto E y a los lados CB, CD en F y G. Entonces EA es la media geométrica de EF y EG.

Considérese un paralelogramo ABCD. Entonces la mediana CM del tridngulo ABC y la mediana

AN del tridngulo ACD son paralelas. Halle ademds una condicién necesaria y suiciente para que

CM sea bisectriz del dangulo ACB.

En un cuadrildtero ABCD el dngulo que forman las bisectrices de dos dngulos consecutivos es

igual a la semisuma de los otros dos dngulos. Uno de los dngulos que forman las bisectrices de

dos angulos opuestos es igual a la semidiferencia de los otros dos dngulos.

(Cémo debe ser un cuadrilitero ABCD para que su paralelogramo de Varignon sea un

rectdngulo? ;y para que sea un rombo? ;y para que sea un cuadrado?

Supdngase que en un tridngulo ABC la mediana AM es tal que ZCAM = 2/BAM. Prolongue

AM hasta D de modo que el dngulo DBA es recto. Pruebe que D = 2AC.

En un cuadrado ABCD, M es el punto medio de AB. Una perpendicular a MC por M corta a AD

en K. Entonces Z/BCM = ZKCM.

En un cuadrado ABCD, CF es bisectriz del dngulo ACD vy la perpendicular por B a CF corta la

diagonal AC en P y al lado CD en Q. Entonces DQ = 2PE.

En un cuadrado ABCD se tiene que ZEDC = ZECD = 15. Entonces el tridngulo ABE es

equilatero.

La suma de las distancias de un punto de un lado de un rectangulo a las diagonales es constante.

En un paralelogramo ABCD, M es el punto medio de BC y T es la proyeccién ortogonal de D

sobre AM. Entonces CT = CD.

Sea m una recta cualquiera que pasa por el vértice C de un tridngulo ABC y corta al lado opuesto

en un punto interior. Si P y Q son las proyecciones ortogonales de A y B sobre m, entonces M

equidistade Py Q.

En los lados AB y AD de un paralelogramo ABCD se trazan los tridngulos equilateros ABF y

ADE. Entonces FCE es un tridngulo equilétero.

Si un cuadrado se traza externamente en cada lado de un paralelogramo, entonces

(a) los centros de esos cuadrados forman un cuadrado.

(b) las diagonales de este ultimo cuadrado son concurrentes con las diagonales del
paralelogramo original.
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La base mayor de un trapecio mide 97. El segmento que mide los puntos medios de sus
diagonales mide 3. Halle la medida del lado menor del trapecio.

En el paralelogramo BACD se eligen puntos E y F en la diagonal AC de modo que AE = FC. Si
BE corta a AD en H y BF corta a DC en G, entonces GH es paralela a AC.

Las diagonales AC y DB de un trapecio ABCD se cortan en P. Si M es el punto medio de CD,
entonces supongase que AM corta a BD en E. Trace por E la paralela a AB hasta cortar a AD, AC
y BC en los puntos H, F y G. Entonces HE = EF = FG.

Sea E el corte de las diagonales AC y BD de un trapecio ABCD. Trace por E la paralela a AB
hasta cortar a AD y BC en F y G. Entonces FG es la media arménica entre AB y CD.

E es un punto del lado BC de un paralelogramo ABCD. AE corta la diagonal BD en Gy a CD en
F.Si AG =6y GE =4, halle EF.

Sobre los lados AB y CD de un rectangulo ABCD se eligen puntos F y E de modo que AFCE sea
un rombo. Halle EF si AB =16y BC = 12.

En un cuadrildtero ABCD se tiene que AB =9, BC =12, CD =13, AD = 14 y AC = 15. Halle la
distancia entre las proyecciones ortogonales de B y D sobre AC.

Halle la base menor de un trapecio si su base mayor mide 97 y el segmento que une los puntos
medios de sus diagonales mide 3.

Los cuatro dngulos de un cuadrildtero son de la forma x, x + 1, x + 2 y x + 3. Halle cada 4dngulo.
En un cuadrilatero no todos los dngulos pueden ser agudos.

En un cuadrilatero no todos los dngulos pueden ser obtusos.

Si en un cuadrildtero hay un dngulo obtuso, entonces debe haber otro agudo y viceversa.

Los angulos de un cuadrildtero son enteros y estdn en progresion aritmética. ;Cuédles son esos
angulos?

Los dngulos de un cuadrildtero son x + 17, 3x + 8, 2x — 5 y 3x + 12. ; Cudles son esos dngulos?

X
Si los angulos de un cuadrilatero son 2x — 10, x + 40, E+65 y 3x — 60, entonces dicho

cuadrilatero es un rectangulo.

(Es un trapecio un paralelogramo?; Por qué?

(Pueden existir paralelogramos cuyos dngulos estén en progresion geométrica?

(Qué serd el paralelogramo de Varignon si el cuadrildtero dado es un paralelogramo?;Y si es un
rectdngulo?;Y si es un cuadrado?

Las bisectrices de dos dngulos de un tridngulo no se bisecan.

Dado un tridngulo rectdngulo y un cuadrado inscrito con un lado en la hipotenusa, el lado del
cuadrado es media proporcional entre los dos segmentos restantes de la hipotenusa.

Sean AB = a y BC = b los lados consecutivos del paralelogramo ABCD. ;Qué relacion hay entre
a 'y b si las proyecciones de los vértices A< B, C sobre la diagonal BD la divide en tres partes
iguales.

Por los extremos A y C de un segmento y por su punto medio B se trazan tres paralelas en
cualquier direccién quedando limitadas por otra recta DEF. Pruebe que BE es igual a la semisuma
algebraica de las otras dos paralelas.

Conociendo los lados de un trapecio calcule las longitudes de los lados del tridngulo formado
prolongando los lados no paralelos.

Si la diagonal AC del paralelogramo ABCD es bisecada por M y se traza una recta cualquiera por
M hasta cortar a AB y CD en Py Q. Trace por M la paralela a AB hasta cortar a AQ en S. Pruebe
que los tridngulos ASP y CSP son equivalentes.

Se describen cuadrados en los lados de un cuadrildtero y los vértices adyacentes de los cuadra-dos
se unen para formar cuatro tridngulos. pruebe que la suma de las dreas de dos de estos tridngulos
es igual a la suma de las areas de los otros dos tridngulos.
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El lado AB de un paralelogramo ABCD es el doble del lado BC. Se prolonga BC hasta E en su
misma dimensién y se prolonga CB hasta F en su misma dimensién. Pruebe que AF y De son
perpendiculares.

Sea ABCD un cuadrilétero con sus diagonales AC y BD perpendiculares y que se cortan en E.
Los pies de las perpendiculares a los lados AB, BC, CD y DA son M, H, G y F. Pruebe que las
rectas FG y H se cortan en la recta AC.

En la figura se han construido los tridngulos equilateros APC,
BCP y ASB sobre los lados AC, BC y AB del tridngulo ABC.
Pruebe que PCQS es un paralelogramo.
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Capitulo 4. La circunferencia

Definicion 4.1.

(A)EI conjunto formado por los puntos del plano que estdn a una distancia dada de un punto dado
se llama circunferencia. El punto dado se llama centro y la distancia dada se llama radio.

(B) Varios puntos se dicen conciclicos si estan en una misma circunferencia.

(C) El segmento que une dos puntos de una circunferencia se llama cuerda y la distancia de la
cuerda al centro de la circunferencia se llama apotema. Una cuerda que pasa por el centro de la
circunferencia se llama didmetro.

(D) Dos puntos se dicen antipodales o diametralmente opuestos si son extremos de un didmetro.

(E) Un punto P dicese interior a la circunferencia si su distancia al centro es menor que el radio. El
conjunto formado por los puntos interiores de una circunferencia se llama el circulo.

(F) Un punto se dice exterior a una circunferencia si su distancia al centro es menor que el radio.
El conjunto de los puntos exteriores de una circunferencia se llama su exterior.

(G)Dos circunferencias se dicen concéntricas si tiene el mismo centro.

(H)Dos circunferencias se dicen iguales si tiene el mismo radio.

La palabra radio ha sido usada para indicar la distancia de un punto cualquiera de la circunferencia a su
centro. También se usara esa palabra para referirse al segmento que une al centro con un punto de ella.
Este tltimo punto se llama extremo exterior de ese radio.

La palabra didmetro ha sido usada para indicar el segmento que une dos puntos antipodales. También
se usard esas palabra para referirse a su tamafo.

La palabra apotema ha sido usada para designar la distancia del centro de una circunferencia a una
cuerda. También se usara esa palabra para referirse al segmento que une el centro de una circunferencia
con el punto medio de la cuerda.

La expresion “la circunferencia O” se refiere a la circunferencia cuyo centro es el punto O y la
expresion “la circunferencia AjA,... A" se refiere a la circunferencia que pasa por los puntos Aj, A,

,... Y Ax conk > 3.

Problema#4.1.

En la figura se ha representado la circunferencia O de radio k > 0. El radio k es la distancia del centro
O a cualquier punto de la circunferencia, es decir, OA = OB = OC = OD = k. El segmento CD es un
didmetro ya que es una cuerda que contiene al centro O. El segmento AB es una cuerda porque une los
puntos A y B de la circunferencia. El punto P es interior a la circunferencia porque OP <k y el punto Q
es exterior a la circunferencia pues OQ > k.
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Lo importante en esto es que cualquier cuerda CD de la circunferencia O, que no es didmetro, forma un
tridngulo is6sceles COD donde el dngulo vertical es ZCOD y su base es CD. La apotema de la cuerda
CD es su distancia al centro y coincide con la altura de la base CD en el tridngulo COD, es decir, la
apotema es OM donde M es el punto medio de CD.

De las propiedades de los tridngulos isdsceles se deducen los siguientes teoremas

Teorema 4.1.
(A) Todo didmetro perpendicular a una cuerda la biseca.
(B) La mediatriz de una cuerda pasa por el centro de la circunferencia

Problema #4.2. ; Donde deben colocarse dos puntos en una circunferencia de manera que su distancia
sea maxima?

Solucién:

Evidentemente dichos puntos deben ser antipodales y se probard que, en efecto, es asi. Sean A y B dos
puntos distintos de una circunferencia O. De la desigualdad triangular se sigue que AB < OA + OB, es
decir, AB < 2k. Por ende, la mixima distancia se encontrard cuando AB = 2k y esos puntos son
antipodales.

Este teorema indica que si AB es una cuerda en una circunferencia de radio k, entonces AB < 2k, y la
igualdad se cumple si y s6lo si AB es un didmetro.

Problema #4.3. Si OA =3x —2 y OB =2x + 10 son radios de una circunferencia O, halle su didmetro.
Solucioén:

Como los radios son iguales se tiene que 3x — 2 = 2x + 10. Al restar x se ve que x —2 = 10 y al sumar 2
se obtiene que x = 12. Por tanto el didmetro es 260A =2(3x —2)=6x -4 =72 -4 = 68.

Problema #4.4. Los extremos de dos diametros distintos en una circunferencia O son los vértices de un
paralelogramo.
Solucioén:

Los dos diametros se bisecan en el centro. Use el teorema 3.3(D).

Problema #4.5. Halle la longitud de una cuerda de la circunferencia O de radio 12 si esa cuerda es
mediatriz de un radio.

Solucién:

Sea AB la cuerda que es la mediatriz del radio OP en la circunferencia O. A

Si M es el corte de AB y OP, entonces por hip6tesis se tiene que M es

el punto medio de OP, y del teorema 4.1(B) se ve que M es el punto medio

de AB. Asi, OM =6 y OA = 12. Aplicando el teorema de Pitdgoras en el P
tridngulo AOM se ve que OA” = OM? + MA?, es decir, 12* = 6> + MA®.

Luego, MA? = 108 y al extraer raiz cuadrada se obtiene que MA = 6 V3.
Por tanto, AB = 2eMA = 124/3.
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Problema #4..6. Una cuerda de 16 centimetros estd a 15 centimetros del centro de la circunferencia.
(Cudl es el radio de la circunferencia?

Solucién:

En la figura anterior se toman AB = 16 y OM = 15. Luego, AM = 8. Por el teorema de Pitagoras en el
tridngulo OMA se ve que OA” = 15” + 8” = 289. Asi, OA = 17.

Teorema 4.2. En una circunferencia

(A)  Dos cuerdas son iguales si y sélo su apotemas son iguales. p N

(B)  De dos cuerdas una es mayor si y sélo si su apotema es menor. S
Demostracion: \
Sean OM y ON los apotemas de las cuerdas AB y CD de una circunferencia O. ’ C
Aplicando el teorema de Pitdgoras en los tridngulos rectangulos AMO y CNO

se tiene que OC* = CN? + ON? y OA? = AM? + ON?. Como OA = OC por ser A
radios de la misma circunferencia se tiene que CN* + ON”? = AM? + ON? y asi
M
B

OM? — ON? = CN? — AM®. Al factorizar ambos lados se obtiene la igualdad
(OM — ON)e(OM + ON) = (CN — AM)e(CN + AM) (*)

(A)  De laigualdad (*) se deduce que OM = ON si y s6lo si CN = AM si y s6lo si 26CN = 26 AM si
y s6lo si CD = AB.

(B)  De laigualdad (*) se sigue que OM > ON si y s6lo si CN > AM si y s6lo si 26CN > 2eAM si y
s6lo si CD > AB.

Problema #4.7. Halle la apotema de una cuerda AB = d en la circunferencia O de radio k.

Solucién:

Si OM es la apotema de la cuerda AB se sigue del teorema de Pitdgoras que OA* = OM? + AM” y asi
2 2 2 2

OM’ = OA® - AM’ = OAz—r(%j = 0A’ - Af =k’ —% . Luego, OM = , [k’ _dT .

Problema #4.8. Halle el lugar geométrico de los puntos medios de las cuerdas de longitud d de la
circunferencia O de radio k.
Solucién:

: . [, & o
Del ejemplo anterior se ve que la apotema es OM = |k’ Y .Como la distancia del centro O a esos

puntos medios es la misma el lugar geométrico estd formado por los puntos de la circunferencia O de
radio OM.

Teorema 4.3. Una recta corta a una circunferencia en, a lo méas, dos puntos.

Demostracion:

Sea m una recta que corta una circunferencia O en dos puntos distintos A y B. Si P es otro punto de m,
entonces P es interior o exterior a la cuerda AB. Del ejemplo 6.32 resulta que OP < OA i OP > OA, es
decir, P es interior o exterior a la circunferencia O. Esto quiere decir que si m corta a la circunferencia
O en A y B no la corta en otro punto.

Este teorema establece que toda recta tiene 0, 1 6 2 puntos en comun con cualquier circunferencia.
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Definicion 4.2.
(A)  Se dice que una recta es exterior a una circunferencia si no tiene puntos en comun.
(B)  Una recta es tangente a una circunferencia si tiene un tinico punto en comun. Ese punto se
llama punto de tangencia o de contacto.
(C)  El segmento que une el punto de tangencia y un punto cualquiera de una tangente se llama
segmento tangente desde ese punto.
(D)  Se dice que una recta es secante a una circunferencia si tiene dos puntos distintos en comun

Recta exterior i
Recta secante
Recta tangente

PA =5y PB =t son segmentos
La palabra tangente viene del vocablo lating-tingenegrectigaiisptocar y fue introducida en 1583 por

el matematico danés Thomas Finke (1561 — 1656).

Teorema 4.4. La perpendicular a un radio en su extremo exterior es tangente a la circunferencia.
Demostracion: T

Sea OT un radio de una circunferencia O y seat la perpendicular a OT que P
pasa por T. Si P es un punto de t, distinto de T, entonces OP es la hipotenusa

del tridngulo rectangulo OPT y se tiene que OP > OT. Esto dice que P es exterior

a la circunferencia. Luego, t es tangente a esa circunferencia pues el inico punto

en comun es T.

Teorema 4.5. Cualquier tangente a una circunferencia es perpendicular al radio que pasa por el punto
de tangenc'%%. T mp ¢
Demostracion:

Sea t una tangente a la circunferencia O de radio k con punto de
tangencia T. Se debe demostrar que OT es perpendicular a t. Si no
es asi sea D la proyeccion de O sobre t y sea P el simétrico de T
respecto del punto D. Al ser OD altura y mediana se sigue del
teorema 6.11 que OP = OT =k y, por tanto, P también estd en la
circunferencia O lo que contradice la hipétesis de que t es tangente a esa circunferencia. Asi, OT es
perpendicular a t.

Problema #4.9. Sea t una tangente a la circunferencia O de radio 5 en un punto T y sea P un punto de t
tal que PT = 12. Halle OP y PQ donde Q es el corte de OP con la circunferencia. T P
Solucién:

Por el teorema anterior el tridngulo OPT es rectangulo en T y del
teorema de Pitdgoras se ve que OP” = OT? + TP* = 5% + 12% = 169 = 13°. Q
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Luego, OP = 13. Ademds, PQ=0P-0Q=13-5=8.

Problema # 4.10. Las tangentes a una circunferencia en los extremos de un diametrb{ sop-paratelas. | S
Solucién:
Sean s y t las tangentes a la circunferencia O en los puntos A y B donde AB A 0

es un didmetro. Ya que AB es un didmetro se tiene que A, O y B son colineales.
Por el teorema 7.6 los dngulos en A y B son rectos y, en consecuencia, las rectas
s y t son paralelas.

Problema #4 .11. Dadas dos circunferencias concéntricas, toda cuerda de la circunferencia mayor que
es tangente a la circunferencia menor es bisecada por su punto de tangencia.

B
Solucién:
Considérense dos circunferencias concéntricas O y sea AB una cuerda de la
circunferencia mayor que es tangente en T a la circunferencia menor. Debido
al teorema 7.6 el radio OT es altura de la base AB del tridngulo is6sceles Al
AOB. Por tanto, OT es mediana de AB y se tendrad que T es el punto medio de AB.

Problema #4.12. Dadas dos circunferencias concéntricas, todas las cuerdas de la circunferencia mayor
que son tangentes a la circunferencia menor son iguales.

B
Solucién: D
Sean AB y CD dos cuerdas de la circunferencia mayor de dos circunferencias
concéntricas de centro O, que son tangentes a la circunferencia menor en T y S.
De OT = OS se deduce que las cuerdas AB y CD equidistan del centro O. Al
Por el teorema 7.3.1 dichas cuerdas son iguales.
C
(o
4
/ /

Problema 4.13. Sea AB un didmetro de una circunferencia O y sea

t una tangente en T. Si X e Y son las proyecciones de A 'y B sobre t,
entonces OX = OY.

Solucién:

Como AX y BY son perpendiculares a t son paralelas entre si, y se forma

el trapecio AXYB. Ya que O es el punto medio de AB se sigue que OT es

la base media de ese trapecio. Luego, T es el punto medio de XY y se ve que
OT es mediatriz de XY. Se deduce que O equidistade Xy Y.

B

Y

Problema #4.14. Si dos tangentes a una circunferencia son paralelas, entonces sus puntps de tangencia
son los extremos de un didmetro que es perpendicular a ambas tangentes. t
Solucién:

Sean s y t dos tangentes a una circunferencia O en A y B que son paralelas entre si. A
Por el teorema 7.6 se sigue que OA y OB son respectivamente perpendiculares a s

y t. Al ser s y t paralelas se sigue que OA y OB son perpendiculares a t. Como por O
pasa una unica perpendicular a t se ve que A, O y B son colineales.

o\
\__/
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Teorema 4.6. Los segmentos tangentes a una circunferencia desde un punto exterior son iguales, y la
recta que pasa por el punto exterior y el centro de la circunferencia es bisectriz del dngulo que forman
las dos tangentes.

Demostracion:

Vea la tercera figura de la definicién 7.3. Sea t y s dos tangentes trazadas desde el mismo punto
exterior P a una circunferencia O y sean A y B sus puntos de tangencia. Entonces OA y OB son
perpendiculares a AP y BP forméandose los tridngulos AOP y BOP rectdngulos en A y B, y de hipote-
nusa comun OP. Del teorema de Pitdgoras resulta que los catetos AP y BP son iguales y del tercer
criterio de semejanza se tiene que ambos tridngulos son semejantes. Luego, ZAPO = ZBPO.

Problema #4.15. Halle las longitudes de los segmento tangentes desde un punto P a la circunferencia O
de radio 5 si OP = d donde
(ad=13 (b) d=5 (c) d=2.
Solucién:
Vea la tercera figura de la definicién 7.3. Del teorema de Pitdgoras se tiene que OP” = OA? + PA%,
(@  13*=5"+PA’yasi PA? = 13* - 5% = 12% Por ende, PA = 12.
(b) 5% = 5% + PA? y asi PA?=5*-5%=0. Luego, PA = 0. Esto quiere decir que el punto P estd
en la circunferencia O.
(c) 2* =57 + PA% y asi PA? = 2> — 52 = 21 lo cual es absurdo porque el cuadrado de un ntimero
real no puede ser negativo. Esto ocurre porque P es un punto interior a la circunferencia O
de radio 5 y no pueden trazarse tangentes. T A

Problema #4.16. En la figura a la derecha AT =4 y BS =9 son tangentes a

una circunferencia O en T y S que son paralelas entre si. La recta AB es tangente 0
a la circunferencia O en el punto C. Halle el radio de la circunferencia. ;
Solucién: S X B
Del ejemplo 7.11 se ve que TS es un didmetro perpendicular a AT y BS.

Del teorema 7.2 se tiene que AC = AT =4y BC=BS =9. Luego, AB=AC+CB.=AT+BS=4+9
=13. Asi, XB=BS —-SX =SB -TA =9-4=5. Si X es la proyeccién de A sobre SB, entonces del
teorema de Pitdgoras en el tridngulo AXB se ve que AB* = AX? + BX?, o sea, 13> = TS? + 5% Luego,
TS? = 13* — 57 = 12% y se tendrd que el radio es OS = 6.

Teorema 4.7. El indidmetro de un tridngulo rectangulo es igual a la suma de los catetos menos la
hipotenusa. B
Solucién:

Sean X, Y y Z los puntos de tangencia del incirculo I con los lados BC,

AC'y AB del tridngulo ABC rectdngulo en C. Se ve que XI=1Y = YC= ¢ I
CX =rel inradio. Ademas, BX =BZ y AY = AZ por ser tangentes a la
misma circunferencia desde el mismo punto. Por ende, BC + CA — AB =
BX+XC+CY+YA-AZ-BZ=XC+CY +(BX-BZ)+(AY -AZ) = Y
r+r+0+0=2r.

Problema 4.17. Sea AD la altura de la hipotenusa BC del tridngulo rectdngulo ABC. Sir, r; y 17 son los
inradios de los tridngulos ABC, ABD y ADC se tiene que r + rjc + 1, = h.



102

A
Solucién:
Aplicando el ejemplo anterior en los tridngulos ABC, ABD y ADC
se obtienen las igualdades: I r Iy
2r=AB+AC-BC, 2ri=BD+DA-ABy2rn=DA+DC-AC. g

D

Al sumar estas igualdades miembro a miembro se ve que
2(r+r+1r,)=AB+AC-BC+BD+ DA -AB + DA + DC - AC.

Al simplificar los términos semejantes se obtiene que 2(r + r; + 1, ) = 2AD, y al dividir por 2 se obtiene
el resultado deseado.

Definicion 4.3.

(A)Un angulo de una circunferencia se dice central si su vértice es en el centro de la circunferen-
cia.

(B) Sean A y B dos puntos de una circunferencia O. El conjunto formado por A y B, y los puntos de
la circunferencia interiores al dngulo central AOB se llama arco. Los puntos A y B se llaman
los extremos del arco.

(C) Se llama medida de un arco a la medida de su d4ngulo central.

(D)EI conjunto formado por A y B vy, los puntos de la circunferencia que no estdn en el arco se
llama arco mayor. Los puntos A y B se llaman los extremos del arco mayor.

(E)Si A y B son dos puntos antipodales, entonces se forman dos arcos que se llaman semicir-
cunferencias.

(F) Dos arcos se dicen iguales si tienen la misma medida y estdn en la misma circunferencia o en
circunferencias iguales.

(G)Diremos que el punto M es el punto medio del arco AB si el punto estd en el arco y divide al
arco en dos arcos iguales.

(H)La distancia entre el punto medio de una cuerda y el punto medio de su arco se llama sagita o
flecha de la cuerda o del arco.

Es necesario destacar el hecho en la definicion 43(C) que la palabra medida en este contexto no se
refiere a una longitud.

Se establece una correspondencia entre arcos, dngulos centrales y cuerdas. Esta correspondencia se
expresard usando variantes de los verbos subtender. Cada dngulo central subtiende una cuerda y un
arco. Cada cuerda subtiende un arco y un dngulo central. Cada arco subtiende una cuerda y un dngulo
central. A

p semicircunferncias

arco mavor arco
A y

Dos puntos A y B de una circunferencia O determinan el angulo central AOB cuyos lados son los
radios OA y OB. Usualmente los arcos se denotan por sus extremos. Para evitar ambiguedades en
algunos arcos es conveniente afiadir un punto en él. En la figura que sigue a la izquierda el arco APB se

B
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refiere al arco mayor de extremos A y B que contiene a P. Se usard la notacién arc{ AB} para denotar la
medida del arco de extremos A y B. Asi, arc {AB} = x si y s6lo si ZAOB = x. Si APB es un arco
mayor, entonces arc { APB} = 360° — arc {AB}. Se acepta que un punto P estd en un arco AB si y sélo
si arc{ APB} = arc{ AP} + arc{PB}. El punto M es el punto medio del arco AB si y sélo si M esté en el
arco de extremos A 'y B y arc{AM} = arc{MB}.

Teorema 4.8. Dos cuerdas en una circunferencia son iguales si y s6lo si sus dngulos centrales son
iguales.

Solucién:

Si AB y CD son dos cuerdas de una circunferencia O, entonces OA = OB =

OC = OD. Si AB = CD, entonces por el tercer criterio de semejanza se tiene

queAOB ~ COD y asi ZAOB = ZCOD. Reciprocamente, si ZAOB = ZCOD,

entonces por el primer criterio de semejanza se ve que AOB ~ COD. Luego,

C D
AB_OA _ 1 y se deduce que AB = CD. v

CD OB

Problema #4.18. En la figura a la derecha AB es un didmetro y arc{ AC} = 40°.

ez C
(Cudnto vale arc{BC}?

Solucién: O

180° = arc{ ACB} = arc{AC} + arc{ BC} = 40° + arc{BC}. Luego, arc{ BC} = B
180°—40° = 140°.

Problema #4.19.. En la misma figura anterior AB es un didmetro de una circunferencia O, AC =5y
arc{BC} = 120°. Halle el radio.

Solucién:

ZAOC = arc{AC} = arc{ACB} — arc{BC} = 180° — 120° = 60°. Del ejemplo 6.39 se ve que el tridngu-
lo AOC es equilétero. Luego, OB = OA = AC =5. D

A B

Problema #4.20. En la figura a la derecha se tienen dos circunferencias concéntricas
de centro comun O. Entonces los dngulos AOB y COD son iguales y asi

arc{AB} = arc{CD}. Estos arcos tienen la misma medida, pero no son

iguales por estar en circunferencias distintas.

Problema #4.21. La mediatriz de una cuerda de una circunferencia pasa por el punto
medio del arco subtendido por la cuerda.

Solucién: A
Sea AB una cuerda de una circunferencia O y sea M el corte de la circunferencia Q O

con la mediatriz de AB. Ya vimos que OM es bisectriz del angulo AOB. Por p
tanto, ZAOM = ZBOM y M es el punto medio del arco AB.

Problema #4.22.. Halle la sagita de la cuerda AB = d de la circunferencia O de radio k.
Solucién:
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2
En la figura anterior la sagita o flecha de la cuerda AB es MP = OP - OM =k — 1/k2 —% donde se

uso el ejemplo 7.7.

Problema #4.23. El tridngulo ABC rectangulo en C estd inscrito en la circunferencia O. Si las sagitas

de los catetos AB y AC son a y b, pruebe que el inradio es r = +/2ab <
Solucién:
Del ejemplo anterior se obtienen las sagitas
: B CZ_AB_AC_AB_ACY AUB

* B
a= - -
2 2 4 2 2 2
b AB_ |[(ABY AC’ _AB BC _AB-BC
2 2 4 2 2 2
2
Por ende, aeb = AB AC.AB BC:AB ABeBC-ABe AC+ACeBC . Por otro lado del
2 2 4
2
ejemplo 7.17 se ve que r° = (AC hl Bf — AB) =
AC>*+BC>+AB*+2eACeBC—-2e¢ ACeAB—2e¢BCe AB a
4
AB’ -~ ABeBC—-ABe AC+ACeBC

. Al comparar ambas igualdades se ve que 1> = 2ab y al extraer

2
raices cuadradas se obtiene el resultado deseado.

Teorema 4.9. Dos cuerdas de una circunferencia son iguales si y s6lo si subtienden dos arcos iguales.
Demostracion:
Teorema 7.8.

Problema #4.24. En la figura que sigue se tiene que ME = SN. M S
Entonces MN = SE. ’0
Solucioén: /
Como ME = SN se sigue del teorema anterior que arc{ ME} = arc{SN}. Al sumar E N
arc{EN} en ambos miembros se ve que arc{ME} + arc{EN} = arc{SN} + arc{EN}. U

Por lo tanto arc{MEN} = arc{SNE}. Del mismo teorema anterior resulta que MN = SE.

Definicion 4.4.
(A)Se llama angulo inscrito de una circunferencia a un angulo cuyo vértice estd en la
circunferencia y sus dos lados son secantes.
(B) Se llama angulo semi-inscrito en una circunferencia a un dngulo cuyo vértice estd en la
circunferencia, un lado es secante y el otro lado es tangente.
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(C) Se llama angulo interior a una circunferencia a un dngulo cuyo vértice es un punto interior a
esa circunferencia.

(D) Se llama angulo exterior a una circunferencia a un dngulo cuyo vértice es un punto exterior a
esa circunferencia y ninguno de los lados estd en una recta exterior.

=

Angulo inscrito Angulo semi—inscrito Angulo interior

D B S
N
v X P A% Q
A C v
v T T

Angulos exteriores

Cada dngulo inscrito o semi—inscrito en una circunferencia determina un arco en ella, mientras que
cada angulo interior o exterior determina dos arcos en la circunferencia. De las seis figuras anteriores
en la primera de ellas el arco determinado por el dngulo x es AB; en la segunda figura el angulo
determinado por x es AVB; en la tercera figura los arcos determinados por el dngulo x son los arcos
AD y BC; en la cuarta figura los arcos determinados por el dngulo x son AB y CD; en la quinta figura
los arcos son AT y BPT, y en la tltima figura los arcos son ST y SQT.

Teorema 4.10. Un 4ngulo inscrito en una circunferencia es igual a la mitad de la medida del arco
determinado.

Demostracion:

Considérese el angulo AVB inscrito en la circunferencia O. Se hard la demostracion considerando tres
posibilidades.

B
Caso 1 Caso 2 Caso 3

CASO 1. Uno de los lados del dngulo inscrito pasa por O.
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Sea AVB un dngulo inscrito en una circunferencia O tal que VB es un didmetro. Entonces ZAVO =
Z0AV porque el tridngulo OAV es isdsceles. Se ve entonces que LAOB = ZAVO + ZOAV por ser

Z/AOB exterior al tridgngulo AOV. Asi, ZAOB =2/AVB, o0 sea, ZAVB =% /AOB = arc{AB}

CASO 2. El centro de la circunferencia es interior al 4ngulo inscrito.

Sea AVB un dngulo inscrito en una circunferencia O de modo que O esté en su interior. Trace el
diametro VP. Por el caso 1 se ve que ZBVP =% arc{BP} y Z/PVA =% arc{AP}. Asi, ZBVA = Z/BVP
+ /PVA = V2 [arc{BP} + arc{PA}] =%z arc{AB}.

CASO 3. El centro es punto exterior al &ngulo inscrito.
Sea AVB un dngulo inscrito en una circunferencia O de modo que O es exterior al dngulo, Trace el
didmetro VP. Por el caso 1 se ve que /BVA + ZAVP =% (/BOA + ZAOP) y ZAVP =% ZAOP.

Por tanto, /BVA =72 BOA + Y2 AOP — ZAVP =% AOB = Y2 arc{AB}.
C

Problema #4.25. En la figura a la derecha arc{ BC} = 110° y ZC = 85°. Halle m
ZA, arc{AB} y arc{AC}. A

Solucioén:
Por el teorema anterior ZA =2 arc{BC} =12 110° = 55°. Del mismo teorema ant§rior se ve que
12 arc{AB}. Luego, 85° =12 arc{AB} y se tiene que arc{AB} = 2e85° = 170°. Poxyultimo, sefe que
arc{AB} + arc{BC} + arc{AC} = 360° y, por tanto, arc{AC} =360° — 110° — 170° =8

Teorema 4.11. Si AB y CD son dos cuerdas paralelas de una circunferencia O, entonces arc{AC} =
arc{BD}.

Solucién:

Trace la cuerda BC. Entonces ZABC = ZBCD por ser dangulos alternos
internos entre las paralelas AB y CD cortadas por BC. Por el teorema anterior
se ve que Y2 arc{AC} = Y2 arc {BD}. Al multiplicar por 2 se obtiene que
arc{AC} = arc{CD}.

W,
En la figura se ha representado un dngulo inscrito AVB. Si en el arco AB se toma
un punto W, entonces diremos que el angulo AWB esta inscrito en el mismo arco. NV B
Teorema 4.12. Todos los dngulos inscritos en una circunferencia que subtienden el mismo arco son
iguales.
Demostracion:
En la figura anterior se tiene que ZAVB =Yz arc {AB} = ZAWB.
Problema #4.26. En la figura que sigue se tiene que AB = CD si y sélo si AC =BD. B
Solucién:
AB =CD si y solo si arc{AB} = arc{CD} Teorema 7.10.
si 'y s6lo si arc{AB} + arc{BC} = arc{CD} + arc{BC} Se suma la misma cantidad.
si y s6lo si arc{ABC} = arc{ BCD} Suma de arcos
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siy s6lo si AC = BD Teorema 7.10.

Teorema 4.13. Un dngulo es inscrito en una semicircunferencia si y sélo si es recto. P
Demostracion:

Sea AB un didmetro de una circunferencia O y sea P un punto distinto de A y B 7 \
en la circunferencia. Del teorema 7.10 se tiene que ZAPB =Yz arc{AB} = Q B
12 (180) =90°, y el angulo APB es recto. Reciprocamente, supongase que

ZAPB =90°. Del teorema 6.18 los puntos A, B y P estan en la circunferencia U

de diametro AB.

Problema #4.27. Sea P un punto de una semicircunferencia de didmetro AB. Si Q es la proyeccién
ortogonal de P sobre AB, entonces PQ es media geométrica entre AQ y QB. Halle AQ y QB si
AB=25yPQ=12.

Solucién:

Vea la figura anterior. Del teorema 7.13 se ve que el tridngulo APB es rectangulo en P y PQ es la altura
de la hipotenusa AB. Del teorema 6.23 se tiene que PQ2 = AQeQB. Ademids, AQ + QB = AB y al
sustituir los valores dados se ve que 12° = AQ.QB y AQ + QB = 25. De ambas igualdades se obtiene la
ecuacion cuadratica AQ2 — 250AQ + 144 = 0 cuyas raices son 16 y 9. Por tanto, las soluciones son
AQ=16yQB=96AQ=9yBQ=16. A
Problema #4.28. Sean BE y CF las alturas de los lados AC y AB del tridngulo

ABC que se cortan en su ortocentro H. Entonces los puntos B, C,E ,F y

A, F, H, E son conciclicos. F E
Solucién:

Como BE y CF son alturas se forman los tridngulos rectangulos BCE y BCF

cuya hipotenusa comun es BC. Por el teorema 6.18 la circunferencia de
didmetro BC pasa por E y F. Se ha demostrado que B, C, E y F son
puntos conciclicos. Por la misma razén anterior se forman los tridngulos C
rectangulos AFH y AEH de hipotenusa comin AH. Por el teorema 6.18 la circunferencia de dia’lmetr(z2
AH pasa por los puntos E y F. Por consiguiente, A, F, H y E son conciclicos.

Problema #4.29. En la figura se tiene un cuadrado ABCD y un rombo D
CBPQ. Pruebe que LZAPC =45°.
Solucién:

La circunferencia de centro B que pasa por C también pasa por A y P 45° P
ya que BC = BA = BP. El dngulo central es ZABC = 90° y por tanto
el arco AC mide 90°. Ya que el dngulo APC es inscrito en el arco AC

se obtiene que LAPC = %o 90° = 45°. A

B

Teorema 4.14. Un angulo semi—inscrito en una circunferencia es igual a la mitad de la medida del arco
que determina.
Demostracion:
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P=B
Caso 1 Caso 2 Caso 3
Sea AVB un dngulo semi—inscrito en Una circunferencia O y sea TP el didmetro que pasa por el punto
de tangencia.T.

CASO 1. ZATB >90°
ZATB = ZBTP + ZATP =2 arc{BP} + 90° = Y2 arc{BP} + 12 180° = 2 arc{BP} + Y2 arc{TP} =
arc{TPB}.

CASO 2. ZATB = 90°
ZATP = ZATB = 90°= % 180° = 15 arc{VB}
CASO 3. ZATB < 90°

ZATB = ZATP — /BTP = 90° — % arc{BP} = Y4 arc{TP} — % arc{BP} = Y arc{TB}.

Problema #4.30. En la figura a la derecha A, B, C son puntos de una circunferencia O X
y tes la tangente en A. Pruebe que x =y.
Solucién:

Del teorema anterior se tiene que x = %2 arc{AB} y del teorema 7.10 se ve que
y =%2 arc{AB}. Por tanto, x =y.

Problema #4.31. Dos tangentes a una circunferencia O en T y S se cortan en el punto P. Sea Q un
punto cualquiera del arco mayor TQS y sean D, E y F las proyecciones ortogonales de Q sobre PT, PS
y TS. Entonces QF es la media geométrica entre QD y QE.
Solucién:

Del teorema 7.14 se ve que ZQTD =Y2 arc{QT} y ZQST =% arc{QT}. Al

ser iguales los dos segundos miembros de las igualdades anteriores se ve que
ZQTD = ZQST. Estos angulos estdn en los tridngulos rectangulos QTD y QSF
y, por el segundo criterio de semejanza, ambos tridngulos son semejantes.
Luego,

Del teorema 4.14 se ve que ZQSE =12 arc{QS} y ZQTS = %2 arc{QS}. Se deduce de estas igualdades
que ZQSE = ZQTF. Estos dngulos estdn en los tridngulos rectingulos QSE y QTF, y del segundo
criterio de semejanza se deduce que ambos tridngulos son semejantes. Por ende,
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. . ) . D F .
Como los primeros miembros de (a) y (b) son iguales se sigue que Q—:Q— y se obtiene al

QF QE
multiplicar en cruz que QF2 = QDeQE.

Teorema 4.15. Un dngulo interior a una circunferencia es igual a la semisuma de las medidas de los
arcos formados por sus lados y sus prolongaciones.

Demostracion: A D
Sean AB y CD dos cuerdas de una circunferencia O que se cortan en un punto P que ’
estd en el interior. Se ve que Z/BPC = ZPAC + ZPCA por ser exterior al tridngulo ’

ACP. Pero, ZPAC =Yz arc{BC} y ZPCA =2 arc{ AD} por el teorema 7.10. C B
Al sustituir se tiene Z/BPC = Y2 arc{BC}+ Y2 arc{AD} = Y2 [arc{BC} + arc{AD}].

Problema #4.32. Si arc{AC} = 40° y arc{BD} = 130° en la figura anterior, entonces LAPC =
Va [arc{AC} + arc{BD}] =2 (40° + 130°) = 85°.y x = 180° — 85° =95°.

Problema #4.33. En la misma figura anterior se tiene que ZAPD = 85° y arc{AD} = 125°. Halle
arc{BC}.

Solucién:

Se ve que LAPD =12 [arc{BC} + arc{AD}]. Luego, 85° = V2 [arc{BC} + 125°]. Al multiplicar por 2

se ve que 170° = arc{BC} + 125°. Asi, arc{BC} = 170° — 125° = 45°. A D
Problema #4.34. En la figura CA es la bisectriz del angulo BCD. Ademas,

arc{AB} = 60° y arc{ DC} = 80°. Halle ZDPC y arc{CD}. B C
Solucién:

Del teorema 7.10 se ve que 2earc{AB} = Z/ZBCA = ZDCA = 2earc{AD}. Al dividir por se ve que
arc{AD} = arc{AB} = 60°. Por otro lado, arc{AB} + arc{BC} + arc{CD} + arc{DA} = 360° y, por
tanto, se ve que 60° + 80° + 60° + arc{CD} = 360°. Luego, arc{CD} = 160°. Por ultimo, ZDPC =12
[arc{CD} + arc{AB}] =% (160° + 60°) = 110°.

Problema #4.35. Sean A, B, C son puntos cualesquiera de una circunferencia O y sean D y E son los
respectivos puntos medios de los arcos AB y AC. Si la recta DE corta las cuerdas AB, AC en F, G,
entonces AF = AG. A

Solucioén:

Como D y E son los puntos medios de los arcos AB y AC se tiene que

arc{AD} = arc{DB} y arc{AE} = arc{EC}. Asi, ZAFG = D

V2 [arc{BD} + arc{AE}] = V2 [arc{AD} + arc{EC}] = ZAGF. Luego, AFG C

es un tridngulo isésceles y se ve que AF = AG. B

Teorema 4.16. El dngulo exterior a una circunferencia es igual a la semidiferencia de las medidas de
los arcos formados por sus lados.
Demostracion:

Considérense tres casos.
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CASO 1. Dos lados secantes

Sean PAB y PCD dos secantes a Una circunferencia O Entonces Z/BCD = ZPBC + ZBPC por ser un
angulo exterior al tridngulo PCB. Asi, Z/BPC = ZBCD - £ZPBC. Pero, ZBCD = V2 arc{BD}, y se
tendra que ZPBC = Y2 arc{AC} por ser dngulos inscritos en esos arcos. Tendremos entonces que
/ZBPC =V2 arc{BD} — V2 arc{ AC} = ¥2[ arc{BD} — arc{AC}.

CASO 2. Un lado secante y un lado tangente.

Sea PAB secante a Una circunferencia O y sea PT tangente.Entonces Z/BAT = ZBPT + ZPTA por ser
angulo exterior al tridngulo APT. Pero, ZBAT =% arc{BT} por el teorema 7.12 y ZPTA =2 arc{ AT}
por el teorema 7.14. Luego, ZBPT = Z/BAT — ZPTA =2 [arc{BT} — arc{AT}].

CASO 3. Dos lados tangentes.

Sean PT y PSD las tangentes a Una circunferencia O en T, S y sea Z un punto en la prolongacién de
PS. Entonces ZXST = ZSPT + ZPTS por ser dngulo exterior al tridngulo PTS. Pero, ZXST = 12
arc{TXS} y ZPTS =%z arc{TYS} por el teorema 7.14. Luego, ZSPT = £XST — ZPTS = Y2 [arc{TXS}
—arc{TYS}].

Problema #4.36. En la figura a la derecha arc{ AC} = 28° y Z/ZBOD = 54°. Halle £P.

Solucién: A/%
Se tiene que arc{BD} = ZBOD = 54°. Del teorema anterior se tiene que Q

P =% [arc{BD} — arc{ AC}] = Y2 (54° — 28°) = 13°. P C\_/D

Problema #4.37. Sean PAB y PCD dos secantes a una circunferencia O y sea Q el corte de las cuerdas
AD y BC. Siarc{BD} =70°y ZDQB =4 /P, halle arc{AC} y £P.
Solucién:

Del teorema 7.15 se ve que £ZDQB =%z [arc{AC} + arc{BD}] =

Y2 arc{ AC} + 35°. Del teorema 7.16 se ve que £P =

V2 [arc{BD} — arc{AC}] = 35° — Y2 arc{ AC} Como ZDQB =4/P se ve que
V2 arc{ AC} + 35° =4[ 35° — Y2 arc{ AC}]. Multiplicando por 2 resulta que
arc{AC} + 70° = 280° — 4.arc{ AC} y asi arc{ AC} = 42°. Ademas,

/P =35°-V2arc {AC} =35°-21° = 14°.

Problema #4.38. Un punto P de una circunferencia O se proyecta sobre el didmetro AB. A lo largo de
PO se toma un punto Q de modo que PQ = 2AN. Si AQ corta la circunferencia de nuevo en S, entonces
se tiene que LAOS =3ZA0P

Solucién:
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Sea U el simétrico de A respecto de N y sea X el corte de PN con
la circunferencia. Por el teorema 4.2 se ve que N es el punto medio
de PX. Luego, AXUP es un rombo ya que sus diagonales PX y AU
se bisecan en N y son perpendiculares. Esto indica que XU es
paralela a AP. Ademads, OQ = OP — PQ = OA - 2AN =

OP — AU =0U y se ve que OQU es un tridngulo isdsceles.

Por ende, UQ es paralela a AP. Ya que la paralela a AP

por U es unica se concluye que los puntos X, U, Q son

colineales. Sea Y la interseccién de la circunferencia con XU.

En el triangulo isésceles AXU se ve que XN es bisectriz del
angulo X. Asi, ZAXN = ZUXN = x. Por el teorema 7.10 los

arcos AP y PY son iguales y se tiene que

ZAOQOP = ZPOY ......... (a)

Por otro lado, ZAPX = ZUXP por ser angulos alternos internos entre las paralelas AP y XU cortadas
por PX. Luego, los arcos AX y PY son iguales, y se ve que

ZXOA = ZPOY ......... (b)

Se infiere que las cuerdas AP y PY son iguales lo que indica que P estd en la mediatriz del segmento
AY. Pero, O también estd en esa mediatriz ya que OA = OY. Se deduce entonces que OP es la
mediatriz de AY. Al estar el punto Q en esa mediatriz se ve que QA = QY lo que indica que el
tridngulo AQY es isosceles. Por tanto, ZYAQ = ZAYQ = x. Luego, los arcos AX y YS son iguales y
se tiene

/ZXO0A = £YOS (c)

De (a), (b), (c ) se obtiene que ZAOP = ZPOY = £YOS. Se obtiene de aqui la conclusién de que
ZAOS = ZAOP + ZPOY + £YOS =3ZA0P.

Definicion 4.5. Se dice que el segmento AB se ve desde un punto P bajo el angulo a si y sélo si
ZAPB = a.

Teorema 4.17. El lugar geométrico de los puntos desde los cuales se ve a un segmento dado AB bajo
un angulo dado x estd formado por dos arcos de circunferencias que pasan por A y B, y son simétricos
respecto de la recta AB.
Demostracion:
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Si Uy V son puntos simétricos respecto de la recta AB, entonces ZAUB = ZAVB por el ejemplo 6.75.
Esto indica que dichos arcos son simétricos. Sea P un punto tal que ZAPB = x. Trace la circunferencia
que pase por A, B y P segin se indica en la figura anterior derecha. Del teorema 7.12 se sigue que
cualquier punto del arco APB cumple con la propiedad de que ZAPB = x.
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B

Sea Q un punto interior al arco y sea S el punto donde BQ corta al arco APB. Se tendréd entonces que
ZASB = ZAPB = x por el teorema 7.10, y ZAQB > ZASB por ser dngulo exterior al tridngulo AQS.
Luego. ZAQB > x y el punto Q no cumple la propiedad. Sea Q un punto exterior al arco y sea S el
corte de AQ con el arco. Entonces ZASB = ZAPB = x por el teorema 7.10 y ZASB > ZAQB por ser
angulo exterior al tridngulo SBQ. Luego, x > ZAQB y el punto Q no cuumple la propiedad.

Definicion 4.6. El arco desde el cual se ve un segmento dado AB bajo un angulo dado o se llama arco
capaz del dngulo o sobre AB.

Problema #4.39. El arco capaz de un dngulo recto sobre cualquier segmento es la semicircunferencia
de didmetro dicho segmento.

Problema #4.40. Dado un segmento AB halle un punto P tal que AP = PB y el segmento AB se ve bajo
un angulo recto.

Solucién:

Como P debe equidistar de A y B deberd estar en la mediatriz de AB. Ya que ZAPB = 90° se sigue que
P estd en la semicircunferencia de didmetro AB.

Teorema 4.18. El lugar geométrico de un punto cuya relacion de distancias a dos puntos dados A 'y B

. m . .
es un nimero — con m # n es una circunferencia.
n

Demostracion:

Sean P y Q los conjugados arménicos respecto de A y B de razén m y sea X un punto tal que
n

AX _m
XB n
del dngulo X en el tridngulo ABX. Luego, ZPXB = 90° lo que indica que X estd en la circunferencia
de diametro PQ. Por otro lado, sea Y un punto que estd en la circunferencia de didmetro PQ. Por B
trace las paraleas a YP e YQ hasta cortar a AY en J y K. Por el teorema de Thales se obtiene que
AY A . . . .

AY = AP y —= —Q Como los segundos miembros de ambas igualdades son iguales se tiene que
Y] PB° YK QB

YJ = YK. Pero, ZKBJ = 90° porque sus lados son paralelos a los del dngulo recto PYQ. Luego,

YJ = YB. Sustituyendo en la primera proporcién resulta que AY = AP _m y el punto Y cumple la
n

YB PB

. Por los teoremas 6.35 y 6.39 los segmentos XP y XQ son las bisectrices interior y exterior

propiedad.

Definicion 4.7. La circunferencia dada en el teorema anterior se llama circulo de Apolonio de razén

M % 1 sobreel segmento AB.
n
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Apolonio (ca. 225 A.C.) naci6 en Perga y fue llamado "el gran geémetra". Escribié una obra de ocho
libros sobre las Cénicas, e introdujo los términos elipse, pardbola e hipérbola. Notese que si m = n,
entonces el lugar geométrico anterior es la mediatriz del segmento AB.

Problema #4.41. Halle el didmetro del circulo de Apolonio de razén % sobre un segmento AB de

longitud 12.
Solucién:

Usando el teorema 4.13 resulta que Z = = E Por ende, PQ = %12 =9.

Definicion 4.8. Diremos que dos circunferencias se cortan o son secantes si tienen dos puntos
distintos en comun. Los puntos en comun se llaman puntos de corte y el segmento que une esos dos
puntos se llama la cuerda comin. La recta que pasa por sus centros se llama la recta de los centros.

A
\|/

En la figura anterior A y B son los puntos de interseccion de las circunferencias O y C, la cuerda
comun es el segmento AB y la recta OC es la recta de los centros.

Teorema 4.19. Si las circunferencias O y C tienen un punto en comuin A que no estd en la recta OC,
entonces son secantes y la cuerda comun es perpendicular a la recta de los centros OC.

Demostracion:

Sea B el punto simétrico de A respecto de la recta OC. Entonces OA = OB y CA = CB lo que indica
que B estd en ambas circunferencias y que OC es la mediatriz del segmento AB.

Si A estd en ambas circunferencias y OC < OA + AC, entonces por el teorema anterior las circunferen-
cias son secantes.

Problema #4.42. Sean las circunferencias O y C de radios 3 y 4, y sea OC = 5, entonces la tangente a
una circunferencia por el punto de corte pasa por el centro de la otra circunferencia.

Solucién:

Vea la figura anterior. Como OC =5 < 3 + 4 se sigue del comentario anterior que ambas circunferen-
cias son secantes. Si A es uno de los puntos de corte, entonces OA =3, CA =4y OC =35. Pero, 32+ 42
= 5% y se deduce que el tridngulo AOC es rectingulo en A, o sea, OA y CA son perpendiculares. Por el
teorema 7.5 la tangente a la circunferencia O en A pasa por el punto C.
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Problema #4.43. Sean las circunferencias O y C de radios 13 y k que se cortan en A y B tal que
AB = 10. La recta OC corta ambas circunferencias en P y Q de modo que PQ = 3. Halle k.

Solucién:

Sea S el corte de OC, AB. Ya que OC es mediatriz de AB se ve que

A
AS = 5. E. En el tridngulo rectingulo OSA se tiene por Pitdgoras que
0S®=0A”> - SA” = 13’ = 5% = 12°. Asf, OS = 12. Como OQ = OA = 13 Am
se tiene que SQ =0Q —0S =13 - 12 = 1. Ahora, PS=PQ -SQ = "
3—-1=2.Porotrolado, CA=CP=k. Asi, CS=CP-PS =k -2.

Aplicando Pitagoras en el tridngulo rectdngulo B

ASC se ve que k? = AS* + CS? = 5% + (k-2)~ Luego, 4k =29 y se ve que k = % .

Definicion 4.9. Dos circunferencias se dicen tangentes si ambas son tangentes a la misma recta en el
mismo punto. Este punto se llama punto de tangencia o de contacto. Diremos que dos circunferencias
son tangentes interiormente si son tangentes y el punto de tangencia estd entre los dos centros. Se
dice que dos circunferencias son tangentes exteriormente si son tangentes y el punto de tangencia no
estd entre los dos centros.

t t
O T
C
Las circunferencias O 'y C Las circunferencias O y C
son tangentes exteriormente son tangentes interiormente

Teorema 4.20. Si dos circunferencias son tangentes, entonces sus centros y el punto de tangencia son
colineales.

Demostracion:

Si las circunferencias O y C son tangentes en T, entonces existe una tangente t a las dos circunferencias
que pasa por T. Los radios OT y CT son perpendiculares a t y de la unicidad de esa perpendicular se
deduce que O, C, T son colineales.

En la figura anterior izquierda se tienen dos circunferencias que son tangentes exteriormente, y en la
figura derecha dos que son tangentes interiormente. Si las circunferencia O y C de radios k y s son
tangentes exteriormente, entonces OC = k + s, y si las circunferencia O y C son tangentes
interiormente, entonces se tiene que OC =k —ssik > s

Problema #4.44. Sean A, B, C los centros de tres circunferencias que son tangentes exteriormente de
dos en dos tales que AB = 10, AC = 14 y BC = 16. Halle cada uno de los radios.

Solucioén:

Si x, y, z son los respectivos radios, entonces X + y =10,y +z=16,x + z = 14.
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Al restar las dos primeras igualdades resulta que x — z = —6, y al sumar este \Y
resultado con la tercera igualdad se ve que 2x = 8 y asi x = 4. De la primera ‘
igualdad se obtiene que y = 10 — 4 = 6, y de la tercera igualdad vemos que

z =14 — 4 =10. En consecuencia, los radios miden 4, 6 y 10.

Problema #4.45. Si las circunferencias O y C son tangentes interiormente en T, la circunferencia C
pasa por O y una recta por T corta a la circunferencia C en A y a la circunferencia O en B, entonces A
es el punto medio de TB.

Solucién:

Sea P el punto diametralmente opuesto a T segtin se indica en la figura a la derecha.
Los dangulos TAO y TBP son rectos por el teorema 7.13. Luego, OA y PB son
paralelas. Ya que O es el punto medio de TP se sigue que A es el punto medio de BT.

Definicion 4.10. Diremos que una recta es tangente comun a dos circunferencias si es tangente a
ambas. Una tangente comun se dice interior si corta a la recta de los centros en un punto que esté entre
esos centros. Una tangente comin se dice exterior si no es interior.

En la figura TS es una tangente comun exterior y AB
es una tangente comun interior. T

S

Problema #4.46. Halle el segmento de tangente comin entre los puntos de tangencia de las
circunferencias O y C de radios 3 'y 8 si OC = 13.

Solucién: S

CASO 1. Tangente comun exterior.

Sean T y S los puntos de tangencia. Entonces

OT =3, CS =8 ylos radios OT y CS son
perpendiculares a TS. Luego, dichos radios son
paralelos. Trace por O la paralela a TS hasta cortar
a CS en U. Entonces TOUS es un rectingulo y US = OT =3
y TS = OU. Pero, CU =CS - US =8-3 =5. Aylicando el teorema de Pitdgoras en el tridngulo OCU
rectangulo en U, se tiene que OC? = OU? + CU?, o sea, 13% = OU? + 5°. Esto quiere decir que oU? =
144 y se tiene que OU =12 =TS.

CASO 2. Tangente comun interior. v
Trace por O la paralela a TS hasta cortar a CS en V. Se forma el

rectangulo OTSV y asi VS =OT =3 y TS = OV. Pero,

CV=CS+SV=8+3=11. Aplicando el teorema de

Pitagoras en el tridngulo OCV, rectdngulo en V, se tiene

que OC? = OV? + VC?, 0 sea, 13 = OV? + 11°. Luego,

OV? =48 y se tiene que OV =TS = 4+/3.
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Problema #4.47. Las tangentes comunes interiores a dos circunferencias que no se cortan y la recta de
los centros de esas circunferencias se cortan en el mismo punto.

Solucién:

Sean las circunferencias O y C de radios k y s con
OC>k+s.Sean T, Y y X, S los puntos de tangencia de
las tangentes comunes interiores segtn se ve en el dibujo
a la derecha. Supéngase que TY cortaa OC en Py XS
corta a OC en Q. Los tridngulos rectangulos TOP y YCP
son semejantes ya que £ TPO = ZYPC por ser dngulos
opuestos por el vértice. Luego,

or_op

CY Cp
Los tridngulos rectangulos XOQ y SCQ son semejantes porque £XQO = ZSQC por ser dngulos
opuestos por el vértice. Por ende,

oX O
—:—Q ......... (b).
CS CQ
Los primeros miembros de (a) y (b) coinciden puesto que OT = OX = k y CS = CY = s. Luego,

Op O . . o .
—= —Q Esto quiere decir que P y Q dividen internamente a OC en la misma razén y, por ende, P y

CP CQ
Q coinciden. En consecuencia, TY, XS y OC pasan por el mismo punto.

Problema #4.48.
1. Los segmentos de tangentes interiores entre dos circunferencias son iguales. S
2. Los segmentos de tangentes exteriores a dos circunferencias son iguales.
Solucién:

1. Sean ST y UV los segmentos de tangentes interiores
a las circunferencias O y C. Entonces debido al
teorema 7.7 se tiene que SQ = VQ y QT = QU.

Por tanto, ST=SQ + QT =UQ + QV =UV.

T S

) (D <

U \Y% U

Sean TS y UV los segmentos de tangentes exteriores a las circunferencias O y C. Si los radios
son iguales, entonces se forma el rectingulo TUVS y se ve que TS = UV. Si los radios son
distintos, entonces TS y UV se cortan en P. Usando el teorema 7.7 se ve que TS = PS — PT =
PV -PU=UV.
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Teorema 4.21. Si PAB y PCD son dos secantes a una circunferencia O. donde P es un punto exterior a
una circunferencia O, entonces PAePB = PCePD.

Demostracion: _\B
Se ve que ZPBC = ZPDA por ser dngulos inscritos en el arco AC. ~_fe 7
Luego, los tridngulos PBC y PDA son semejantes. Por tanto, P N

D
E = E, o sea, PAePB = PCePD. C\_/
PD PA

Teorema 4.22. Si P es el punto comiin de dos cuerdas AB y CD de una circunferencia O, entonces
PAePB = PCePD.

Demostracién: A/_\D

Se tiene que LDAP = ZPCB por ser dngulos inscritos en el mismo arco BD.
Ademads, ZAPD = ZBPC por ser dangulos opuestos por el vértice. Por el
segundo criterio de semejanza se tiene que los tridngulos APD y CPB

) PA PD
son semejantes. Luego, — =——, o sea, PAePB = PCePD. C
PC PB

Los dos ultimos teoremas indican que si P es un punto que no estd en una circunferencia O, entonces al
trazar cualquier secante a ella que la corte en A y B, el numero PAePB es constante. Si P estd en una
circunferencia O, entonces ese producto es cero.

Definicion 4.11. Sea P un punto cualquiera y considérese una circunferencia O. El nimero PAePB,
donde A y B son los puntos de interseccion de la circunferencia O con cualquier recta que pase por P,

se llama la potencia de P respecto de la circunferencia O.

La palabra potencia fue introducida por el gedmetra suizo Jacob Steiner (1796-1863).

Problema #4.49. Dos cuerdas de una circunferencia se cortan en P. Las v
longitudes de los segmentos de una cuerda son 4 y 6. Si la longitud de un »
segmento de la otra cuerda es 3, determinese la longitud del otro segmento.

Solucién:

La potencia de P respecto de la circunferencia O es 4e6 = 3x y asi x = 8.

Problema #4.50. Sea P uno de los puntos de triseccién de la cuerda AB de longitud 12 en una circunfe-
rencia O. Halle la potencia de P respecto de la circunferencia.

Solucién:
Se tiene que AP + PB = AB = 12 y 2¢PB = AP. Luego, 2¢BP + BP = 12 y asi
3eBP = 12. Por ende, BP =4y AP =8, y la potencia de P respecto de una A

circunferencia O es APePB =4 x 8 =32.

&

Problema #4.51. Dos cuerdas AB, CD de una circunferencia O de radio k son perpendiculares entre si
y se cortan en P tal que AP =2, PB =12 y CP = 4. Halle el radio k.

Solucién:

La potencia del punto P respecto de la circunferencia O es APePB = PCePD,



o/ To x>

es decir, 2 x 12 =4ePD. Asi, PD = 6. Sean M y N las proyecciones O sobre
AB y CD. Entonces M y N son los puntos medios de esas cuerdas y se tendra
que ON =PM = AM - AP =7 -2 = 5. Aplicando el teorema de Pitdgoras

en el tridgngulo NOD se tiene que k> = OD* = ON? + ND? = 25 + 25 = 50.

Por tanto, k = 5\/5 .

B
Teorema 4.23. La potencia de un punto P respecto de una circunferencia O de radio k es el nimero

2 12 12 2 . o . .
OP” — k" 0 k* — OP” segun que P sea exterior o interior a una circunferencia O.

Demostracion:
O A P 1P O
CASO 1. P es exterior a la circunferencia O

Sea PAB la secante que pasa por O y P. Entonces la potencia del punto P respecto de la circunferencia
O es PAePB = (OP — OA)e(OP + OB) = (OP — k)e(OP + k) = OP? — k.

CASO 2. P es interior a la circunferencia O
Trace por P el didmetro AB. Entonces la potencia del punto P respecto de la circunferencia O estd dada
mediante PAePB = (AO — OP)e(OB + OP) = (k — OP)e(k + OP) = k*— OP% T
Teorema 4.24. La potencia de un punto P, exterior a una circunferencia O,

respecto de una circunferencia O es igual a PT?, donde T es el punto de

contacto de la tangente a ella trazada por P. P

Demostracion:

Se tiene que OP” = OT” + PT? aplicando el teorema de Pitagoras al tridngulo

OPT, rectdngulo en T. Por tanto, PT> = OP? — OT* = OP” — k°. Apliquese el teorema anterior.
Problema #4.52. En la figura las circunferencias son tangentes interior- S '

.. PA PB
mente at en T. P es un punto de t, distinto de T. Entonces % =—,

PD T
Solucién:
Por el teorema anterior se tiene que PT> = PAePD y PT” = PBePC. Ya que los
primeros miembros de las dos igualdades anteriores son iguales se sigue

que PAePD = PBePC. Luego, %:E p
PC PD

Problema #4.53. En un tridngulo ABC se tiene que AB =5, AC =7 y BC =9. Sea D un punto en BC
de modo que AD = 5. Halle la razén &

Solucidn: /\\\ i i i
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Trace la circunferencia A de radio 5 que pasard por B y D y corta a AC en un punto P de modo que AP
= 5. Luego, PC = AC — AP =7-5 = 2. Sea Q el punto diametralmente opuesto a P. Usando la potencia
de C respecto de la circunferencia A resulta que CPeCQ = CDeCB, o sea, 2¢12 = CDe®9. Se ve que

19
CD = 8/3. Por tanto, BD = BC — CD =9 — 8/3 = 19/3 y se tiene que, BD = é = Q

DC%S

Problema #4.54. Supdéngase que las circunferencias O y C se cortan en dos puntos Ay B ysean Ty S
los puntos de tangencia de una tangente comun exterior a ambas circunferencias. Entonces la recta AB
biseca al segmento TS.

Solucién:

Sea P la interseccion de AB con TS. La potencia de P respecto de una
circunferencia O es PT” = PAePB, y la potencia de P respecto de C es

PS” = PAePB. Al ser iguales los segundos miembros resulta que PT? = PS*.
Al ser las bases de las potencias nimeros positivos resulta que PT = PS y P es el punto nll3 dio de TS.

Teorema 4.25. El lugar geométrico de un punto cuyas potencias respecto de dos circunferencias dadas
sean iguales es una recta perpendicular a la recta que pasa por los centros.

Demostracion:

Dadas las circunferencias O y C de radios k y s, si P es un punto del lugar geométrico requerido,
entonces OP? — k* = CP? — ¢ por el teorema 7.23. Luego, OP? — CP? = k* — s* es una constante.
Apliquese el teorema 6.51.

Definicion 4.12. La recta dada en el teorema anterior se llama eje radical de las dos circunferencias.

Problema #4.55. Si las circunferencias O y C se cortan en dos puntos A y B, entonces la recta AB es el
eje radical de ambas circunferencias.

Solucién:

Las potencias de A y B respecto de ambas circunferencias son iguales a cero. Por tanto, A y B estdn en
el eje radical.

Teorema 4.26. Los ejes radicales de tres circunferencias, cuyos centros no son colineales, tomados de
dos en dos son concurrentes.

Demostracion:

Sean las tres circunferencias O, C, P donde sus centros no sean colineales. Sea X el corte del eje radical
de las dos primeras circunferencias con el eje radical de las dos tultimas circunferencias. Las potencias
de X respecto de las dos primeras circunferencias son iguales y las potencias con respecto a la dos
ultimas también son iguales. Por tanto, las potencias de X respecto de las circunferencias O y P son
iguales. Asi, X estd en el eje radical de esta dos ultimas circunferencias.
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Definicion 4.13. El punto comin dado en el teorema anterior se llama el centro radical de las tres
circunferencias.

Los términos eje y centro radicales fueron introducidos en 1813 por Louis Gaultier.
P

Problema # 4.56. Trace el eje radical de dos circunferencias dadas. B

Solucién:

Sean las circunferencias O y C las dos circunferencias dadas. Si
ellas se cortan en A y B, entonces la recta AB es su eje radical por
el ejemplo anterior. Si ambas circunferencias son tangentes su eje
radical es la tangente comtn. Supdngase entonces que ambas
circunferencias no tienen puntos en comun. Trace una nueva
circunferencia que corte a la circunferenciaOen Ay B, y

corte a la circunferencia C en D y E. Las rectas AB, DE se cortan
en un punto P. La perpendicular a OC que pasa por P es la solucion
pedida puesto que P es el centro radical de las tres circunferencias.

Para determinar el area de figuras circulares es menester usar el célculo diferencial e integral y no se
hard en este libro. Se escribiran las formulas necesarias sin demostracién alguna.

Definicion 4.14. Sean A y B dos puntos distintos de una circunferencia O de radio k.

1. El conjunto de los puntos del plano que estdn en el circulo O y en el interior del dngulo AOB se
llama sector circular de centro O y radio k.

2. El conjunto de puntos que estd en el sector circular de centro O y radio k y que no esté en el
tridngulo AOB se llama segmento circular de centro O y radio k.

3. El niimero que se obtiene al dividir la longitud del arco AB sobre el radio k se llama medida del
angulo AOB en radianes. P

A | B

Problema #4.57. En la figura se tiene un sector circular OAPB de centro O
y radio OA. Se tiene el segmento circular APB de centro O y radio OA.

Los antiguos matematicos griegos sabian que la raz6n entre la longitud
de una circunferencia y su didmetro es una constante. Esta constante es el
ndmero irracional © = 3,1415926... llamado niimero pi.

Al.  Lalongitud de la circunferencia de radio R es L = 2neR.
A2. Lalongitud de un arco a de radio R dado en radianes es s = aeR.
A3.  Eldrea de la circunferencia de radio R es S = neR*

A4.  Eldrea de un sector circular de radio R y dngulo a dado en radianes es S = %o aeR’

Problema #4.58. Al dividir la longitud de una circunferencia entre su didmetro 2R se obtiene la medida
27 en radianes para la circunferencia. O sea, 2w radianes equivalen a 360°. Luego,
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12 12 6
6O°=36O :EZE
6 6 3
ygo 360°_2m_n
8 8 4
90(,:360 =E=E
4 4 2
180° = 290 =2—2"=n

El intercambio entre grados y radianes también puede hacerse mediante el uso de la regla de tres.

Problema #4.59. ; Cuantos radianes son 144°?
Solucién:
Se puede escribir 27 360°

144°. Por ende, x = Zreldd _ 4n

= — radianes.
360 5

X

Problema #4.60. ;Cuinto mide un 4ngulo de una circunferencia de radio 15 mts. si el arco
determinado por sus lados es las dos quintas partes de una circunferencia? ;Cudanto vale su longitud?
Solucién:

La medida es %o 360° = 144°. El dangulo en radianes por el ejemplo anterior es % por lo que su longi-

tud estd dada mediante A2, yes s = % 15 =67 mts.

Noétese que la medida de un arco estd dada en medida de dngulos mientras que la longitud estd dada en
unidades de longitud.

Problema #4.61. En una circunferencia de radio R = 2 un dngulo central mide 60°. Halle la longitud s
de su arco.
Solucién:

Como 60° es g radianes se tiene de A2 que s = go 2= 2n .

3

Problema #4.62. El minutero de un reloj mide 4 cms. ;Qué recorrido realiza la punta de la manecilla
en 15 minutos?

Solucién:

Los 15 minutos recorridos representan la cuarta parte de la circunferencia. Su dngulo central es
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%o 360°=90° = g radianes. Aplicando A2 se obtiene s = %o 4 =21 cms.

Problema #4.63. El final de un péndulo de 25 cms. describe un arco de 5 cms. ;Qué dngulo recorre el
péndulo al balancearse?
Solucién:

Haciendo s =5 y R =25 en A2 se tiene que 5 = ae25. Luego a = % = é de radianes. 25

Problema #4.64. Halle el area de un sector circular si su angulo central es de 40° y su radio es de 3
cms.
Solucién:

El dngulo central en radianes es 29—“ y de A4 se tiene que el dreaes S = %o 29—n 3’ =2nx.

Problema #4.65. Halle el didmetro de una circunferencia si el darea de un sector circular es 248 y el
angulo central mide 72°.
Solucién:

27

El dngulo de 72° es %radianes. De A4 se ve que 248 = %o 5 e R?.Osea, R* = 2485

T
extraer raices cuadradas vemos que R = 19,87 y su didmetro serd aproximadamente 2R = 39,73.

~394,7. Al

Problema #4.66. Una rueda de 1 metro de radio gira en un camino recto donde hay marcas rojas a cada
3 metros de separacioén. La rueda al ir dando vueltas completas deja una marca azul en el camino.
Cuando la rueda empieza a rotar estd en contacto con el piso con una marca azul.

(a) (Cudl es la separacion de las marcas azules?

(b) (En cudl dngulo ha girado la rueda para ir de una marca azul a otra?

(©) (Coincidird una marca azul con una marca roja?

Solucién:

Una rueda que se mueve sin deslizarse recorre una distancia igual a la longitud del arco que describe.

A
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. . meR 360 . .
Si se hace o = 360° se tiene que o = T =2neR,y se ve que la longitud del arco descrito es

igual a la longitud de la circunferencia. Por tanto, en una rotacion o vuelta completa la rueda recorre

su longitud.

(a) Ya que las marcas azules se obtienen en una rotacién de la rueda la separacion entre dos marcas
azules es igual a la longitud de la rueda, es decir, 21 metros.

(b) El dngulo recorrido es una vuelta completa es de 360°

(©) Supdngase que en un punto X del camino coinciden una marca azul con una marca roja. Si la
rueda ha dado n rotaciones para llegar a ese punto, entonces la distancia recorrida por dicha
rueda es de n.2n.1 = 2n7, mientras que la distancia hasta la marca roja serd de 3m con m entero.

. , 3m ) .
Ya que las marcas coinciden se tendrd que 2nmt = 3m, o sea, © = 2— . El primer miembro es un
n

numero irracional mientras que el segundo miembro es un nimero racional. Por consiguiente,
nunca coincidirdn las marcas azules y rojas.

Problema #4.67. Sea O el centro de un cuarto de circulo de radio OA = OB =1. Sea C un punto del
arco AB tal que ZBOC = 60°. Si D es un punto del radio OA tal que el drea de la seccién limitada por
el angulo BDC y el arco BC sea igual a la mitad del 4rea del cuarto de circulo. ;Cudnto mide OD?
Solucién:

B

[OACB] = [OCB] + [ODC] + [DAC] = [OCB] + %[OADB] + [OAC] - [ODC].

C
Luego, % [OACB] = [OCB] + [OAC] - [ODC]. Pero,
1 1 1 , T 1 T T
—[OADB] = —e—ene]" =— [OCB] = —eOCe—=—, [OAC] =
2 2 4 8 2 3 6 A
I = T 1 D P
—e—e]>=—_[ODC]= —eODeCP donde P es la proyeccién de C
2 6 12 2
sobre OA. Ya que el dngulo COP mide 30° se sigue que PC es la mitad de OC. Asi, [ODC] = OTD

. . . n n m OD T

Colocando estos valores en la igualdad inicial se tiene que P = o + o Luego, OD = 1

Definicion 4.15.

1. Considérense dos circunferencias O y C que se cortan en dos puntos. La region encerrada por
una de las circunferencias que esté fuera de la otra se llama linula. La parte comin encerrada
por ambas circunferencias se 1lama lente.

2. Un arbelos es la region encerrada por una semicircunferencia de didmetro AB y dos semicir-
cunferencias de didmetros AC y CB donde C es un punto entre A y B. Esas semicircunferencias
estdn situadas del mismo lado del didmetro AB.

La palabra latina linula significa pequefia luna mientras que la palabra griega arbelos significa trin-
chete de zapatero.
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lente

arbelos
Idnulas L

Problema #4.69. En la figura se tiene un cuadrado cuyos vértices estdn en una
circunferencia. Se trazan circunferencias cuyos didmetros son los lados del
cuadrado formédndose linulas con la circunferencia anterior. Pruebe que el
area de las cuatro ldnulas es igual al area del cuadrado.

Solucién:
Sea L el drea de una ldnula y sea A el area de una de las partes del circulo que sobresale en cada lado

como se indica en la figura. Sea a el lado del cuadrado. El radio del circulo serda % que se obtiene

a\EJz na’

= N A seré la cuarta parte del area del

usando Pitdgoras. Luego, el drea del circulo es © 0(

na’ a’

— ? . Pero, L + A es igual al 4rea de la semicir-

circulo menos el area del cuadrado, es decir, A =

2 2
cunferencia de diametro el lado del cuadrado, o sea, L + A = %. Luego, L=(L+A)-L= a?. El

2 , 2 2
area de las cuatro ldnulas es 4L = a” que es el drea del cuadrado.

D
Problema #4.70. En la figura a la derecha S representa el S
area del arbelos. Se traza por C la perpendicular a AB
hasta cortar la semicircunferencia de didmetro AB en el
punto D. Pruebe que S es igual al drea de la circunferencia A B
de didmetro CD. C  arbelos

Solucidn:
El area del arbelos es el area de la semicircunferencia de didmetro AB menos las areas de las
semicircunferencias de didmetros AC y BC, o sea,

ABY AC BCY )
S=me 5 —Te - —Te > . Al tomar factor comun se ve que

S= go(ABz _AC*-BC?) (*)
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Aplicando Pitdgoras en los tridngulos rectangulos CAD, BCD y ABD se tiene que AD* = AC* + CD?,
BD” = CD* + BC* y AB” = AD” + BD”. Luego, AB* = AD” + BD” = (AC? + CD?) + (CD* + BC?).

2
Luego, AB? — AC? — BC? = 2¢CD”. Colocando este valor en (*) resulta S = go 2eCD* =T (CZDJ

que es el drea de la circunferencia de didmetro CD.

Ejercicios 4.

A

(1I)

En (I) AB y CD son cuerdas en una circunferencia O que se cortan en P. En (II) PT es tangente
a la circunferencia O en T.

O (@
(b)
(©)
I  (
(b)
(©)

Siarc{AC} =67°y arc{BD} = 51°, halle ZAPC.
Siarc{BC} =205°y arc{AD} = 39°, halle ZAPC.
Si ZAPC = 64°y arc{BD} = 59°, halle arc{AD}.
Siarc{AT} =76°y arc{TB} = 50° halle ZLTPA.
Si LTPA =15°y arc{AT} =73° halle arc{TB}.
PA.PB = PT".

Una secante y una tangente paralela a ella determinan arcos iguales en una circunferencia.

Dos tangentes paralelas determinan arcos iguales en una circunferencia.

Dos circunferencias no pueden tener mas de dos puntos en comun.

Si dos circunferencias se cortan en dos puntos distintos, la recta que pasa por ellos es mediatriz
del segmento determinado por sus centros.

Por uno de los puntos P de corte de dos circunferencias se trazan dos didmetros PA y PB, uno
en cada una de ellas. Entonces AB pasa por el otro punto de interseccion.
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Si una circunferencia se divide en seis arcos iguales, cada cuerda es igual al radio.

Dos tangentes paralelas de una circunferencia son perpendiculares a uno de sus didmetros.

Sea P un punto que no estd en una circunferencia O. Los puntos de la circunferencia que estan
mas cerca y mas lejos de P estdn en la interseccion de ella con la recta OP.

Se llama normal a una circunferencia O a la perpendicular a una tangente a la circunferencia en
uno de sus puntos. Todas las normales a una circunferencia pasan por su centro.

Dos circunferencias son secantes si y sélo si la distancia entre sus centros es menor que la suma
de sus radios.

El lugar geométrico de los centros de las circunferencias que pasan por dos puntos es la
mediatriz del segmento determinado por dichos puntos.

En una circunferencia O se trazan un didmetro AB y una cuerda CD paralela a AB e igual a k.
Por el punto medio M de BD se traza una perpendicular a AB hasta cortar la circunferencia en
un punto P tal que PD > PB. Si Q es el punto medio de CD, entonces AB biseca al segmento
PQ.

En una circunferencia O se prolonga una cuerda AB en una longitud BC igual a k. Se traza la
recta CFOE que pasa por O y C. Entonces ZAOE =3 /ACE.

En una circunferencia O se traza un didmetro AB y un radio OC perpendicular a AB. Se
prolonga el didmetro AB a ambos lados de una circunferencia O en longitudes iguales AE =
BD. Las rectas CE y CD cortan a la circunferencia O en F y G. Entonces ZCFO = ZCGO.

Un tridngulo ABC estd inscrito en una circunferencia O. Sea H su ortocentro. Si N es el punto
medio de AH, P es el punto medio de AB y Q es el punto medio de AC, entonces OQNP es un
paralelogramo.

En una circunferencia O un didmetro AB y una cuerda AC forman en A un dngulo de 30°. La
tangente a la circunferencia O en C corta la recta AB en D. Entonces el tridngulo ACD es
1sosceles.

Por el punto medio M del segmento AB se traza una recta cualquiera m. Se traza B® simétrico
de B respecto de m y se traza la perpendicular B'N a MB"(N sobre m). Entonces NB es tangente
a la circunferencia de didmetro AB.

Sea A un punto de una circunferencia O. Se traza en A la tangente AP de longitud dada d. Trace
el lugar geométrico de P cuando A recorre la circunferencia O.

Por el punto de contacto T de dos circunferencias tangentes exteriormente se traza una secante
que corta a una circunferencia en A y a la otra en B . Entonces las tangentes en A y B son
paralelas.

Una circunferencia O y O(k’) se cortan en A y B. Por A se trazan los didmetros AC y AD.
Entonces CD es perpendicular a AB y pasa por B.

Se traza una cuerda que corta a dos circunferencias concéntricas: a la de menor radio en A y B,
y alaotraen Cy D. Entonces AC = BD.

Se tienen dos circunferencias concéntricas. Entonces las cuerdas en la circunferencia mayor que
son tangentes a la otra circunferencia son iguales.

En una circunferencia O se trazan los radios OA y OB. Se traza una cuerda MN perpendicular a
la bisectriz del angulo AOB. MN corta a OA en F y a OB en G. Entonces MF = NG y FA = GB.
La cuerda mds pequefia que puede trazarse por un punto interior de una circunferencia es
perpendicular al didmetro que pasa por dicho punto.
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En un tridngulo ABC se trazan las alturas AD y BE. La circunferencia de didmetro AB pasa por
D yE. Si ZBAC = 64° calcule ZADE.

Sea una semicircunferencia de didmetro AB. Trace una cuerda AC de modo que ZCAB = 20°.
Trace la tangente XDY paralela a AC y punto de contacto D. Halle ZYDC y ZXDA.

Dos circunferencias son tangentes en A. Se trazan dos secantes BAC y B'AC" por ese punto.
Entonces BB" y CC" son paralelas.

En el extremo A de un didmetro AB de una circunferencia se traza una cuerda AC, y en el otro
extremo B se traza la tangente. La bisectriz del dngulo CAB corta la recta BC en F, a la
circunferencia en H y a la tangente en D. Entonces BD = BF y FH = HD.

Sea ABC un tridngulo isdsceles inscrito en una circunferencia O. Sea I el incentro del triangulo.
Sean E y los cortes de BI y CI con la circunferencia O. Entonces el cuadrilatero AFIE es un
rombo. Calcule ZIAC — ZIAB en funcién de los dngulos de la base.

Sea A un punto de Una circunferencia O y sea P un punto interior a una circunferencia O. Por el
punto medio de AP se traza la cuerda BC perpendicular a AP. PB corta a la circunferencia O en
B® y PC la corta en C". Entonces Z/BB'C" = ZBC A.

Dos circunferencias se cortan en B y C. Por B se traza una secante MBN. Las tangentes por M y
N forman el mismo dngulo que el de las tangentes por B.

Si dos circunferencias iguales son tangentes exteriormente, entonces todo punto que equidiste
de sus centros estd en la tangente comun.

Sea P un punto que estd a una distancia de 20 del centro de O(5). Halle las longitudes de las
tangentes de P a Una circunferencia O.

Sea AB un didmetro de una circunferencia O y sea AC una cuerda cualquiera. La recta que pasa
por O y es paralela a AC corta en D a la tangente a la circunferencia O en C. Entonces DB es
tangente a Una circunferencia O en B.

En la circunferencia O de radio 5/2 una cuerda dista 5 de O. Halle la longitud de la cuerda.

Una cuerda y un didmetro de una circunferencia O tienen un extremo comun. Si el didmetro es
40 y la cuerda es 24, ;a qué distancia de O estd la cuerda?

Una cuerda de una circunferencia O mide 16 y estd a la distancia 15 de O. Halle k.

El lugar geométrico de los puntos medios de las cuerdas de longitud dada de una circunferencia
es otra circunferencia concéntrica con aquélla.

Si dos cuerdas en una circunferencia tienen un extremo comun y forman dngulos iguales con el
didmetro que pasa por dicho extremo, entonces las cuerdas son iguales.

Si dos cuerdas (que no son didmetros) iguales de una circunferencia se cortan en un didmetro,
entonces forman dngulos iguales con dicho didmetro.

Determine coémo se halla el centro y el radio de una circunferencia si se conoce solamente un
arco de ella.

Un didmetro perpendicular a una cuerda biseca los arcos subtendidos por la cuerda.

Si un dngulo inscrito en un arco es recto, entonces dicho arco es una semicircunferencia.

Si el didmetro AB de una circunferencia corta perpendicularmente a la cuerda CD en M,
entonces CD” = 4. AM.BM.

Si el angulo que forman dos tangentes a una circunferencia trazada desde un punto exterior
mide 60°, entonces los segmentos tangentes forman un tridngulo equildtero con la cuerda que
une los puntos de tangencia.

La tangente comun exterior a las circunferencia O O™ de radios 5 y 17 mide 16. Halle OO".
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Dos circunferencias de didmetros 4,86 y 3,74 son tangentes exteriormente. Halle la distancia

entre sus centros.

Si dos circunferencias se cortan en A y B, entonces el dngulo formado por las tangentes en A y

el angulo formado por las tangentes en B son iguales. Este dngulo comtn se llama el angulo

entre las dos circunferencias. Dos circunferencias se dicen ortogonales si el dngulo es recto.

Dos circunferencias secantes son ortogonales si y solo si los radios que pasan por los puntos

comunes son perpendiculares.

Si dos circunferencias son ortogonales, entonces la circunferencia que tiene como didmetro el

segmento que une sus centros, pasa por los puntos comunes.

Describa el reciproco de la proposicion del ejercicio anterior y demuéstrela.

Si dos circunferencias son ortogonales, el radio de una de ellas que pasa por uno de los puntos

comunes, es tangente a la otra circunferencia. ;Es verdadero su reciproco?

Si P es un punto de la semicircunferencia de didmetro AB, entonces las circunferencias APO y

BPO son ortogonales.

Si dos circunferencias son ortogonales, entonces cualquier didmetro que interseca la otra

circunferencia es cortada arménicamente por dicha circunferencia.

Establezca y demuestre el reciproco del ejercicio anterior.

Una condicién necesaria y suficiente para que dos circunferencias sean ortogonales es que la

potencia del centro de una de ellas, respecto de la otra, sea igual al cuadrado del radio

correspondiente.

Dos circunferencias O y O™ de radios k y k', que se cortan en A y B, son ortogonales si y s6lo si

ABeOO" = 2kk".

Sea H el ortocentro del tridngulo ABC. Las circunferencias que tienen como didmetro a AH y

BC son ortogonales.

Sean AB y AC las tangentes a una circunferencia O con puntos de contacto B y C. Sea E la
AB  BO

VBE <ED'

Si un tridngulo inscrito en una circunferencia tiene un dngulo constante, entonces el lado

opuesto es tangente a una circunferencia tangente con la circunferencia dada.

El centro de la circunferencia de los los nueve puntos de un tridngulo es el punto medio del

segmento determinado por el circuncentro y el ortocentro.

El centro de la circunferencia de los nueve puntos de un tridngulo estd en la recta de Euler.

La circunferencia de los nueve puntos de un tridngulo es tangente al incirculo y a los excirculos

del tridngulo.

Sea AB un didmetro de Una circunferencia O. Se trazan por B la tangente t y por A una secante

que corte a Una circunferencia O en M y a t en N. Entonces AM.AN = 4K,

Los extremos de dos didmetros perpendiculares en una circunferencia O son los vértices de un

cuadrado.

Calcule el lado de un tridngulo equildtero circunscrito a O(15).

En una circunferencia O de didmetro AB se trazan dos cuerdas AC y AD de modo que ZBAC =

30°y ZBAD = 45°. Halle el perimetro del cuadrildtero ABCD.

La circunferencia que pasa por los vértices A, B, C de un paralelogramo ABCD corta a DA y

BC en los puntos A” y C*. Entonces A'B:AC" = A'C:A'B..

proyeccion ortogonal de C sobre el didmetro BD. Entonces BE.BO = AB.CE y
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Un punto P de una circunferencia O se proyecta ortogonalmente en N sobre uno de sus
didmetros AOB. Se traza PQ = 2.AN a lo largo de la semirrecta PQ. Si AQ corta a Una
circunferencia O de nuevo en el punto S, entonces ZAOS =3 ZA0P.

Desde el punto S se trazan las tangentes SA y SB, y la secante SPQ a la misma circunferencia.
Entonces AP:AQ = BP:BQ.

Una cuerda variable AB de una circunferencia dada es paralela a un didmetro fijo que pasa por
un punto dado P. La suma de los cuadrados de las distancias de P a los extremos de AB es
constante, e igual al doble del cuadrado de la distancia de P al punto medio del arco AB.

Un tridngulo ABC estd inscrito en una circunferencia. Si P es un punto en el interior de esa
circunferencia, al trazar las rectas PA, PB, PC cortan de nuevo a la circunferencia en los puntos
X, Y, Z que forman un nuevo tridngulo. Halle el punto P de modo que el tridngulo XYZ sea
equilatero.

Dos cuerdas AB y CD en una circunferencia O son perpendiculares y se cortan en un punto P.
La recta que pasa por P, perpendicular a la cuerda AC, biseca la cuerda BP.

Un cuadrado ABCD est4 inscrito en una circunferencia O y P es un punto cualquiera de Una
circunferencia O. Entonces la suma de los cuadrados de las distancias de P a los vértices es
constante. Halle esta constante si el lado del cuadrado es 8.

Un didmetro AB de O(37) se extiende hasta un punto P de modo que AP = 77. Se traza por P
otra secante PCD de modo que PD = 33. Halle ZAPD.

En un tridngulo ABC sus lados son AB = 12, BC = 18 y AC = 25. Se traza una
semicircunferencia de centro O cuyo didmetro esté en AC y que sea tangente a AB y BC. Halle
OA y el didmetro de la semicircunferencia.

Un tridangulo ABC estd inscrito en una circunferencia O. Se traza el didmetro AD y se traza por
D la tangente hasta cortar a ABy ACen EyF. Si AB =4, AC =6y BE =8, halle CF, ZDAF y
BC.

ABCDE es un pentagono regular inscrito en una circunferencia O y P es un punto del arco BC.
Entonces PA+PD = PB+PC+PE.

ABCDEF es un hexdgono regular inscrito en una circunferencia O y P es un punto del arco BC,
entonces PE+PF = PA+PB+PC+PD.

Una recta trazada por el vértice A del tridngulo BAC corta al lado opuesto BC en D y al

. , 1 1 1
circuncirculo en P. Entonces — = — +

PB PC
El simétrico del ortocentro de un tridngulo respecto de uno de sus lados es un punto que esta en
el circuncirculo del tridngulo.
Un tridngulo inscrito en O(5) tiene dos lados que miden 5 y 6. Halle la medida del tercer lado.
Un cuadrado ABCD de lado 8 estd inscrito en una circunferencia O. Si E es un punto de una
circunferencia O, halle AE” + BE” + CE” + DE”.
Una circunferencia de didmetro AC es cortada por una secante en B y D. La secante y el
didmetro se cortan en un punto P, exterior a la circunferencia. Sean E y F las proyecciones
ortogonales de A y C sobre la secante. Halle DF si EB =2 y BD = 6.
En el tridngulo ABC de lados AB = 12, BC = 18 y AC = 25, se traza una semicircunferencia
cuyo didmetro estd en AC, y es tangente a AB y BC. Si O es el centro de la circunferencia, halle
AO.
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AB es una cuerda de una circunferencia O y M es su punto medio. CMD es otra cuerda de Una
circunferencia O. Se traza una semicircunferencia de diametro CD. Se traza por M la
perpendicular a CD hasta cortar la semicircunferencia en P. Entonces PM = AM.

Una circunferencia O tiene como didmetro la altura AD en el tridngulo ABC. Si Una
circunferencia O corta AB y AC en E y F, halle EF:BC.

PA y PB son tangentes a Una circunferencia O y PCD es una secante. Halle BC si AC =9,
AD=12yBD = 10.

Las alturas del tridngulo ABC se cortan en el punto H. BC = 16. El didmetro del circuncirculo
del tridngulo ABC es 20. Halle AH.

Dos circunferencias son tangentes interiormente en el punto T y una cuerda AB de la
circunferencia mayor es tangente en C a la circunferencia menor. PB y PAQ cortan la
circunferencia menor en E y D. Halle AC si AB=15,PE=2y PD =3.

Sean A(k) y B(k) dos circunferencias iguales. que son tangentes exteriormente en el punto T. La
cuerda TM en A(k) es perpendicular a la cuerda TN en B(k). Entonces ABNM es un
paralelogramo.

El centro de la circunferencia de los nueve puntos de un tridngulo es el punto medio del
segmento que une el circuncentro con el ortocentro.

Sea P un punto del circuncirculo de un tridngulo ABC y sean X,Y,Z las proyecciones
ortogonales de P sobre los lados AB,BC,CA. Sean U,V,W puntos de modo que X,Y,Z sean los
puntos medios de AU,BV,CW. Entonces U,V,W estdn en una recta que pasa por el ortocentro
del tridngulo

El circuncirculo de un tridngulo es la circunferencia de los nueve puntos del tridngulo cuyos
vértices son los excentros.

Dos circunferencias son tangentes internamente en T. La cuerda AB de la circunferencia mayor
es tangente en P a la circunferencia menor. Entonces TP es bisectriz del angulo ATB.

Los puntos donde las alturas cortan al circuncirculo forman un tridngulo semejante al tridngulo
ortico.

Trace la recta de Simpson para cada vértice de un tridngulo.

Los lados opuestos de un cuadrilatero ciclico se cortan en V y los otros dos lados se cortan en
W. Entonces las bisectrices de los dngulos en V y W son perpendiculares.

Desde un punto P, exterior a una circunferencia O, se trazan las tangentes a ella que la tocan en
T,S. Sea K la proyeccion ortogonal de S sobre el didmetro TQ que pasa por T. Entonces TK.TO

=PT.SKy PT{ QK =TO+VTK

Sean OA,OB dos radios perpendiculares en una circunferencia O. Trace una recta paralela a AB
que corte a OA en P, a OB en Q y a Una circunferencia O en M y N de modo que P esté entre M

y Q. Halle k si MP = /56 y PN = 12.

ABCD es un cuadrilétero ciclico. Supongase que la diagonal BD biseca a AC. Halle BC si AB =
10,AD=12yCD=11.

Supdngase que una circunferencia O y C(s) son tangentes externamente en T. La cuerda TM en
una circunferencia O es perpendicular a la cuerda TN en C(s). Entonces MN es igual y paralela
a OC.

Se inscribe una circunferencia en un tridngulo de lados 10, 10, 12. Una segunda circunferencia
menor se inscribe tangente al la primera circunferencia y a los lados iguales del tridngulo. Halle
el radio de la segunda circunferencia.
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Sobre el lado AB de un cuadrado ABCD se traza externamente el tridngulo rectdngulo ABF, de
hipotenusa AB. Halle EF, donde E es el centro del cuadrado, si AF = 6 y BF = 8. resuelva el
problema si F esta dentro del cuadrado.

Las diagonales AC y BD de un cuadrilatero ABCD se cortan en E. Halle AB si AE=2, BE =35,

CE=10,DE=4yBC=1?5.

Las rectas que pasan por los puntos medios de los lados de un cuadrildtero ciclico y son
perpendiculares a los lados opuestos son concurrentes.

El lado BC de un tridngulo variable ABC es fijo y la suma AB+AC = k es constante. La recta
DP trazada por el punto medio D de BC y paralela a AB corta la paralela CP por C a la bisectriz
interior AW del dngulo A en P. El lugar geométrico de P es una circunferencia de centro D.
Sean M y N los puntos medios de dos cuerdas no paralelas AB y CD en la circunferencia O de
rdio k. Entonces AB = CD si y s6lo si el tridngulo OMN es is6sceles de base MN. ;Qué ocurre
si las cuerdas son paralelas?

Hay dos circunferencias iguales de radios R tangentes entre
sl y tangentes a una recta. Entre ambas circunferencias se
coloca un cuadradito de lado x como se indica en la figura.
Halle la relacién entre R y x.

e

Se traza un cuarto de circulo OAB de centro O y de radio OA = OB = R. Se traza la
semicircunferencia de didmetro OA hacia adentro de OAB. Se traza la semicirunferencia cuyo
didmetro estd en OB hacia dentro de OAB tal que sea tangente a OAB en A y sea tangente a la
semicircunferencia de didmetro AB. Se traza una circunferencia de radio r que sea tangente
exteriormente a ambas semicircunferencias y sea tangente interiormente en T al cuarto de
circulo OAB. Pruebe que R = 6r.

Trace la circunferencia C de didmetro AB. Trace las circunferencias A y B de radios R y r que
sean tangentes en el punto D que estd entre A y B. Trace una circunferencia E que sea tangente
exteriormente a las circunferencias A y B y sea tangente interiormente a la circunferencia C.
pruebe que el radio x de la circunferencia E es un cuarto de la razén arménica de R y r.

Sea CD la altura de la hipotenusa AB del tridngulo rectingulo ABC. Sean E y F las proyec-
ciones de D sobre AC y BC. Si x, a y b son los inradios de los tridngulos DEF, AED y BDF,

pruebe que X = vaeb.

Sea CD la altura de la hipotenusa AB del tridngulo rectingulo ABC. Sean E y F las proyec-
ciones de D sobre AC y BC. Sir, r; y r; son los inradios de los tridngulos ABC, AED y DFB,
pruebe que r =1; + 15.

Sea CD la altura de la hipotenusa AB del tridngulo rectdngulo ABC. Sean E, F y G los incentros
de los tridngulos ABC, DAC y y BDC. Pruebe que FG = rv/2 donde r es el inradio del
triangulo ABC.

Sea I el incentro del tridngulo ABC rectangulo en C. Trace por I la paralela a AC hasta cortar a
AB y BC en D y G. Trace por I la paralela a BC hasta cortar a ACy ABen Hy M. Seanr; y 1,
los inradios de los tridngulos AHM y DGB. Pruebe que DE =1} + 5.
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Sea Cd la altura de la hipotenusa AB del tridngulo rectingulo ABC. Sean I, U y V los incentros
y sean r, r; y 17 los inradios de los tridngulos ABC, DAC y DCB. Si F y G son la proyecciones
de Uy V sobre BD, y E es la proyeccion de I sobre AB pruebe que DE=FG =1, —r1; sir, >1;.
Sea P un punto interior a una circunferencia O. Trace la circunferencia P tangente a la circunfe-
rencia O en el punto T.Trace por un punto C de la circunferencia P la recta tangente a ella que
corte la crincunferencia O en los puntos A y B. Pruebe que TC es la bisectriz del angulo ATB.
Considérese el arbelos de los puntos colineales A, C y B en ese orden y sea D el punto de la
perpendicular a AB por C que corta la semicirunferencia de didmetro AB. Sea S; el 4rea de la
regién comun a la semicircunferencia de didmetro AC y la circunferencia de didmetro CD. Sea
S, el drea de la regién comun a la semicircunferencia de didmetro CB y la circunferencia de
didmetro CD. Sea S; el drea de la regién dentro del arbelo y fuera de la circunferencia de
didmetro CD. Sea Sj el area de la region dentro del arbelo y fuera de la circunferencia de
didmetro CD. Sea Ss el area de la region dentro de la circunferencia de didmetro CD y fuera del
arbelo y de las semicircunferencias de didmetros AC y CB. Pruebe quSe Si1+S2+S5=S5+ Sa.
N D

S
Considérese el arbelos de base ACB como se indica
en la figura. Sea S; el drea dentro del arbelos y fuera
de la semicircunferencia de didmetro AC y fuera de A 7 AN B
la circunferencia de diametro CD. Sea S, el area de la Sy C Ss
region del arbelos que estéd fuera de la semicircunferencia de didmetro BC y fuera de la circun-
ferencia de didmetro CD. Sea S3 el drea de la circunferencia de didmetro CD que estd fuera del
arbelos y fuera de la semicircunferencia de didmetro AC. Sea S, el drea de la regién comun a la
circunferencia de didmetro CD y la semicircunferencia de didmetro AC y sea Ss la region
comun a la circunferencia de didmetro CD y la semicircunferencia de didmetro BC. Pruebe que
Sl+SQZS3+S4+Ss.
Considérese un arbelos como en la figura del ejercicio anterior. La circunferencia de didmetro
CD corta los arcos AC y CB en los puntos U y V tales que UV es la tangente comun a las
semicircunferencias de didmetros AC y AB. Ademds, las triadas de puntos A, U, Dy B, V, D
son colineales.
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	Problema #3.4.. Si E y F son puntos interiores de los lados AC y AB de un triángulo ABC, entonces los segmentos BE y CF no se bisecan.
	Solución:
	Si BE y CF se bisecan, entonces por el teorema 3.3(D) se ve que BCEF es un paralelogramo lo cual es absurdo porque los lados opuestos BF y CE se cortan en A.
	Problema #3.5. Los puntos medios de los lados de cualquier cuadrilátero son los vértices de un paralelo-gramo.
	F
	Y
	Teorema 3.4.
	(A) Todo rectángulo es un paralelogramo.
	(B) Todo rombo es un paralelogramo.
	(C) Todo cuadrado es un paralelogramo.
	(E) En un rombo las diagonales son perpendiculares y son bisectrices de sus ángulos.
	(F) En un cuadrado las diagonales son perpendiculares entre sí, iguales y bisectrices de sus ángulos.
	(G) La paralela a las bases de un trapecio trazada por el punto medio de un lado no paralelo corta al lado opuesto en su punto medio.
	(B) Si ABCD es un rombo, entonces AB = BC = CD = DA y debido al teorema 3.3(C) se tiene que es un paralelogramo.
	(C)  Basta ver que un cuadrado es un rectángulo.
	(A) AB2 + CD2 = BC2 + DA2
	(B) Su paralelogramo de Varignon es un rectángulo.
	(C) Los segmentos que unen los puntos medios de dos lados opuestos son iguales.
	Como BAD es un triángulo rectángulo en A al aplicar el teorema de Pitágoras se ve que BD2 = AB2 + AD2 = 32 + 42 = 25. Por tanto, BD = 5 y del teorema anterior se tiene que AC = BD = 5.
	Problema #3.13. . Un rectángulo tiene diagonal 15. El ancho del rectángulo es la mitad de su largo. Halle el perímetro del triángulo.
	Solución:
	Si x es el ancho del rectángulo, entonces por las condiciones del problemas se ve que su largo es 2x.  Así, el perímetro es p = 2x + 2(2x) = 6x. El teorema de Pitágoras aplicado a uno de los triángulos rectángulos se tiene que x2 + (2x)2 = 152. O sea,...
	Problema #3.14.  Si el perímetro de un rectángulo es p y su diagonal es d, halle la diferencia entre el largo y el ancho del rectángulo.
	Problema #3.15.  La suma de las distancias, de un punto cualquiera de un lado de un rectángulo, a las diagonales es constante.
	Solución:
	Sea P un punto del lado CD de un rectángulo ABCD y sean X e Y las proyecciones de P sobre las diagonales AC y BD. Sea K la proyección de D sobre AC y sea Q la proyección de P sobre BD. En el cuadrilátero PQKX tres de los ángulos son rectos. Luego, dic...
	Problema #3.16. Sean E y F puntos de los lados AB, CD de un rectángulo ABCD tales que DEBF es un rombo. Halle EF si AB = a y BC = b.
	Solución:
	Sean DF = FB = BE = ED = x. Luego, FC = CD – DF = AB – DF = a – x. Por el teorema de Pitágoras en el triángulo BCF, rectángulo en C, se tiene que BF2 = FC2 + BC2. Esto quiere decir que  (x – a)2 + b2 = x2, o sea, 2ax = a2 + b2 y se tiene que x =  . Po...
	P
	B
	Problema #3.17. En la figura ABCD y DEFG son dos cuadrados. Si AE = a y BF = x,
	pruebe que x = a
	Solución:
	Sea P un punto tal que ABPE es un paralelogramo. Luego,
	(1) EP = AB = AD y BP = EA = a.
	(GDC = (FEP = u por ser ángulos entre lados paralelos. Sea (ADE = y
	y (CDE = z.  Pero, u + z = 90º = y + z y al simplificar se tiene que u = y.
	Usando (1) se tiene que FEP ( EDA y así 1=   . O sea, FP = EA = a.
	Además, (DAE = (EPF = u y se ve que 90º = u + (EAB = u + (EPB. Esto
	indica que el triángulo BPF es rectángulo en P. Aplicando el teorema de
	Pitágoras se ve que x2 = BF2 = FP2 + PB2 = a2 + a2 = 2ª2. Al extraer raíces
	cuadradas se obtiene que x = a .
	Teorema 3.5. En un trapecio isósceles los ángulos de las bases son iguales y las diagonales son iguales.
	Demostración:
	En los triángulos semejantes DUX y DAM se tiene que
	......... (a)
	En los triángulos semejantes DXY y DMB se tiene que
	......... (b)
	De (a) y (b) se sigue que  . Como AM = MB se obtiene que UX = XY. En los triángulos semejantes CXZ y CAB se tiene que
	......... (c)
	Por el teorema de Thales se tiene que
	D
	......... (d)
	De (c), (d), (b) se obtiene que  .  Ya que AB = 2MB se tendrá que XZ = 2XY y, en consecuencia,  XY = YZ.
	Definición 3.5.  Sean K y L triángulos o cuadriláteros o una mezcla de ellos. Diremos que la figura K está inscrita en la figura L si los vértices de K están en los lados de L. También se dice que la figura L está circunscrita a la figura K.
	En la primera de las figuras anteriores el triángulo PQS está inscrito en el triángulo ABC. En la segunda figura el cuadrilátero PQUV está inscrito en el triángulo ABC. En la tercera figura el triángulo PQS está inscrito en el cuadrilátero ABCD. En l...
	Problema #3.20.  En la figura anexa el cuadrilátero CQUV está inscrito en el
	triángulo ABC que es rectángulo en C. Si AC = 6 y BC = 12 Halle el valor
	del lado x del cuadrado.
	Solución:
	Se ve que AQU ( ACB por tener sus lados paralelos. Luego,  ,
	es decir, . Al despejar x se obtiene que x = 4.
	El área de un cuadrilátero cualquiera, es decir, la extensión de dicho cuadrilátero se puede obtener sumando las áreas de los triángulos determinados en él por cualquier diagonal. No conocemos una fórmula simple para determinar el área de un cuadrilát...
	Teorema 3.6.
	(A) El área de un cuadrilátero es igual a un lado por su altura, es decir, la distancia entre ese lado y el lado opuesto.
	(B) El área de un cuadrado de lado a es a2.
	Demostración:
	(A) Sea BCD un paralelogramo. Sea h la distancia de C a la
	recta AB. Entonces [ABCD] = [ABD] + [BCD] =
	. Como AB = CD se obtendrá que [ABCD] = AB(h.
	(C) El lado a es igual a su altura a. De (A) se sigue que el área es (a = a2.
	Nótese que si un lado de un triángulo coincide con un lado de un paralelogramo, entonces el área del triángulos es la mitad del área del paralelogramo. En la figura anterior 2[ABD] = 2[BCD] = [ABCD].
	Problema #3.21. Si se construye un cuadrado en un lado de un rombo, entonces su área no es menor que la del rombo.
	Solución:
	Sea ABCD un cuadrado construido sobre un lado AB = a del rombo ABPQ. El área del cuadrado es [ABCD] = a2 y el área del rombo es la suma de las áreas de los triángulos ABQ y BPQ, es decir, [ABPQ] = a2( sen A. Ya que sen A ( 1 se sigue que [ABPQ] ( [ABC...
	Problema #3.22. Las diagonales AC y BD del cuadrilátero ABCD se cortan en el punto O. Entonces se tiene que [ABO]( [CDO] = [ADO]([BCO]
	Solución:
	Sean p y q las distancias de los vértices A y C a la diagonal BD.
	Entonces [ABO]([CDO] =   =
	= [ADO]([BCO].
	Problema 3.23.  Sean E y F los puntos medios de los lados AB y Cd de un cuadrilátero ABCD. Pruebe que si AF y DE se cortan en G, y CE y BF se cortan en H, entonces [FGEH] = [AGD] + [BHC].
	Solución:
	Trace las distancias p, q y s de los puntos D, F y C a la recta AB. Se forma un trapecio de bases p y s, y de base media q. Del teorema 3.4(H) se tiene que 2q = p + s. Al multiplicar esta igualdad por AB = 2AE = 2BE se tiene que 2q(AB = p(2AE = s(2BE ...
	[ABF] = [AED] + [EBC]. O sea, [AGE] + [FGEH] + [EBH] = [AGE] + [AGD] + [EBH] + [BHC]. Al  simplificar de nuevo se obtiene el resultado deseado.
	Problema #3.24.
	Se trazan los cuadrados ACUV y ABPQ sobre los lados AC y AB del triángulo ABC.  Pruebe que
	[AVQ] = [ABC], QC = BV y las rectas BV y QC son perpendiculares.
	Solución:
	La suma de los ángulos alrededor de el vértice A es 360º. Ya que (QAB = 90º = (VAC se tiene que
	(QAV + (BAC = 180º. Así sen (QAV = sen (BAC. Del teorema 7.1 se ve que  [AVQ] =   = [ABC]. Nótese que AQ = AB, AC = AV y (QAC = 90º + A = (BAV. Del primer criterio de semejanza se tiene que BAV ( QAC. Así, (AQC = (ABV = x, (ACQ = (AVB = z  y  . De est...
	Problema #3.25. Sean ABCD un cuadrado, E un punto del lado BC, F el corte de BE con la prolongación del lado AB, CE = b, AF = a y DE = x. Pruebe que (1) x2 = ab + b2  y (2)  .
	Solución:
	Sea u el lado del cuadrado. Se tiene que AFD ( BFE por tener sus
	lados paralelos. Así,  , es decir,  . Al simplificar
	se obtiene u2 = ab. Usando el teorema de Pitágoras en el triángulo DCE
	se tiene que x2 = u2 + b2 y usando la igualdad anterior se ve que x2 = ab + b2.
	Del teorema de Pitágoras en el triángulo DAF se sabe que DF2 = u2 + a2.
	Luego,
	=  .
	Problema #3.26. Desde un punto cualquiera E del lado
	AD del rombo ABCD se traza la perpendicular a BC
	hasta cortar a AC, BD y BC en los puntos F, G y H.
	Sea O el corte de la diagonales AC y BD y sea J la
	proyección de O sobre AB hasta cortar a EH en el
	punto K. Si KJ = a, GH = b y EF = c, pruebe que
	Solución:
	Trace las proyecciones P y Q de F y G sobre AB.
	Como EH es perpendicular a BC y BC es paralela
	a AD se tiene que EH es perpendicular a AD. Ya
	que F está en la bisectriz AC del ángulo A del rombo
	se tiene que
	AP = FE = c (A)
	Como G está en la bisectriz BD del ángulo B del rombo se tiene que
	GQ = GH =b (B)
	(KOG = (JOB es igual al ángulo QGB por ser ángulos correspondientes entre las paralelas OJ y GQ cortadas por la transversal BD. Además, ÓGK = (HGB por ser ángulos opuestos por el vértice. Pero, (HGB = (QGB y así (OGK = (QGB. El triángulo OKG es isósce...
	OK = KG (C)
	De manera análoga se muestra que
	OK = KF (D)
	El triángulo FOG es rectángulo y K equidista de sus vértices. Luego, K es el punto medio de FG. Por ende, J que es la proyección de K será el punto medio de PQ cuyos extremos son las proyecciones de F y G. Entonces FPQG es un trapecio y KJ es su base ...
	Problema #3.27.  Sea T un punto interior a un cuadrado ABCD tal que S = [ABCD],
	Pruebe que [ATD] + [BTC] = [CTD] + [ATB] =
	Solución:
	Trace por T las paralelas a los lados AB y AD hasta cortar en U, V y P, Q. Así,2 [ATD] + 2 [BTC] = [APQD]+ [PBCQ] = [ABCD] = S. Bastará dividir por 2. Análogamente, 2[CTD] + 2[ÀTB] = [UVCD] + [ABVU]. Bastará dividir por 2.
	Problema #3.28.  Si O es un punto en el interior de un cuadrilátero
	ABCD tal que OA2 + OB2 + OC2 + OD2 = 2[ABCD], entonces
	ABCD es un cuadrado y O es su centro.
	P
	Ejercicios #3.
	126.  Sea ABCD un cuadrilátero con sus diagonales AC y BD perpendiculares y que se cortan en E. Los pies de las perpendiculares a los lados AB, BC, CD y DA son M, H, G y F. Pruebe que las rectas FG y H se cortan en la recta AC.
	127.. En la figura se han construido los triángulos equiláteros APC,
	BCP y ASB sobre los lados AC, BC y AB del triángulo ABC.
	Pruebe que PCQS es un paralelogramo.
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	Teorema 4.6.  Los segmentos tangentes a una circunferencia desde un punto exterior son iguales, y la recta que pasa por el punto exterior y el centro de la circunferencia es bisectriz del ángulo que forman las dos tangentes.
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	Caso 2
	Solución:
	Teorema 4.16. El ángulo exterior  a una circunferencia es igual a la semidiferencia de las medidas de los arcos formados por sus lados.
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