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Cap��tulo 1Coneptos y teoremas b�asios
1.1. �Angulos entre paralelas.Consideremos un par de l��neas paralelas (` y m) en el plano. Ahora, supongamosque una l��nea orta a l y m y observemos los �angulos que �esta forma on ellas.Los �angulos mantienen las siguientes relaiones:

b

b

54 31 2m̀
(a) ℄1 = ℄2 y se llaman �angulos opuestos por el v�ertie,



2 Coneptos y teoremas b�asios(b) ℄1 = ℄3 y se llaman �angulos alternos internos,() ℄1 = ℄4 y se llaman �angulos orrespondientes,(d) ℄2 = ℄4 y se llaman �angulos alternos externos.Adem�as, tenemos que ℄4 + ℄5 = 180Æ y deimos que ℄4 y ℄5 son suplemen-tarios. Aprovehando estas relaiones de �angulos podemos demostrar (justi�armediante argumentos v�alidos) el siguiente teorema b�asio:Teorema 1.1.1 La suma de los �angulos internos de un tri�angulo es 180Æ:Demostrai�on. Se traza un l��nea `; paralela aBC; por el v�ertie A: De esta maneraobtenemos las igualdades de �angulos marados en la �gura. Como sabemos queun �angulo llano mide 180Æ; tenemos que � + � + � = 180Æ. �A
B

�
C� �

`� �
Ejemplo 1.1.1 En el tri�angulo 4ABC, ℄CAB + ℄ABC = 110Æ, y D es unpunto sobre el segmento AB tal que CD = CB y ℄DCA = 10Æ. Calula elvalor del �angulo ℄CAB:

AB
C

D10Æ



1.1 �Angulos entre paralelas. 3Solui�on. La suma de los �angulos interiores del tri�angulo 4ABC es 180Æ. Como℄A+ ℄B = 110Æ, entones ℄BCA debe ser 70Æ. Si ℄DCA = 10Æ, ℄BCD =70Æ � 10Æ = 60Æ. Adem�as, el tri�angulo 4BCD es is�oseles, on CD = CB,de modo que ℄DBC = ℄CDB. Ahora, la suma de los �angulos interiores deltri�angulo BCD es 180Æ, de donde ℄DBC = ℄CDB = 60Æ. Por �ultimo, en eltri�angulo 4ACD, el �angulo exterior ℄CDB es la suma de los �angulos interioresopuestos ℄A y ℄DCA. Por lo tanto, ℄A = ℄CDB�℄DCA = 60Æ�10Æ = 50Æ.
AB

C
D10Æ60Æ

Ejemplo 1.1.2 En la siguiente �gura, >u�anto vale la suma de los �angulos a,b, , d y e? ab de
Solui�on. Considerando el tri�angulo 4ABC obtenemos que a+ + f + g+ d =180Æ, pero de los tri�angulos 4BCD y 4FED obtenemos que f + g = b + e.Por lo tanto, a+ b+ + d+ e = 180Æ.ab def g

A
B CDE F



4 Coneptos y teoremas b�asios1.1.1. ProblemasProblema 1.1 Enuentra u�anto vale el �angulo exterior � en la siguiente �gurasi son onoidos los �angulos � = 62Æ y � = 71Æ:A
B � C� �Problema 1.2 Enuentra u�anto vale el �angulo x en la siguiente �gura.140Æ

140Æ 140Æx
A

B CP
Problema 1.3 En la �gura, los tri�angulos 4PAB y 4PCD son id�entios. Siel �angulo ℄APC = 67Æ y el �angulo ℄CPD = 38Æ, >u�anto mide el �angulo℄BPC? PA B C D



1.2 �Angulos en irunferenias 5Problema 1.4 Enuentra u�anto vale la suma de los �angulos internos de unpol��gono onvexo 1 de n v�erties.Problema 1.5 El trapeio is�oseles ABCD es tal que AD = AB = BC = 1y DC = 2, donde AB es paralelo a DC. >Cu�anto mide el �angulo ℄CAD?ABC D1.2. �Angulos en irunfereniasDado un �angulo y una irunferenia, podemos alular el valor de este �angulodependiendo de los aros que interseta en �esta. La forma de alular el �angulodepender�a del lugar donde se enuentre el v�ertie y de la forma en que sus ladosinterseten la irunferenia. Veamos ada uno de ellos y la manera de alularlos:De�nii�on 1.2.1 Un �angulo entral es el que tiene su v�ertie en el entro deun ��rulo y su valor es igual al aro que interseta medido en radianes 2, es deir� =dAB: 3 A
BO �

1Una �gura se die que es onvexa, si para ualesquiera dos puntos en ella, el segmentoque los une est�a totalmente ontenido en la �gura.2Un radi�an es la medida de un �angulo entral que interseta un aro equivalente a un radiode la irunferenia.3Con dXY denotamos al aro de la irunferenia entre los puntos X y Y .



6 Coneptos y teoremas b�asiosDe�nii�on 1.2.2 Un �angulo insrito es el que tiene su v�ertie sobre la irun-ferenia y los lados que lo forman son uerdas de la irunferenia. Su valor esigual a la mitad del aro que interseta, es deir � =dAB=2:A
BC �

De�nii�on 1.2.3 Un �angulo semi-insrito es el que tiene su v�ertie sobre lairunferenia y est�a formado por una l��nea tangente y una seante. Su valor esigual a la mitad del aro que interseta, es deir � =dAB=2:A
B�Teorema 1.2.1 El valor de un �angulo insrito es igual a la mitad del �anguloentral que interseta el mismo aro.Demostrai�on. Probaremos esto para el aso uando uno de los lados del �angulooinide on un di�ametro: A

B
C O� ��

En la �gura anterior, sean CB un di�ametro, ℄ACB = � (�angulo insrito)y ℄AOB = � (�angulo entral). Debemos probar que � = �2 . Observemos que



1.2 �Angulos en irunferenias 7tanto OA omo OC son radios de la irunferenia, entones el tri�angulo ℄AOCes is�oseles, esto es ℄ACO = ℄CAO = �. Sabemos que ℄AOB = ℄ACO +℄CAO = � + � = �, por lo tanto � = 2�. �Ahora, faltar��a demostrar lo anterior para los asos mostrados en las siguientes�guras. Esto puede haerse f�ailmente utilizando el aso que ya hemos probado,pero esto se deja omo ejeriio.A
BC O �� A

B
CO ��

Sin embargo, el v�ertie de un �angulo no siempre est�a en alguna de las posiionesantes menionadas, por lo que debemos enontrar una forma de alular la medidade un �angulo uyo v�ertie est�e dentro o fuera del ��rulo en uesti�on.Teorema 1.2.2 La magnitud del �angulo entre dos l��neas que se ortan dentrode un ��rulo es equivalente a la semisuma de los aros que ortan dihas l��neas.Es deir � = dAB +dCD2 :Demostrai�on. Trazamos el segmento CB y de esta manera obtenemos el tri�angu-lo 4PCB. Como � = � + � tenemos� = dAB2 + dCD2 = dAB +dCD2 : �ABC D P �� �



8 Coneptos y teoremas b�asiosTeorema 1.2.3 La magnitud del �angulo entre dos l��neas que se ortan fuerade un ��rulo es igual a la semidiferenia de los aros que ortan dihas l��neas.Es deir � = dAB �dCD2 :Demostrai�on. Se traza el segmento DB, form�andose as�� el tri�angulo 4PDB.Como � = � + �, tenemos que � = � � �, entones� = dAB2 � dCD2 = dAB �dCD2 : �A
BCDP � ��

Ahora, veremos un ejemplo en el ual se mostrar�a la utilidad de los anterioresteoremas.Ejemplo 1.2.1 Las irunferenias C1 y C2 se intersetan en los puntos A y B.Se traza una reta l que orta a C1 en C yD, y a C2 enM yN , de tal manera queA y B quedan en distintos lados de l. Demuestra que ℄CAN+℄MBD = 180Æ.A
B

C DM N
C1 C2

� �� ��



1.2 �Angulos en irunferenias 9Demostrai�on. Una reomendai�on muy �util uando tenemos dos irunfereniasque se ortan en dos puntos es trazar la uerda om�un. Trazamos entones AB:Tenemos que ℄ABD = ℄ACD = �; ya que ambos son �angulos insritos en C1los uales intersetan el arodAD: De la misma manera, ℄ABM = ℄ANM = �;ya que ambos son �angulos insritos en C2: Por otro lado, si haemos ℄CAN = �;en el tri�angulo 4ACN tenemos que � + � + � = 180Æ: �Ejemplo 1.2.2 Demuestra que el radio trazado haia el punto de tangenia esperpendiular a la tangente.Demostrai�on. Sea A un punto sobre la irunferenia � y OA el radio trazadohaia �este. Por el punto A trazamos la reta ` perpendiular a OA: Claramente` es tangente a �: En aso ontrario, supongamos que ` interseta a �; adem�asde en A; en otro punto B: Como OB tambi�en es radio, tenemos que el tri�angulo4OAB es is�oseles, de lo ual tenemos que ℄ABO = ℄BAO = 90Æ: Clara-mente esto es una ontradii�on, ya que entones la suma de los �angulos deltri�angulo 4OAB ser��a mayor que 180Æ: Por lo tanto, la reta ` es tangente a lairunferenia en el punto A. �
b

b bOA B
Ejemplo 1.2.3 Sea ABCD un uadril�atero el ual tiene sus uatro v�ertiessobre una irunferenia. Las l��neas AB y DC se intersetan en un punto Q ylas l��neas DA y CB se intersetan en un punto P . Demuestra que las l��neas quebisetan los �angulos ℄DPC y ℄AQD son mutuamente perpendiulares.Demostrai�on. SeaH el punto de intersei�on de las dos bisetries menionadas.Sean Y yX los puntos donde la bisetriz del ℄AQD interseta a la irunfereniay sean E y F los puntos donde esta bisetriz interseta a los lados AB y BC.Probar que ℄PHQ = 90Æ es equivalente a probar que el tri�angulo 4PEF es



10 Coneptos y teoremas b�asiosis�oseles. Para probar esto utilizaremos una t�enia que resulta muy �util al resolverproblemas y a la ual denominaremos ir haia atr�as. La idea es suponer v�alido elresultado que queremos demostrar e ir observando que otros resultados tambi�enser��an v�alidos. Se hae esto hasta que lleguemos a un resultado el ual sea f�ailde demostrar o sea onoido por nosotros de alguna manera. Una vez heho estotratamos de regresarnos siguiendo los pasos en orden inverso. Apliando estat�enia al problema tenemos lo siguiente:4PEF is�oseles =) ℄PEF = ℄PFE =)dDY+dAB+dBX =dY A+dAB+dXC=) dDY + dBX = dY A + dXC =) dDY �dXC = dY A � dBX: Esto �ultimo esierto debido a que QY es la bisetriz del �angulo ℄AQD. El regreso se lleva aabo sin di�ultad alguna en este aso. �
A B

CD E FH XY
P

Q1.2.1. ProblemasProblema 1.6 Demuestra que dos l��neas paralelas ualesquiera que intersetanuna irunferenia, ortan aros iguales entre ellas.Problema 1.7 Demuestra que el valor de un �angulo semi-insrito es igual alvalor de un �angulo insrito que intersete el mismo aro.Problema 1.8 Una irunferenia ha sido dividida arbitrariamente en uatro



1.2 �Angulos en irunferenias 11partes, y los puntos medios de los aros obtenidos se han unido on segmentosde retas. Demuestra que entre estos segmentos dos ser�an perpendiulares entres��.Problema 1.9 En la siguiente �gura PA y PB son tangentes a la irunferen-ia. Demuestra que PA = PB. A
B PProblema 1.10 Dos irunferenias son tangentes exteriormente en un puntoA. BC es una tangente om�un externa. Demuestra que ℄BAC = 90Æ:Problema 1.11 A una irunferenia se le han trazado dos l��neas tangentesparalelas las uales la toan en los puntos M y N . Se traza una terer tangentela ual orta a las tangentes anteriores en los puntos K y L. Sea O el entro dela irunferenia. Demuestra que ℄KOL = 90Æ:Problema 1.12 Uno de los lados de un tri�angulo insrito en una irunfereniaoinide on un di�ametro. Demuestra que el tri�angulo es un tri�angulo ret�angulo.Problema 1.13 Demuestra que la raz�on entre la longitud del lado de untri�angulo y el seno del �angulo opuesto es igual al di�ametro de la irunferen-ia irunsrita al tri�angulo. 4Problema 1.14 Dos irunferenias se intersetan en los puntos A y B omo semuestra en la �gura. Se esoge un punto arbitrario C en la primer irunfereniay se trazan los rayos CA y CB, los uales intersetan la segunda irunfereniade nuevo en los puntos D y E, respetivamente. Demuestra que la longitud delsegmento DE no depende de la elei�on del punto C:4Con esto hemos probado que aSenA = bSenB = SenC = 2R, la ual es onoida omo laLey de Senos.



12 Coneptos y teoremas b�asios
A BC

D EProblema 1.15 Dos irunferenias de entros O1 y O2 se intersetan en lospuntos A y B, omo se muestra en la �gura. La l��nea CD es tangente a ambasirunferenias. Demuestra que℄CAD = 12℄O1AO2:
b

b

b

b

ABO1 O2C D1.3. El Teorema de TalesTeorema 1.3.1 Si una l��nea transversal orta a tres paralelas y los segmentosque quedan entre �estas se dividen en la raz�on m : n, entones ualquier otratransversal que orte a estas paralelas tambi�en quedar�a dividida en la raz�onm : n.Por ejemplo, sean p, q, r, tres retas paralelas. Si una l��nea ` orta a las retasen los puntos A, B y C, de manera tal que AB : BC = 2 : 1, y otra l��nea t ortaa las retas paralelas en D, E y F , tambi�en tendremos que DE : EF = 2 : 1.



1.3 El Teorema de Tales 13
b

b

b

b

b

b

A CBDF Epqr
`t

El re��proo del teorema de Tales es v�alido uando es apliado a dos segmentosque omparten un extremo. Por ejemplo, si dos segmentos AB y AC est�anompartiendo un v�ertie A, el segmento que une los puntos medios de estos esparalelo al segmento que une los otros dos extremos. Es deir, sean D y E lospuntos medios de AB y AC; respetivamente; omo ADDB = AEEC entones por elre��proo del tenemos que DE es paralelo a BC:A
B CD E

Sin embargo, debemos tener uidado uando los segmentos no omparten unextremo. Por ejemplo, en la siguiente �gura D y E son los puntos medios deA0B y AC; respetivamente, y sin embargo DE no es paralelo ni a BC ni aA0A: A0 A
B CD E



14 Coneptos y teoremas b�asiosEjemplo 1.3.1 Sean F , G, H e I los puntos medios de los lados AB, BC,CD y DA, respetivamente. Demuestra que el uadril�atero FGHI es un para-lelogramo 5.Solui�on. Traemos la diagonal BD. Como F e I son los puntos medios de ABy AD respetivamente, tenemos que FI es paralelo a BD; tambi�en, omo Gy H son los puntos medios de BC y CD, entones GH es paralelo a BD. Deaqu�� tenemos que FI es paralelo a GH. An�alogamente, podemos demostrar queFG es paralelo a IH. Como el uadril�atero FGHI tiene sus dos pares de ladosopuestos paralelos, entones es un paralelogramo.A D
B CF HG

I
Ejemplo 1.3.2 En la siguiente �gura, BE y AD son alturas del 4ABC lasuales se intersetan en un punto H. Sean F , G y K los puntos medios delos segmentos AH, AB, y BC, respetivamente. Demuestra que ℄FGK es un�angulo reto.

b

b

b

b

A
B CD

EFG KH
Demostrai�on. Dado que G es el punto medio de AB y F el punto medio deAH; por el Teorema de Tales tenemos que GF es paralelo a BH: An�alogamente,5Un paralelogramo es un uadril�atero en el que ada par de lados opuestos son paralelos yde la misma longitud.



1.3 El Teorema de Tales 15se prueba que GK es paralelo a AC: Por otro lado, omo el �angulo entre BH yAC es 90Æ; tambi�en tenemos que el �angulo entre GF y GK es 90Æ: �1.3.1. ProblemasProblema 1.16 En la siguiente �gura los segmentos a, b,  y d son paralelosy dividen al lado BC en 4 segmentos iguales. Si a = 10, enuentra la sumaa+ b+ + d. a b  d
A

B CProblema 1.17 Sea ABCD un paralelogramo en el que L y M son puntosmedios de AB y CD, respetivamente. Demuestra que los segmentos LC y AMdividen la diagonal BD en tres segmentos iguales.Problema 1.18 Demuestra que las diagonales en un paralelogramo se ortanen su punto medio.Problema 1.19 Sea AM la mediana trazada haia el lado BC de un tri�angulo4ABC. Prolongamos AM m�as all�a del punto M y tomamos un punto N de talmanera que AN es el doble de AM . Demuestra que el uadril�atero ABNC esun paralelogramo.Problema 1.20 Demuestra que el segmento de l��nea, que une los puntos mediosde dos lados opuestos de un uadril�atero, biseta el segmento de l��nea que unelos puntos medios de las diagonales.



16 Coneptos y teoremas b�asiosProblema 1.21 En un paralelogramo ABCD se esogen los puntos E y Fsobre la diagonal AC de manera que AE = FC. Si BE se extiende hastaintersetar AD en H, y BF se extiende hasta intersetar DC en G; demuestraque HG es paralelo a AC.Problema 1.22 AM es la mediana haia el lado BC de un tri�angulo 4ABC.Se toma un punto P sobre AM . BP se extiende hasta intersetar AC en E, yCP se extiende hasta intersetar AB en D. Demuestra que DE es paralelo aBC.Problema 1.23 Sobre los lados AB y AC de un tri�angulo 4ABC se ons-truyen haia afuera los uadrados ABNM y CAPQ. Sea D el punto medio dellado BC. Demuestra que PM = 2 � AD.1.4. Tri�angulos semejantesEn esta sei�on analizaremos el onepto de semejanza de tri�angulos. Enseguidadaremos una de�nii�on, que aunque no es formal, nos da la idea intuitiva de esteonepto.De�nii�on 1.4.1 Se die que dos tri�angulos son semejantes si tienen la mismaforma (aunque no neesariamente el mismo tama~no), es deir, si tienen sus tres�angulos iguales.Por ejemplo, los tri�angulos 4ABC y 4A0B0C 0 son semejantes:AB C
A0

B0 C 080Æ 80Æ70Æ 70Æ30Æ 30Æ



1.4 Tri�angulos semejantes 17Si nosotros movemos el tri�angulo 4ABC hasta que el v�ertie A onida on elv�ertie A0, y adem�as lo haemos de tal manera que el ladoAB quede exatamenteenima del lado A0B0, tendremos la siguiente �gura:A0; A
B0 C 0

80Æ70ÆB C70Æ 30Æ 30ÆAqu�� podemos observar que los lados BC y B0C 0 son paralelos, y de manerainversa, si nosotros trazamos una l��nea paralela a uno de los lados de un tri�angulode manera que �esta orte a los dos lados restantes, entones esta l��nea paralelaortar�a un tri�angulo semejante al tri�angulo original.A
B CM N

Utilizando lo anterior y el teorema de Tales , tenemos las siguiente propori�on:BMMA = CNNA;sumando 1 en ambos lados tenemosBMMA + 1 = CNNA + 1 =) BM +MAMA = CN +NANA =) ABAM = ACAN :Si trazamos una paralela a AB la ual pase por el punto N , tendremos el para-lelogramo MNPB:



18 Coneptos y teoremas b�asiosA
B CM NPUtilizando nuevamente el teorema de Tales tenemos queCPPB = CNNA .Nuevamente sumamos 1 en ambos lados y obtenemos queCBPB = CANA;pero omo PB = NM tenemos queBCMN = ACAN .Juntando los resultados anteriores tenemos queABAM = BCMN = ACAN ;es deir, si dos tri�angulos son semejantes entones sus lados son proporionales.Veamos el siguiente ejemplo:Ejemplo 1.4.1 Tenemos dos tri�angulos semejantes 4ABC y 4MNP: Sabe-mos que sus lados son iguales a los valores marados en la siguiente �gura,enuentra u�anto vale x. AB C MN P2 34 84 x



1.4 Tri�angulos semejantes 19Solui�on. Como tenemos que los lados de ambos tri�angulos son proporionales,entones: x3 = 84on esto llegamos a que el valor de x es 6.Ejemplo 1.4.2 En la siguiente �gura, ABCD es un paralelogramo. Sobre loslados AB y AD se dibujan los tri�angulos equil�ateros 4ABF y 4ADE, respe-tivamente. Demuestra que el tri�angulo 4FCE es equil�atero.
AB C DF

E
Solui�on. Cuando dos tri�angulos, adem�as de ser semejantes, tienen las longitudesde sus lados iguales se die que son ongruentes. En la �gura anterior, tenemosque ℄FAE + 120Æ + ℄BAD = 360Æ, entones ℄FAE = 240Æ � ℄BAD =180Æ�℄BAD+60Æ: Como ℄FBC = 180Æ�℄BAD+60Æ; entones ℄FAE =℄FBC. Adem�as, tenemos que FA = FB y AE = BC, esto implia que eltri�angulo 4FAE es ongruente al tri�angulo 4FBC y por lo tanto FE = FC.De manera an�aloga podemos demostrar que EC = FE y as�� onluimos que eltri�angulo 4FEC es equil�atero.Ejemplo 1.4.3 Sea Z un punto sobre el lado AB de un tri�angulo4ABC. Unal��nea a trav�es de A paralela a CZ interseta a BC en X. Una l��nea a trav�es deB paralela a CZ interseta a AC en Y . Demuestra que1CZ = 1AX + 1BY :



20 Coneptos y teoremas b�asios
C

A B
X Y

ZDemostrai�on. Primero reesribimos la expresi�on que queremos demostrar omo1 = CZAX + CZBY :Tenemos que el tri�angulo4BCZ es semejante al tri�angulo4BXA; de aqu�� ob-tenemos CZAX = BZAB :De manera an�aloga, de la semejanza entre los tri�angulos 4ACZ y 4AYB,tenemos que CZBY = AZAB :Sumando estas dos expresiones que hemos obtenido tenemos queCZAX + CZBY = BZAB + AZAB = AZ + ZBAB = ABAB = 1: �Ejemplo 1.4.4 Dado un tri�angulo 4ABC; sea l una l��nea que pasa por elv�ertie A la ual divide el �angulo ℄BAC en dos partes iguales. Sean P y Q lasproyeiones desde B y C sobre l, y sea D un punto sobre la l��nea BC de talmanera que DA es perpendiular a l. Demuestra que AD, BQ y CP onurren.
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C

A
B DQ P S

Demostrai�on. Sea S el punto donde la l��nea BQ interseta a AD. Como AD;CQ y BP son paralelas, tenemos queSQSB = AQAP :Adem�as, omo los tri�angulos 4ABP y 4ACQ son semejantes, tenemos queQCBP = AQAP ;de aqu�� obtenemos que los tri�angulos 4SQC y 4SBP son semejantes y om-parten el v�ertie S, por lo tanto, P , C y S son olineales. �En el siguiente ejemplo podemos observar omo la geometr��a y el algebra, enoasiones, se mezlan en armon��a para dar omo resultado demostraiones ongran belleza.Ejemplo 1.4.5 Expresa el lado de un de�agono regular en funi�on del radio dela irunferenia irunsrita a �este.Solui�on. Sean AB = x uno de los lados del de�agono, O el entro de la irun-ferenia y R el radio de �esta. Sea C un punto sobre el lado OB de tal maneraque ℄OAC = ℄CAB = 36Æ: De esta manera, obtenemos el tri�angulo 4CAB;el ual es semejante al tri�angulo4OAB: Utilizando la propori�on entre los ladostenemos: xR = R� xx :



22 Coneptos y teoremas b�asiosEsto da lugar a la siguiente euai�on (aqu�� se aab�o la geometr��a y le toa elturno al algebra): x2 +Rx�R2 = 0;la ual tiene omo ra��es a R�p5�12 � y �R�p5+12 �: Claramente, la segunda nopuede ser solui�on de nuestro problema, ya que no existen longitudes negativas.Por lo tanto, la solui�on es R�p5�12 �:
R A

BCO R� xx xx36Æ 36Æ36Æ72Æ 72ÆHasta este momento, podr��a quedarnos la idea de que un problema posee s�olouna solui�on y se neesita de muha suerte para enontrarla. Normalmente estono es ierto, omo podemos apreiarlo en el siguiente ejemplo para el ual damostres soluiones (esenialmente) distintas:Ejemplo 1.4.6 Sea ABC un tri�angulo tal que AB > AC > BC. Sea D unpunto sobre el lado AB de tal manera que CD = BC, y sea M el punto mediodel lado AC. Demuestra que BD = AC si y s�olo si ℄BAC = 2℄ABM .Primera Solui�on. Sea ℄BAC = 2�: Prolongamos el segmento BM hasta unpunto B0 tal que BM = MB0. De este modo obtenemos que el uadril�ateroAB0CB es un paralelogramo, de donde se sigue que B0C = AB. Tambi�en sabe-mos que DC = BC = AB0; entones el uadril�atero ADCB0 es un trapeiois�oseles. De aqu�� se sigue que DB0 = AC: Con estas tres igualdades de seg-mentos obtenemos que el tri�angulo B0CD es ongruente al tri�angulo ABC: Sesigue que ℄DB0C = 2�: Entones se umple que BD = DB0 = AC si y s�olosi ℄DB0B = ℄DBB0, lo ual es ierto si y s�olo si ℄DB0B = ℄BB0C = �: Esdeir, BD = AC si y s�olo si ℄BAC = 2℄ABM: �
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b b

b b

b

b
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A B0
B C

D M2�
�

��
Segunda Solui�on. Traemos primero la altura CF desde C. Sean 2� = ℄BAC;� = ℄ABM y � = ℄FMB. Como el tri�angulo4CFA es un tri�angulo ret�angu-lo, tenemos que FM = AC=2; adem�as, tambi�en tenemos que ℄MFA = 2�:Por otro lado, omo el �angulo ℄MFA es exterior al tri�angulo 4MFB tenemosque �+� = 2�: De todo esto obtenemos que BD = AC si y s�olo si BF = FM ,que a su vez es ierto si y s�olo si � = �; es deir, si y s�olo si � = �: �

b b

b

b

b

b

b

A
B C

D MF 2�
� �2�

Terera Solui�on. Sea C 0 el punto donde la paralela a MB por A interseta a lal��nea BC, y sea D0 el punto sobre el lado AB tal que AD0 = BD. Observemosque C 0B = BC = CD y que BD0 = AD, adem�as, omo el tri�angulo BCD esis�oseles tenemos que ℄C 0BD0 = ℄ADC. Con esto, obtenemos que el tri�anguloC 0BD0 es ongruente al tri�angulo CDA, de donde se sigue que C 0D0 = AC.Denotemos por 2� a los �angulos ℄DAC y ℄C 0D0B.
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b b
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D
D0 M2�

2�Supongamos primero que BD = AC, es deir, AD0 = AC. Entones, C 0D0 =AD0 y de aqu�� obtenemos que ℄AC 0D0 = ℄C 0AD0, adem�as, omo ℄AC 0D0 +℄C 0AD0 = ℄C 0D0B = 2� obtenemos que ℄C 0AD0 = �. Como C 0A y BM sonparalelas, onluimos que ℄ABM = ℄C 0AD0 = �.Ahora, supongamos que ℄ABM = �, entones se sigue que ℄C 0AD0 = �.Como ℄AC 0D0 + ℄C 0AD0 = ℄AC 0D0 + � = ℄C 0D0B = 2�, te-nemos que℄AC 0D0 = �, es deir, el tri�angulo AC 0D0 es is�oseles. De aqu�� obtenemos queAD0 = C 0D0 = AC, y omo AD0 = BD, onluimos que BD = AC. �1.4.1. ProblemasProblema 1.24 Demuestra que la reta que une los puntos medios de los ladosparalelos de un trapeio pasa por el punto de intersei�on de las diagonales.Problema 1.25 En un tri�angulo 4ABC, sobre el lado BC se toma un puntoD de tal manera que ℄BAD = ℄ACB: Demuestra que AB2 = BD � BC:Problema 1.26 En un tri�angulo4ABC, la altura CE es extendida hasta G detal manera que EG = AF , donde AF es la altura trazada haia BC. Una l��neaa trav�es de G y paralela a AB interseta CB en H. Demuestra que HB = AB.Problema 1.27 Dos irunferenias se intersetan en los puntos A y B. Por elpunto A se han trazado los segmentos AC y AD, ada uno de los uales, siendo



1.4 Tri�angulos semejantes 25uerda de una irunferenia, es tangente a la segunda irunferenia. Demuestraque AC2 � BD = AD2 � BC.Problema 1.28 En un trapeio ABCD (AB paralelo a DC) sea AB = ay DC = b. Sean M , N , P y Q los puntos medios de AD, BD, AC y BCrespetivamente. Demuestra que(a) MQ = a+b2(b) NP = ja�bj2Problema 1.29 En un trapeio ABCD (AB paralelo a DC) sea AB = ay DC = b. Sabemos que ℄ADC + ℄BCD = 90Æ: Sean M , y N los puntosmedios de AB y DC: Demuestra queMN = b� a2 :Problema 1.30 En un trapeio ABCD (AB paralelo a DC), las diagonales seintersetan en P , AM es una mediana del tri�angulo 4ADC, la ual intersetaBD en E. A trav�es de E, se traza una l��nea paralela a DC la ual orta aAD, AC y BC en los puntos H, F y G, respetivamente. Demuestra queHE = EF = FG.Problema 1.31 Demuestra que las retas que unen los entros de los uadra-dos, onstruidos exteriormente sobre los lados de un paralelogramo, forman tam-bi�en un uadrado.Problema 1.32 En un uadril�atero ABCD. Sobre las retas AC y BD setoman los puntos K y M de manera que BK es paralelo a AD y AM esparalelo a BC. Demuestra que KM es paralelo a CD:Problema 1.33 Sea M el punto medio de la base AC de un tri�angulo is�oseles4ABC. H es un punto en BC tal que MH es perpendiular a BC. P es elpunto medio del segmento MH. Demuestra que AH es perpendiular a BP .



26 Coneptos y teoremas b�asiosProblema 1.34 Se da un tri�angulo 4ABC: En la reta que pasa por el v�ertieA y es perpendiular al lado BC, se toman dos puntos A1 y A2 de modo queAA1 = AA2 = BC (A1 es m�as pr�oximo a la reta BC que A2). De maneraan�aloga, en la reta perpendiular a AC, que pasa por B, se toman los puntosB1 y B2 de modo que BB1 = BB2 = AC. Demuestra que los segmentos A1B2y A2B1 son iguales y mutuamente perpendiulares.Problema 1.35 Por el punto de intersei�on de las diagonales de un uadril�ateroABCD se traza una reta que orta a AB en el punto M y a CD en el puntoN . Por M y N se trazan las retas paralelas a CD y AB, respetivamente, queortan a AC y a BD en los puntos E y F . Demuestra que BE es paralelo aCF .Problema 1.36 Sea E un punto arbitrario sobre el lado AC del tri�angulo4ABC. Por el v�ertie B traemos una reta arbitraria l. Por E, se traza unareta paralela a BC la ual orta l en el punto N . Tambi�en por E, se trazauna reta paralela a AB la ual orta l en el punto M . Demuestra que AN esparalelo a CM .Problema 1.37 Sea 4ABC un tri�angulo equil�atero y sea � el semi��rulo quetiene a BC omo di�ametro y que es exterior al tri�angulo. Mostrar que si unal��nea que pasa por A triseta a BC, entones tambi�en triseta al aro �.1.5. Cuadril�ateros ��lios.Un heho muy onoido en geometr��a es que por ualesquiera tres puntos noalineados pasa exatamente una irunferenia. >Pero qu�e podemos deir si on-sideramos uatro puntos en lugar de tres? Como es de esperarse, no siempreexistir�a una irunferenia que pase por los uatro puntos dados. Por ejemplo,onsideremos la irunferenia que pasa por tres puntos dados (la ual es �unia),A;B;C; y agreguemos un uarto punto, D, el ual no est�e sobre la irunferen-ia. Claramente, no existe una irunferenia que pase por estos uatro puntos,ya que en partiular pasar��a por A;B;C; y por la manera en que esogimos a D;�esta no puede pasar por D: De aqu�� vemos que los uadril�ateros que posean una



1.5 Cuadril�ateros ��lios. 27irunferenia que pase por sus v�erties deben ser en ierta forma espeiales. Atales uadril�ateros se les aostumbra llamar uadril�ateros ��lios.De�nii�on 1.5.1 Un uadril�atero que est�a insrito en una irunferenia, esdeir, sus uatro v�erties est�an sobre una misma irunferenia se die que es unuadril�atero ��lio.Es f�ail ver que dos �angulos opuestos de un uadril�atero ��lio suman 180Æ;m�as a�un, para que un uadril�atero sea ��lio es su�iente on veri�ar que dos�angulos opuestos sumen 180Æ: Tenemos entones el siguiente:Teorema 1.5.1 Un uadril�atero es ��lio si y s�olo si la suma de dos �angulosopuestos es igual a 180Æ:Demostrai�on. Para probar esto, primero vamos a suponer que el uadril�ateroABCD es ��lio. Tenemos que el ℄DAB = dBD2 y ℄BCD = dDB2 , y omodBD + dDB = 360Æ (midiendo los �angulos en grados) tenemos que ℄DAB +℄BCD = � + � = 180Æ: A
B C

D�
�Ahora supongamos que ℄DAB +℄BCD = �+ � = 180Æ. Traemos la irun-ferenia que pasa por los v�erties D;A y B y supongamos que �esta no pasa porel v�ertie C. Prolonguemos DC hasta que intersete a la irunferenia en C 0.Como el uadril�atero ABC 0D es ��lio tenemos que ℄DAB+℄BC 0D = 180Æ,esto quiere deir que ℄BC 0D = ℄BCD = � y entones DC ser��a paraleloa DC 0, lo ual es una ontradii�on ya que l��neas paralelas no se intersetan.Entones C oinide on C 0 y por lo tanto el uadril�atero ABCD es ��lio. �



28 Coneptos y teoremas b�asiosA
B C 0C

D�
��Ahora vamos a haer un ejemplo donde utiliemos el teorema anterior:Ejemplo 1.5.1 Las irunferenias C1 y C2 se intersetan en los puntos A yB. Por el punto A se traza una reta que orta a las irunferenias C1 y C2 enlos puntos C y D, respetivamente. Por los puntos C y D se trazan tangentesa las irunferenias, las uales se intersetan en el punto M . Demuestra que eluadril�atero MCBD es ��lio.

A
B

C DM
� �

�
C1 C2

��
Solui�on. Queremos probar que ℄CMD + ℄DBC = 180Æ. Traemos la uerdaom�un AB. Tenemos que ℄MCA = ℄CBA = � ya que uno es �angulo semi-insrito y el otro es �angulo insrito, ambos en la irunferenia C1. An�alogamentese demuestra que ℄MDA = ℄DBA = � (en C2). Tenemos que � + � + � =180Æ; por ser los �angulos internos del tri�angulo 4MCD, pero omo ℄CBD =� + � tenemos que ℄CMD + ℄DBC = 180Æ. �



1.5 Cuadril�ateros ��lios. 29Ejemplo 1.5.2 Sea BC el di�ametro de un semi��rulo y sea A el punto mediodel semi��rulo. Sea M un punto sobre el segmento AC: Sean P y Q los piesde las perpendiulares desde A y C a la l��nea BM , respetivamente. Demuestraque BP = PQ+QC.Solui�on. Consideremos el punto D sobre el rayo BP de tal manera que QD =QC, entones PD = PQ + QD = PQ + QC. Bastar�a entones probar que Pes el punto medio de BD. Primero, tenemos que Q y M oiniden, entones℄QDC = ℄QCD = 45Æ, y omo O es el punto medio de BC ahora tendremosque demostrar que OP es paralelo a DC. Para esto, bastar�a demostrar que℄BPO = 45Æ: Como AO ? BC y ℄APB = 90Æ tenemos que APOB es��lio y de aqu�� que ℄BPO = ℄BAO = 45Æ; por lo tanto BP = PQ + QC.� A
B C

DM;QPO
45Æ45Æ 45Æ

45ÆAunque el siguiente ejemplo ya fu�e demostrado en la sei�on anterior, damos unademostrai�on m�as utilizando uadril�ateros ��lios.Ejemplo 1.5.3 Sea 4ABC un tri�angulo tal que AB > AC > BC. Sea D unpunto sobre el lado AB de tal manera que CD = BC, y sea M el punto mediodel lado AC. Demuestra que BD = AC si y s�olo si ℄BAC = 2℄ABM .Demostrai�on. Sea P un punto sobre BM tal que ℄PAM = ℄MBA = �: Lostri�angulos 4MAP y 4MBA omparten el �angulo ℄BMA y por onstrui�on℄PAM = ℄MBA; por tanto, son semejantes. As�� que MAMP = MBMA : ComoMA =CM; se tiene que CMMP = MBCM : Entones, los tri�angulos4MCP y4MBC tienenlados proporionales, adem�as omparten el �angulo ℄CMB: Se sigue que sonsemejantes. De aqu�� obtenemos que ℄MCP = ℄MBC = �:
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Ahora, observemos que ℄APC = 180� (�+ �): Por otro lado, omo �+ � =℄ABC = ℄CDB; se tiene que ℄ADC = 180� (�+�) = ℄APC: Obtenemosque el uadril�atero CPDA es ��lio. Esto implia que ℄PDB = ℄PCA = �:Se sigue que los tri�angulos 4CPA y 4DPB son semejantes. Entones, BD =AC , �CPA �= �DPB , PA = PB , ℄PAB = ℄PBA = ℄PAC ,℄A = 2℄MBA. �Ejemplo 1.5.4 Sea 4ABC un tri�angulo y sea D el pie de la altura desdeA. Sean E y F sobre una l��nea que pasa por D de tal manera que AE esperpendiular a BE, AF es perpendiular a CF , E y F son diferentes de D.Sean M y N los puntos medios de BC y EF , respetivamente. Demuestra queAN es perpendiular a NM .

B C
A

MD
FNE� �

�
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��



1.5 Cuadril�ateros ��lios. 31Demostrai�on. Tenemos que E est�a sobre la irunferenia irunsrita al tri�angu-lo 4ABD y F est�a sobre la irunferenia irunsrita al tri�angulo 4ADC, en-tones los uadril�ateros ABDE yADCF son ��lios. De lo anterior tenemos que℄ABD = ℄AEF = � y ℄ACD = ℄AFE = � lo ual implia que 4ABC �4AEF: Tanto M omo N son puntos medios de los lados orrespondientes BCy EF , respetivamente, y esto implia que ℄AMB = ℄ANE = ℄AND = �;es deir, el uadril�atero ADMN es ��lio y por lo tanto ℄ANM = 90Æ: �Ejemplo 1.5.5 Sean ABC un tri�angulo aut�angulo y, AD, BE y CF susalturas. La irunferenia on di�ametro AD orta a los lados AB y AC en M yN , respetivamente. Sean P y Q los puntos de intersei�on de AD on EF yMN , respetivamente. Demuestra que Q es el punto medio de PD.Demostrai�on. Como AD es di�ametro, los �angulos ℄AMD y ℄AND son retos.El tri�angulo 4ABD es entones semejante al 4ADM y de aqu��, AM � AB =AD2. An�alogamente AN �AC = AD2. Por lo tanto, AM �AB = AN �AC. Estoimplia, omo veremos en la siguiente sei�on, que BCNM es un uadril�atero��lio. A
B CD

EFM NPQ RS
� � �Por otro lado, omo ℄BEC = ℄BFC = 90Æ; el uadril�atero BFEC tambi�en es��lio. Entones  := ℄ACB = ℄AMN = ℄AFE. De aqu��, MN es paralelaa FE. Adem�as, si T es el punto de intersei�on de MN on CF , ℄CTN =℄FTM = 90Æ � ℄TMF = 90Æ �  = ℄CDN . Por lo tanto, el uadril�ateroDTNC es ��lio y entones ℄DTC = ℄DNC = 90Æ. El uadril�atero DMFT



32 Coneptos y teoremas b�asiostiene 3 �angulos retos, luego el uarto �angulo tambi�en es reto, es deir, se tratade un ret�angulo.Traemos FR paralela a PQ on R sobreMN; entones los tri�angulos4FMR y4DTQ son de lados paralelos y omoDT = FM los tri�angulos son ongruentes,luego DQ = FR = PQ; por lo tanto Q es el punto medio de PD: �Ejemplo 1.5.6 Dos irunferenias de entros O1 y O2 se intersetan en lospuntos A y B omo se muestra en la �gura. Por A se traza una reta l queinterseta de nuevo a las irunferenias en los puntos M y N . Por M y N setrazan las l��neas tangentes respetivas y �estas se intersetan en el punto P . Laparalela a PN por O2 y la paralela a PM por O1 se intersetan en Q. Demuestraque las retas PQ; al variar la reta l, pasan por un punto �jo y que la longituddel segmento PQ es onstante.

M
B

NO1 O2AQ T
P�

� � �
Demostrai�on. Como vimos en el Ejemplo 1.5.1, el uadril�atero BMPN es ��li-o. Entones ℄BPN = ℄BMN = �: Por otro lado, tenemos que ℄BO1O2 =℄BMN y ℄BO2O1 = ℄BNM , lo ual implia que ℄O1BO2 = ℄MBN .Con esto hemos probado que el uadril�atero BO1QO2 es ��lio. De aqu�� ob-



1.5 Cuadril�ateros ��lios. 33tenemos que ℄BQO2 = ℄BO1O2 = ℄BMN = �; lo ual implia que B,Q y P est�an alineados. De no ser as��, tendr��amos que BP intersetar��a a lal��nea QO2 en un punto Q0 distinto de Q; pero entones tambi�en tendr��amos que℄BQ0O2 = ℄BPN = ℄BQO2 = �; lo que a su vez impliar��a que los puntosB, O1, Q, Q0 y O2 son on��lios. Esto es una ontradii�on, por lo tanto, B,Q y P est�an alineados.Para la segunda parte onsideramos la proyei�on de Q sobre PN y la llamamosT . Sabemos que el �angulo ℄BMA = � no depende de la elei�on de la reta l,entones, omo la longitud del segmento QT es igual al radio de la irunfereniade entro O2 y ℄QPT = �, tenemos que los tri�angulos 4QPT siempre sonongruentes. Por lo tanto, la longitud del segmento PQ no depende de la elei�onde la l��nea l. �1.5.1. ProblemasProblema 1.38 En la siguiente �gura est�an trazadas las bisetries 6 de los�angulos interiores del uadril�atero ABCD, las uales se intersetan en los puntosE, F , G y H, omo se muestra en la �gura. Demuestra que el uadril�ateroEFGH es ��lio.
B C

DA
G HEF

Problema 1.39 En un tri�angulo4ABC seanM ,N y P , puntos sobre los ladosBC, CA y AB, respetivamente. Se trazan las irunferenias irunsritas a lostri�angulos 4APN; 4BMP y 4CNM . Demuestra que las tres irunfereniastienen un punto en om�un.76La bisetriz de un �angulo es la l��nea que pasa por el v�ertie y lo divide en dos �angulosiguales.7Este resultado es onoido omo teorema de Miquel.



34 Coneptos y teoremas b�asiosProblema 1.40 Por uno de los puntos C del aro dAB de una irunfereniase han trazado dos retas arbitrarias que ortan la uerda AB en los puntos Dy E y a la irunferenia, en los puntos F y G. >Para u�al posii�on del punto Cen el aro dAB, el uadril�atero DEGF es ��lio?Problema 1.41 Una l��nea PQ, paralela al lado BC de un tri�angulo 4ABC,orta a AB y a AC en P y Q, respetivamente. La irunferenia que pasa porP y es tangente a AC en Q orta de nuevo a AB en R. Demuestra que eluadril�atero RQCB es ��lio.Problema 1.42 Se toma un punto P en el interior de un ret�angulo ABCDde tal manera que ℄APD + ℄BPC = 180Æ. Enuentra la suma de los �angulos℄DAP y ℄BCP .Problema 1.43 Sobre los lados de un uadril�atero onvexo haia el exteriorest�an onstruidos uadrados. Las diagonales del uadril�atero son perpendiulares.Demuestra que los segmentos que unen los entros de los uadrados opuestos,pasan por el punto de intersei�on de las diagonales del uadril�atero.Problema 1.44 En un uadrado ABCD, M es el punto medio de AB. Unal��nea perpendiular aMC porM interseta AD enK. Demuestra que ℄BCM =℄KCM .Problema 1.45 Sea ABCD un uadril�atero ��lio, sea M el punto de in-tersei�on de las diagonales de ABCD, y sean E, F , G y H los pies de lasperpendiulares desde M haia los lados AB, BC, CD y DA, respetivamente.Determina el entro de la irunferenia insrita en el uadril�atero EFGH.Problema 1.46 Sea AB el di�ametro de un ��rulo on entro O. Se toma elpunto C sobre la irunferenia de tal manera que OC es perpendiular a AB.Sea P un punto sobre el aro CB. Las l��neas CP y AB se intersetan en Q.Se esoge un punto R sobre la l��nea AP de tal manera que RQ y AB sonperpendiulares. Demuestra que BQ = QR.



1.5 Cuadril�ateros ��lios. 35Problema 1.47 Sea ABC un tri�angulo ret�angulo on �angulo reto en A, talque AB < AC. Sea M el punto medio de BC y D la intersei�on de AC on laperpendiular a BC que pasa por M: Sea E la intersei�on de la paralela a ACque pasa por M on la perpendiular a BD que pasa por B: Demuestra que lostri�angulos AEM y MCA son semejantes si y s�olo si ℄ABC = 60Æ:Problema 1.48 Demuestra que si un uadril�atero ��lio tiene sus diagonalesperpendiulares, entones la perpendiular trazada haia un lado desde el puntode intersei�on de las diagonales biseta el lado opuesto.Problema 1.49 Demuestra que si un uadril�atero ��lio tiene sus diagona-les perpendiulares, entones la distania desde el entro de la irunfereniairunsrita hasta un lado es igual a la mitad de la longitud del lado opuesto.Problema 1.50 Sea ABCD un uadril�atero onvexo tal que las diagonalesAC y BD son perpendiulares, y sea P su intersei�on. Demuestra que lasreexiones 8 de P on respeto a AB, BC, CD y DA son on��lios.Problema 1.51 Est�a dada la irunferenia 
. Desde un punto exterior P setrazan dos l��neas tangentes a 
 las uales la toan en A y B: Tambi�en por P setraza una seante l a 
. Desde el entro de 
 se traza una reta perpendiulara l la ual orta a 
 en el punto K y a l en C (el segmento BK orta a l).Demuestra que BK biseta el �angulo ℄ABC.Problema 1.52 La uerda CD de un ��rulo de entro O es perpendiular asu di�ametro AB. La uerda AE biseta el radio OC. Demuestra que la uerdaDE biseta la uerda BC.Problema 1.53 Est�a dados una irunferenia C1 y un punto P exterior a �esta.Desde P se trazan las tangentes a C1 las uales la intersetan en los puntos A yB. Tambi�en desde P se traza la seante l la ual interseta a C1 en los puntosC y D. Por A se traza una l��nea paralela a l la ual interseta a C1, adem�as deen A, en un punto E. Demuestra que EB biseta la uerda CD.8Deimos que un punto X 0 es el reejado de X on respeto a una l��nea ` si el segmentoX 0X es perpendiular a ` y su punto medio est�a en `.



36 Coneptos y teoremas b�asiosProblema 1.54 Desde un punto sobre la irunferenia irunsrita a un tri�angu-lo equil�atero 4ABC est�an trazadas retas paralelas a BC, CA y AB, las ualesortan CA, AB y BC en los puntos M , N y Q, respetivamente. Demuestraque M , N y Q est�an alineados.Problema 1.55 El 4ABC tiene insrita una irunferenia, uyo di�ametropasa por el punto de tangenia on el lado BC y orta la uerda que une losotros dos puntos de tangenia en el punto N . Demuestra que AN parte BC porla mitad.Problema 1.56 Dos irunferenias se intersetan en los puntos A y B. Unareta arbitraria pasa por B y orta por segunda vez la primera irunferenia en elpunto C y a la segunda, en el punto D. Las tangentes a la primera irunfereniaen C y a la segunda en D se ortan en el punto M . Por el punto de intersei�onde AM y CD pasa una reta paralela a CM , que orta AC en el punto K.Demuestra que KB es tangente a la segunda irunferenia.Problema 1.57 Sean B y C dos puntos de una irunferenia, AB y AC lastangentes desde A. Sea Q un punto del segmento AC y P la intersei�on deBQ on la irunferenia. La paralela a AB por Q orta a BC en J . Demuestraque PJ es paralelo a AC si y s�olo si BC2 = AC �QC:1.6. Potenia de un punto on respeto a unairunfereniaConsideremos un punto P y una irunferenia 
. Ahora, traemos una l��nea` que pase por P y llam�emosle A y B a las interseiones de ` on 
. Elproduto PA �PB es llamado la potenia de P on respeto a 
. Como veremosenseguida, el valor de PA � PB no depende de la l��nea ` que hayamos trazado.Sin embargo, uando onsideramos segmentos dirigidos tenemos que la poteniade un punto dado P es positiva, ero, o negativa, dependiendo de si el puntose enuentra fuera, sobre, o dentro de la irunferenia. De ahora en adelanteno nos preouparemos por el signo de la potenia, ya que para muhos de los



1.6 Potenia de un punto on respeto a una irunferenia 37problemas a los que nos enfrentamos en una Olimpiada de Matem�atias s�olo nosinteresa el valor absoluto de �esta.A B` P A BP̀ A B`Pbbb

Teorema 1.6.1 La potenia de un punto P on respeto a una irunferenia
 es onstante.Demostrai�on. Demostraremos el teorema para ada uno de los asos siguientes.I. Cuando el punto P est�a sobre la irunferenia. Claramente la potenia esero ya que uno de los dos segmentos PA o PB tiene longitud ero.II. Consideremos que P est�a en el interior de 
. Sean AB y CD dos uerdasarbitrarias que pasan por el punto P . Traemos CA y BD. Tenemos que℄ACD = ℄ABD porque ambos son �angulos insritos que intersetan elmismo aro, an�alogamente ℄CAB = ℄CDB, de aqu�� que el tri�angulo4APC es semejante al tri�angulo 4DPB de donde se obtiene queAPPD = PCPB =) AP � PB = CP � PDlo ual muestra que la potenia es onstante para todas las uerdas quepasen por P . A
BD CP



38 Coneptos y teoremas b�asiosIII. Sean PB y PD dos seantes arbitrarias trazadas desde el punto exteriorP , las uales intersetan a la irunferenia, adem�as de en B y D, en lospuntos A y C, omo se muestra en la �gura. Traemos CA y BD. Tenemosque ℄ACP = ℄ABD = �, ya que el uadril�atero ABCD es ��lio. Porla misma raz�on, ℄CAP = ℄BDC = �, de aqu�� que el tri�angulo 4DPCes semejante al tri�angulo 4DPB de donde se obtiene queAPPD = PCPB =) AP � PB = CP � PDlo ual muestra que la potenia es onstante para todas las retas seantesque pasen por P: 9 � B A PCD
� �� � �

Veremos ahora omo la potenia de un punto nos puede ayudar a soluionaralgunos problemas en los que aparentemente no tiene relai�on.Ejemplo 1.6.1 Est�a dado un �angulo on v�ertie O y una irunferenia insritaen �el, la ual toa sus lados en los puntos A y B. Por el punto A se traza una l��neaparalela a OB la ual interseta a la irunferenia en el punto C. El segmentoOC interseta la irunferenia en el punto E. Las l��neas AE y OB se intersetanen el punto K. Demuestra que OK = KB.Demostrai�on. Demostrar que OK = KB es equivalente a demostrar queOK2 = KB2; adem�as, omo KB2 es la potenia del punto K a la irun-ferenia tenemos que KB2 = KE �KA (esto se deja omo ejeriio). Solo faltaalular OK2; y para esto tenemos que ℄OAK = ℄ACE = �, ya que ambos9Falta demostrar que el valor de la potenia se sigue onservando uando la reta trazadadesde P es tangente a la irunferenia, pero �esto se deja omo ejeriio.



1.6 Potenia de un punto on respeto a una irunferenia 39�angulos intersetan el aro dEA; adem�as ℄EOK = ℄ACE; por ser AC y OKparalelos. Tenemos entones que 4EOK � 4OAK de donde obtenemos queOK2 = KE � KA y omo ya hab��amos enontrado que KB2 = KE � KAtenemos que OK2 = KB2, es deir, OK = KB. �
O K BE A C

�
��

Ejemplo 1.6.2 La irunferenia insrita en el tri�angulo 4ABC es tangente alos lados BC, CA y AB es los puntos D, E y F , respetivamente. AD orta lairunferenia en un segundo punto Q. Demuestra que la reta EQ pasa por elpunto medio de AF si y s�olo si AC = BC.Demostrai�on. De manera an�aloga a la solui�on del ejemplo anterior, tenemosque M es el punto medio de AF si y s�olo si ℄MAQ = ℄AEM (� = �).

B C

A

D
EMF Q� �

�



40 Coneptos y teoremas b�asiosPor otro lado, sabemos que ℄EDQ = ℄AEM (insrito y semi-insrito queintersetan el mismo aro), entones M ser�a el punto medio de AF si y s�olo si℄MAQ = ℄EDQ: Es deir, M es el punto medio de AF si y s�olo si ED k AB:Pero esto �ultimo es ierto si y s�olo si AC = BC. �De�nii�on 1.6.1 Dadas dos irunferenias, onsideremos el onjunto de pun-tos que tienen la misma potenia on respeto a ambas. A este onjunto se ledenomina eje radial.Es laro que el eje radial es una l��nea reta. Consideremos, por ejemplo, el asouando las dos irunferenias se ortan en dos puntos:
A
B C

P
DC1 C2Es muy f�ail ver que ualquier punto sobre la l��nea que pasa por A y B tiene lamisma potenia on respeto a las dos irunferenias. Pero, >�omo sabemos queno hay m�as puntos, adem�as de esta l��nea, que pertenezan al eje radial? Comoveremos ahora, no existe ning�un punto fuera de la reta el ual tenga la mismapotenia on respeto a C1 y C2. Supongamos que P tiene la misma poteniaon respeto a C1 y C2 y onsideremos la l��nea que pasa por P y A. Esta l��neainterseta a C1 y C2 por segunda vez en C y D; respetivamente. Tenemos quela potenia de P on respeto a C1 es PA �PC y la potenia de P on respetoa C2 es PA � PD, pero PC 6= PD, por lo tanto P no pertenee al eje radial.Adem�as, si las dos irunferenias son tangentes en un punto entones el ejeradial es la l��nea tangente que pasa por el punto om�un:



1.6 Potenia de un punto on respeto a una irunferenia 41
C1 C2b

Por otro lado, si las dos irunferenias no se intersetan, podemos probar que eleje radial es la reta que pasa por los puntos medios de las tangentes omunes10.
C1 C2Teorema 1.6.2 Dadas tres irunferenias uyos entros no est�an alineados,los tres ejes radiales (uno por ada par de irunferenias) se intersetan en unpunto. Este punto es llamado el entro radial de las irunferenias.Demostrai�on. Sean C1; C2 y C3 las irunferenias dadas y sea P el puntodonde se intersetan los ejes radiales de C1 y C2; y C1 y C3, respetivamente.De aqu�� es laro que P tiene la misma potenia on respeto a C1; C2 y C1; C3;en partiular, P tiene la misma potenia on respeto a C2 y C3: Se sigue queP pertenee al eje radial de C2 y C3: �10Esto se deja omo ejeriio para el letor.



42 Coneptos y teoremas b�asios
PC2 C3C1
b

b

b

b

Utilizando este teorema podemos dar una manera de onstruir el eje radialde dos irunferenias que no se intersetan. Por ejemplo, para enontrar el ejeradial de C1 y C2 trazamos dos irunferenias (C3 y C4) ada una de las ualesintersete a C1 y C2: Tenemos que el entro radial de C1; C2 y C3 es P , y elentro radial de C1; C2 y C4 es Q: Como P y Q tienen la misma potenia onrespeto a C1 y C2 tenemos que el eje radial de C1 y C2 es la l��nea que pasapor P y Q.
b

bPQC1 C2C3

C4



1.6 Potenia de un punto on respeto a una irunferenia 43Ejemplo 1.6.3 Una l��nea paralela al lado BC de un tri�angulo 4ABC ortaa AB en F y a AC en E. Demuestra que las irunferenias que tienen omodi�ametros a BE y a CF se ortan en un punto que ae en la altura del tri�angulo4ABC bajada desde el v�ertie A:Demostrai�on. Sean C1 y C2 las irunferenias de di�ametros BE y CF , respeti-vamente. Supongamos que C1 interseta a AC de nuevo en L y que C2 intersetaa AB de nuevo en K: Sean P y Q los puntos de intersei�on de estas irunferen-ias. Debido a que BE es di�ametro de C1 tenemos que ℄BLE = 90Æ, de la mis-ma manera tenemos que ℄CKF = 90Æ; y on esto tenemos que el uadril�ateroBKLC es ��lio. Denotemos la irunferenia irunsrita de BKLC por C3.Tenemos que la l��nea BL es el eje radial de C1 y C3, adem�as, la l��nea CKes el eje radial de C2 y C3. Tenemos que estos ejes radiales se intersetan enel ortoentro del tri�angulo (el punto donde onurren las alturas, H), y por elTeorema 1.6.2 tenemos que el eje radial de C1 y C2 tambi�en debe pasar porH: Como el eje radial de C1 y C2 es preisamente la l��nea PQ; tenemos quePQ pasa por H; adem�as, omo sabemos que la l��nea que une los entros de dosirunferenias es perpendiular a su eje radial (esto se deja omo ejeriio),tenemos entones que PQ es perpendiular a MN: Por otro lado, omo M y Nson puntos medios de BE y CF; adem�as, omo EF k BC, onluimos que lospuntos P y Q est�an sobre la l��nea que ontiene la altura desde el v�ertie A: �A
B CF EK LPH

QC1
C2

b b

b

b

M N



44 Coneptos y teoremas b�asios1.6.1. ProblemasProblema 1.58 En la siguiente �gura est�an trazadas una seante y una tan-gente que intersetan la irunferenia en los puntos A, B y M . Demuestra quePM2 = PA � PB: B A PMProblema 1.59 En la siguiente �gura, desde un v�ertie del uadrado est�a traza-da una tangente, la ual tiene una longitud igual al doble del lado del uadrado.Enuentra el radio de la irunferenia en funi�on del lado del uadrado.xx2x
Problema 1.60 En la siguiente �gura AB = AD = 5, BC = 9 y AC = 7.Enuentra BDDC .

B D C
A5 5 79



1.6 Potenia de un punto on respeto a una irunferenia 45Problema 1.61 Demuestra que el eje radial de dos irunferenias es la retaque pasa por los puntos medios de las tangentes omunes.Problema 1.62 Demuestra que el eje radial de dos irunferenias es perpen-diular a la l��nea de los entros 11.Problema 1.63 Por un punto sobre el eje radial de dos irunferenias dibu-jamos seantes a ada una de �estas. Estas seantes determinan uatro puntossobre las irunferenias. Demuestra que esos puntos forman un uadril�atero��lio.Problema 1.64 Sea BD la bisetriz de �angulo ℄B del tri�angulo 4ABC. Elirun��rulo del tri�angulo 4BDC interseta AB en E y el irun��rulo deltri�angulo 4ABD interseta BC en F . Demuestra que AE = CF:Problema 1.65 Sea 4ABC un tri�angulo arbitrario y sea P un punto �jo en elplano. Las l��neas AP , BP y CP intersetan por segunda vez a la irunfereniairunsrita del tri�angulo 4ABC en los puntos A1, B1 y C1, respetivamente.Consideremos dos irunferenias, una que pasa por A y A1 y otra que pasa porB y B1. Sean D y D1 los extremos de la uerda om�un de estas irunferenias.Demuestra que C, C1, D y D1 se hallan en una misma irunferenia.Problema 1.66 Sea C un punto sobre un semi��rulo de di�ametro AB y seaD el punto medio del aro dAC. Sea E la proyei�on del punto D sobre la l��neaBC y sea F la intersei�on de la l��nea AE on el semi��rulo. Demuestra queBF biseta al segmento DE.Problema 1.67 Sea ABCD un uadril�atero insrito en un semi��rulo � dedi�ametro AB. Las l��neas AC y BD se intersetan en E y las l��neas AD y BCen F . La l��nea EF interseta al semi��rulo � en G y a la l��nea AB en H.Demuestra que E es el punto medio del segmento GH si y s�olo si G es el puntomedio del segmento FH.11Se llama l��nea de los entros a la l��nea que pasa por los entros de dos irunferenias.



46 Coneptos y teoremas b�asiosProblema 1.68 Sea P al punto de intersei�on de las diagonales AC y BD deun uadril�atero ABCD insrito en una irunferenia, y sea M el punto mediode CD. La irunferenia que pasa por P y que es tangente a CD en M , ortaa BD y a AC en los puntos Q y R, respetivamente. Se toma un punto S sobreel segmento BD, de tal manera que BS = DQ. Por S se traza una paralela aAB que orta a AC en un punto T . Demuestra que AT = RC.Problema 1.69 Demuestra que si una irunferenia interseta los lados BC,CA, AB del tri�angulo 4ABC en los puntos D, D0; E, E 0; F , F 0; respetiva-mente, entones AFFB � BDDC � CEEA � AF 0F 0B � BD0D0C � CE 0E 0A = 1:Problema 1.70 En una irunferenia est�a trazado el di�ametro AB y la uerdaCD perpendiular a AB. Una irunferenia arbitraria es tangente a la uerdaCD y al aro BD. Demuestra que la tangente a esta irunferenia trazada apartir del punto A es igual a AC.Problema 1.71 Sea 4ABC un tri�angulo aut�angulo. Los puntos M y N sontomados sobre los lados AB y AC, respetivamente. Los ��rulos on di�ametrosBN y CM se intersetan en los puntos P y Q. Demuestra que P , Q y elortoentro H, son olineales.Problema 1.72 Dado un punto P; en el plano de un tri�angulo 4ABC; seanD, E y F las proyeiones de P sobre los lados BC, CA y AB, respetivamente.El tri�angulo 4DEF es denominado el tri�angulo pedal del punto P . Demuestraque el �area del tri�angulo 4DEF se puede alular omojDEF j = (R2 � d2)4R2 jABCj;donde R es el radio de la irunferenia irunsrita al tri�angulo 4ABC y d esla distania del punto P al irunentro de 4ABC: (Teorema de Euler)Problema 1.73 Sean A, B, C y D uatro puntos distintos sobre una l��nea (enese orden). Los ��rulos on di�ametros AC y BD se intersetan en X y Y . La



1.7 Teorema de Pit�agoras 47l��nea XY interseta BC en Z. Sea P un punto sobre la l��nea XY , distinto deZ. La l��nea CP interseta el ��rulo on di�ametro AC en C y M , y la l��nea BPinterseta el ��rulo on di�ametro BD en B y N . Demuestra que las l��neas AM ,DN y XY son onurrentes.Problema 1.74 Sea I el entro de la irunferenia insrita en el tri�angulo�ABC. Esta irunferenia es tangente a los lados BC, CA y AB del tri�anguloen los puntosK, L yM , respetivamente. La reta paralela aMK que pasa por elpunto B interseta a las retas LM y LK en los puntos R y S, respetivamente.Demuestra que el �angulo ℄RIS es agudo.1.7. Teorema de Pit�agorasAntes de enuniar el Teorema de Pit�agoras vamos a analizar un tri�angulo ret�angu-lo el ual tiene trazada la altura haia la hipotenusa .
B C

A
D� � ��

Sea 4ABC el tri�angulo menionado el ual tiene trazada la altura AD y on�angulo reto en A. Sean ℄ABC = � y ℄ACB = �. Tenemos que �+� = 90Æ,entones tambi�en ℄DAC = � y ℄BAD = �. As��, de �esta manera hemosobtenido dos tri�angulos semejantes al 4ABC, es deir, 4BAD y 4DAC sonsemejantes al tri�angulo 4ABC. De la semejanza entre 4BAD y 4DAC ob-tenemos: BDAD = ADDCde aqu�� obtenemos que AD2 = BD �DC;



48 Coneptos y teoremas b�asiosy se die que AD es la media geom�etria o media proporional de BD y DC.Adem�as, de manera an�aloga podemos obtener tambi�en queAB2 = BD � BC (1)(de la semejanza de los tri�angulos 4BAD y 4ABC) y queAC2 = DC � BC (2)(de la semejanza de los tri�angulos 4DAC y 4ABC).Sumando (1) y (2) tenemos queAB2 + AC2 = BD � BC +DC � BC;esto es AB2 + AC2 = BC(BD +DC) = BC � BC;es deir AB2 + AC2 = BC2: (3)Con esto hemos probado el teorema de Pit�agoras.Teorema 1.7.1 La suma de los uadrados de los atetos de un tri�anguloret�angulo es igual al uadrado de la hipotenusa.Este teorema es atribuido a uno de los m�as grandes matem�atios de la antiguaGreia, Pit�agoras, y ser�a de gran utilidad en muhos de los problemas que veremosm�as adelante. El re��proo tambi�en es ierto, pero esto se deja omo ejeriio.Utilizando el Teorema de Pit�agoras es f�ail probar el siguiente teorema, onoidoomo la Ley del Paralelogramo .Teorema 1.7.2 Probar que la suma de los uadrados de las diagonales de unparalelogramo es igual a la suma de los uadrados de los lados.Demostrai�on. Sea ABCD el paralelogramo y sean AB = CD = a y BC =DA = b. Tambi�en sean AC =  y BD = d.
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B M C

DA
b aba  dh hNx xTraemos perpendiulares a BC desde A y D, las uales intersetan a BC enM y N . Sean AM = DN = h y BM = CN = x. Apliando el teorema dePit�agoras a los tri�angulos 4DCN , 4DBN , 4AMC tenemos las siguientesigualdades: h2 + x2 = a2 (4)h2 + (b+ x)2 = d2 (5)h2 + (b� x)2 = 2 (6)sumando (5) y (6) obtenemos2h2 + 2b2 + 2x2 = d2 + 2:Ahora utilizando (4) tenemos que2a2 + 2b2 = d2 + 2: (7)Lo ual quer��amos demostrar. �De nuevo, utilizando el Teorema de Pit�agoras, es f�ail probar la bien onoidaLey del Coseno.Ejemplo 1.7.1 En el tri�angulo 4ABC; sean BC = a, CA = b, AB =  y℄ABC = �: Demuestra que b2 = a2 + 2 � 2a � Cos �:
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B C

A
D bhx a� x�Solui�on. Sea AD = h la altura trazada haia el lado BC y sea BD = x.Tenemos que h2 + x2 = 2y h2 + (a� x)2 = b2esto implia que2 � x2 + a2 + x2 � 2ax = 2 + a2 � 2ax = b2y omo x =  � Cos �; tenemos queb2 = a2 + 2 � 2a � Cos �: �De manera muy simple se puede probar el siguiente:Lema 1.7.1 Sean A y B dos puntos dados. Entones, el lugar geom�etrio delos puntos 12 M tales que AM2 �MB2 = k (donde k es un n�umero dado), esuna reta perpendiular a AB.Ahora, utilizando el lema anterior probaremos el siguiente Teorema de Carnot:Teorema 1.7.3 Sean D, E y F tres puntos dados. Para que las l��neas perpen-diulares sobre los lados BC, CA y AB de un tri�angulo 4ABC trazadas desdelos puntos E;D y F; respetivamente, se interseten en un punto, es neesarioy su�iente queDB2 �BF 2 + FA2 �AE2 + EC2 � CD2 = 0:12El lugar geom�etrio de los puntos es el onjunto de puntos que umplen una propiedaddada.



1.7 Teorema de Pit�agoras 51Demostrai�on. Supongamos primero que las tres perpendiulares onurren enun punto P: Por el lema anterior, tenemos que AF 2 � FB2 = AP 2 � PB2,BD2 �DC2 = BP 2 �PC2 y CE2 �EA2 = CP 2 �PA2. Sumando estas tresexpresiones obtenemos queDB2 �BF 2 + FA2 �AE2 + EC2 � CD2 = 0:
b

b

b

b

A
B CD

EF P
Ahora, supongamos que se umple que DB2 � BF 2 + FA2 � AE2 + EC2 �CD2 = 0: Consideremos el punto P donde se intersetan las perpendiularesdesde F y D sobre los lados AB y BC, respetivamente. Dado que se umpleque AF 2 � FB2 = AP 2 � PB2 y BD2 � DC2 = BP 2 � PC2; tenemos quetambi�en debe umplirse que CE2 � EA2 = CP 2 � PA2: Esto �ultimo, por ellema anterior, implia que el segmento PE es perpendiular al lado AC: Por lotanto, las perpendiulares trazadas desde D;E y F sobre los lados respetivos,onurren en un punto. �1.7.1. ProblemasProblema 1.75 Probar el inverso del teorema de Pit�agoras: si a, b y  son loslados de un tri�angulo que umple que a2 + b2 = 2, entones es un tri�anguloret�angulo.Problema 1.76 Sean a, b los atetos de un tri�angulo ret�angulo,  la hipotenusay h la altura trazada haia la hipotenusa. Demuestra que el tri�angulo on ladosh, + h y a+ b es un tri�angulo ret�angulo.



52 Coneptos y teoremas b�asiosProblema 1.77 Dado un ret�angulo A1A2A3A4 y un punto P dentro de �estesabemos que PA1 = 4, PA2 = 3 y PA3 = p10 . >Cu�al es la longitud de PA4?Problema 1.78 Sea D un punto sobre el lado BC de un tri�angulo 4ABC:Sean AB = ; BC = a; CA = b; AD = d;BD = n y DC = m: Demuestra quese umple el Teorema de Stewartb2n+ 2m = a(d2 +mn):
B D C

A d b
an mProblema 1.79 En una irunferenia de radio R est�a trazado un di�ametro ysobre �este se toma el punto A a una distania d de su entro. Hallar el radiode la irunferenia que es tangente al di�ametro en el punto A y es tangenteinteriormente a la irunferenia dada.Problema 1.80 K es el punto medio del lado AD del ret�angulo ABCD.Hallar el �angulo entre BK y la diagonal AC si sabemos que AD : AB = p2:Problema 1.81 En un tri�angulo4ABC, E es un punto sobre la altura AD.Demuestra que AC2 � CE2 = AB2 � EB2:Problema 1.82 Sean AB y CD dos uerdas perpendiulares en una irunfe-renia de radio R. Demuestra queAC2 +BD2 = 4R2:



1.7 Teorema de Pit�agoras 53Problema 1.83 Un trapeio ABCD, on AB paralelo a CD, tiene sus diago-nales AC y BD perpendiulares. Demuestra queAC2 +BD2 = (AB +DC)2:Problema 1.84 Demuestra que si en un uadril�atero la suma de los uadradosde los lados opuestos son iguales, entones sus diagonales son perpendiularesentre s��.Problema 1.85 Sobre un lado de un �angulo reto on v�ertie en un punto O,se toman dos puntos A y B, siendo OA = a y OB = b. Halla el radio de lairunferenia que pasa por los puntos A y B, a la ual es tangente el otro ladodel �angulo.Problema 1.86 En la siguiente �gura, ABCD es un uadrado y el tri�angulo4ABP es ret�angulo on �angulo reto en P . Demuestra queMN2 = AM � BN:
D C

BA M NP

Problema 1.87 Se dan el tri�angulo equil�atero 4ABC y el punto arbitrarioD; A1, B1 y C1 son los entros de las irunferenias insritas en los tri�angulos4BCD, 4CAD y 4ABD. Demuestra que las perpendiulares bajadas desdelos v�erties A, B y C sobre B1C1, C1A1 y A1B1, respetivamente, onurren enun punto.



54 Coneptos y teoremas b�asiosProblema 1.88 En el hex�agono onvexo ABCDEF tenemos que AB = BC,CD = DE, EF = FA. Probar que las perpendiulares bajadas desde los puntosC, E y A sobre las l��neas BD, DF y FB, respetivamente, se intersetan enun punto.Problema 1.89 En los rayos AB y CB del tri�angulo 4ABC est�an trazadoslos segmentos AM y CN de tal manera que AM = CN = p, donde p es elsemiper��metro del tri�angulo (B se halla entre A yM , as�� omo entre C y N). SeaK el punto de la irunferenia irunsrita el ual es diametralmente opuestoa B. Demuestra que la perpendiular trazada desde K sobre MN pasa por elinentro del tri�angulo 4ABC.Problema 1.90 Se dan una irunferenia y el punto A fuera de �esta. Unairunferenia que pasa por A, es tangente a la dada en el punto arbitrario B.Las l��neas tangentes a la segunda por los puntos A y B se intersetan en el puntoM . Hallar el lugar geom�etrio de los puntos M .Problema 1.91 Una irunferenia de entro O pasa por los v�erties A y C deun tri�angulo 4ABC y orta los segmentos AB y BC nuevamente en distintospuntos K y N , respetivamente. Las irunferenias irunsritas a los tri�angu-los 4ABC y 4KBN se ortan exatamente en dos puntos distintos B y M .Demuestra que el �angulo ℄OMB es un �angulo reto.1.8. Areas de tri�angulos y uadril�aterosSi en un tri�angulo onoemos la longitud de un lado y la altura trazada haia �este,es bien sabido que podemos alular su �area simplemente multipliando ambasmagnitudes y despu�es dividiendo entre dos. Sin embargo, existen otras f�ormulaspara alular el �area, las uales en muhas oasiones resultan m�as �utiles, porejemplo:Ejemplo 1.8.1 En el tri�angulo 4ABC, sabemos que AB = , BC = a y℄ABC = �. Entones jABCj = 12a � Sen�:



1.8 Areas de tri�angulos y uadril�ateros 55Demostrai�on. Sea h la longitud de la altura trazada haia el lado BC: Sabemosque jABCj = 12ah y adem�as omo h = Sen�, tenemos que jABCj = 12a�Sen�:�
B C

A
D h�Adem�as, por la Ley de Senos tenemos queaSenA = bSenB = SenC = 2R;donde R es el radio de la irunferenia irunsrita al tri�angulo. Utilizando estoy sustituy�endolo en la expresi�on anterior tenemos quejABCj = 2R2 � SenA � SenB � SenC:Ejemplo 1.8.2 Consideremos un uadril�atero onvexo ABCD y sea P el puntode intersei�on de AC y BD. Si sabemos que ℄BPC = �, entonesjABCDj = 12AC � BD � Sen�:Demostrai�on. Traemos las perpendiulares desde B y D sobre AC, las ualesintersetan AC en F y E, respetivamente.

B C
DA F EP ��

Tenemos quejABCDj = jABCj+ jADCj = 12AC � BF + 12AC �DE



56 Coneptos y teoremas b�asios=)jABCDj = AC � BP � Sen� + AC �DP � Sen�2 = AC(BP +DP ) � Sen�2=) jABCDj = 12AC � BD � Sen�: �Adem�as, si el uadril�atero tiene alguna propiedad espeial, es posible enontrarotras f�ormulas para alular el �area.Ejemplo 1.8.3 Sea ABCD un uadril�atero ��lio, y sean AB = a, BC = b,CD = , DA = d y s = a+b++d2 : Entones tenemos quejABCDj =p(s� a)(s� b)(s� )(s� d):Demostrai�on. Sea ℄DAB = � y sea x = BD: Tenemos quejABCDj = jABDj+ jBCDj = 12(ad+ b) � Sen� = 12(ad+ b)p1� Cos2�;por otro lado, x2 = b2 + 2 + 2b � Cos�;x2 = a2 + d2 � 2ad � Cos�;=) Cos� = a2 + d2 � b2 � 22b+ 2ad ;=) jABCDj = 12(ad+ b)s(2b+ 2ad)2 � (a2 + d2 � b2 � 2)2(2b+ 2ad)2 ;=)jABCDj = p(2b+ 2ad+ b2 + 2 � a2 � d2)(2b+ 2ad� b2 � 2 + a2 + d2)4 ;=) jABCDj = 14p[(b+ )2 � (a� d)2℄[(a+ d)2 � (b� )2℄;



1.8 Areas de tri�angulos y uadril�ateros 57jABCDj = 14p(b+ + d� a)(b+ + a� d)(a+ d+ � b)(a+ d+ b� );jABCDj =p(s� a)(s� d)(s� b)(s� ): �La f�ormula anterior es onoida omo f�ormula de Brahmagupta. Cuando eluadril�atero se degenera en tri�angulo, obtenemos la onoida f�ormula de Her�on,por ejemplo, si D = A entones tenemos quejABCj =p(s� a)(s� b)(s� )(s):Ejemplo 1.8.4 Las �areas de los tri�angulos formados por los segmentos de lasdiagonales de un trapeio y sus bases son S1 y S2. Hallar el �area del trapeio.A B
CD PS1 S2�

Solui�on. En el trapeio ABCD sea P el punto de intersei�on de las diagonales,y sean jDPCj = S2, jAPBj = S1 y ℄DPC = �. Tenemos quepjAPBj � jDPCj =p(AP � PB � Sen�)(DP � PC � Sen�)=) pjAPBj � jDPCj =p(AP �DP � Sen�)(BP � PC � Sen�)=) pjAPBj � jDPCj =pjAPDj � jBPCjpero omo jAPDj = jBPCj; tenemos quepjAPBj � jDPCj =pS1 � S2 = jAPDj = jBPCj=) jABCDj = S1 + S2 + 2pS1 � S2 = �pS1 +pS2�2 : �



58 Coneptos y teoremas b�asiosEjemplo 1.8.5 A trav�es de ierto punto tomado dentro del tri�angulo, se hantrazado tres retas paralelas a sus lados. Estas retas dividen el �area del tri�anguloen seis partes, tres de las uales son tri�angulos on �areas iguales a S1, S2 y S3.Hallar el �area del tri�angulo dado.Solui�on. Sean P el punto dado y S el �area del tri�angulo 4ABC: Sean D; E;F; G; H; I los puntos donde estas paralelas intersetan a los lados, omo semuestra en la �gura siguiente.
b

A
B CD E FGHI P S1 S2S3

Los tri�angulos 4DEP; 4FGP y 4HIP son semejantes al tri�angulo 4ABC;adem�as sus lados se relaionan de la siguiente manera:DEBC = pS1pS ; PFBC = pS2pS ; IPBC = pS3pS :Tambi�en tenemos que IP = BD y que PF = EC; y omo BD+DE +EC =BC obtenemosIPBC + DEBC + PFBC = BD +DE + ECBC = 1 = pS3pS + pS1pS + pS2pS :De aqu�� obtenemos que S = (pS1 +pS2 +pS3)2: �



1.8 Areas de tri�angulos y uadril�ateros 591.8.1. ProblemasProblema 1.92 Tenemos dos tri�angulos on un v�ertie A om�un, los dem�asv�erties se enuentran en dos retas que pasan por A. Demuestra que la raz�onentre las �areas de estos tri�angulos es igual a la raz�on entre los produtos de losdos lados de ada tri�angulo que ontienen el v�ertie A.Problema 1.93 Sea ABCD un uadril�atero onvexo. Sean P , Q, R y S lospuntos medios de los lados AB, BC, CD y DA, respetivamente. Se trazan lasl��neas PR y QS las uales dividen el uadril�atero en uatro uadril�ateros m�aspeque~nos uyas �areas se muestran en la �gura. Demuestra que a+  = b+ d.
B C

DA
Q RSP b da

Problema 1.94 En el trapeio ABCD, de bases AB y DC, las diagonales seintersetan en el punto E, el �area del 4ABE es 72 y el �area del 4CDE es 50.>Cu�al es el �area del trapeio ABCD?Problema 1.95 Demuestra que jABCj = rs, donde r es el radio de la irun-ferenia insrita y s = 12(a+ b+ ):Problema 1.96 Sea ABCD un uadril�atero onvexo, y sean AB = a, BC = b,CD = , DA = d y s = a+b++d2 : Sean adem�as, � y � dos �angulos opuestos enel uadril�atero. Demuestra quejABCDj =r(s� a)(s� b)(s� )(s� d)� 12abd (1 + Cos(�+ �)):



60 Coneptos y teoremas b�asiosProblema 1.97 Demuestra que la suma de las distanias, desde ualesquierpunto interior de un tri�angulo equil�atero, hasta sus lados es igual a la altura de�este tri�angulo.Problema 1.98 Sea 4ABC un tri�angulo is�oseles on AB = AC. Los puntosD y E est�an sobre los lados AB y AC, respetivamente. La l��nea que pasa por By paralela a AC interseta la l��nea DE en F . La l��nea que pasa por C y paralelaa AB interseta la l��nea DE en G. Demuestra quejDBCGjjFBCEj = ADAE :Problema 1.99 Demuestra que1h1 + 1h2 + 1h3 = 1r ;donde h1, h2, h3 son las alturas del tri�angulo; r el radio de la irunfereniainsrita.Problema 1.100 En el paralelogramo ABCD, los v�erties A, B, C y D est�anunidos on los puntos medios de los lados CD, AD, AB y BC, respetivamente.Demuestra que el �area del uadril�atero formado por �estas retas tiene una quintaparte del �area del paralelogramo.Problema 1.101 Sobre los atetos AC y BC de un tri�angulo ret�angulo haiael exterior est�an onstruidos los uadrados ACKL y BCMN . Demuestra queel uadril�atero aotado por los atetos y las retas LB y NA es equivalente altri�angulo formado por las retas LB, NA y la hipotenusa AB.Problema 1.102 Est�an dados los puntos E, F , G, H, sobre la ontinuai�onde los lados AB, BC, CD, DA, de un uadril�atero onvexo ABCD, tales queBE = AB, CF = BC, DG = CD, AF = DA. Demuestra quejEFGHj = 5 � jABCDj:



1.9 Teorema de Ptolomeo 61Problema 1.103 En los lados AC y BC del tri�angulo4ABC, haia el exteriorest�an onstruidos dos paralelogramos ACDE y BCFG. Las prolongaiones deDE y FG se intersetan en el punto H. Sobre el lado AB est�a onstruido elparalelogramo ABML, uyos lados AL y BM son iguales y paralelos a HC.Demuestra quejABMLj = jACDEj+ jBCFGj (Teorema generalizado de Pit�agoras):Problema 1.104 En un uadril�atero onvexo ABCD, los puntos medios delos lados BC y DA son E y F , respetivamente. Demuestra quejEDAj+ jFBCj = jABCDj:Problema 1.105 Por los extremos de la base menor de un trapeio est�antrazadas dos retas paralelas que ortan la base mayor. Las diagonales del trapeioy �estas retas dividen el trapeio en siete tri�angulos y un pent�agono. Demuestraque la suma de las �areas de tres tri�angulos adyaentes a los lados y a la basemenor del trapeio, es igual al �area del pent�agono.Problema 1.106 Sea ABCD un paralelogramo; el punto E se halla en la retaAB; F , en la reta AD (B, en el segmento AE; D, en el segmento AF ), K esel punto de intersei�on de las retas ED y FB. Demuestra quejABKDj = jCEKF j:1.9. Teorema de PtolomeoEn esta sei�on veremos un teorema sobre uadril�ateros ��lios el ual se debe almatem�atio Ptolomeo, de la antigua Greia. A pesar de que el teorema nos da unaondii�on neesaria y su�iente para que un uadril�atero sea ��lio, s�olo daremosla demostrai�on de una parte del teorema. Tal parte del teorema resulta ser lam�as utilizada en la solui�on de algunos interesantes problemas. Sin embargo, elenuniado ompleto del Teorema de Ptolomeo es:



62 Coneptos y teoremas b�asiosTeorema 1.9.1 Un uadril�atero ABCD es ��lio si y s�olo siAB � CD + AD � BC = AC � BD:Demostrai�on. Demostraremos que si el uadril�atero es ��lio entones se umplela expresi�on dada en el enuniado. Consideremos un punto P sobre la diagonalAC de tal manera que ℄PBC = ℄ABD = �:
A B

CD P
� �

� ��
Dado que ABCD es ��lio, tambi�en tenemos que ℄PCB = ℄ADB = �: Deaqu�� se sigue que los tri�angulos 4PBC y 4ABD son semejantes, entonesPC = BC � ADBD :Como tambi�en 4BAP y 4BDC son semejantes, tenemos queAP = AB � CDBD :Sumando las dos expresiones obtenidas tenemosAP + PC = AC = AB � CDBD + BC � ADBD ;por lo tanto, AC � BD = AB � CD +BC � AD: �



1.9 Teorema de Ptolomeo 63Ejemplo 1.9.1 Dado un tri�angulo aut�angulo 4ABC; sean R y r el irun-radio y el inradio, respetivamente. Sea O el irunentro y sean dA, dB, dC , lasdistanias desde O haia los lados BC, CA, AB, respetivamente. Demuestraque dA + dB + dC = R + r.Demostrai�on. Sean D; E y F los pies de las perpendiulares desde O haia loslados BC; CA y AB; respetivamente. Observemos que el uadril�atero BDOFes ��lio, entones apliando el Teorema de Ptolomeo tenemos BO � DF =BD � FO +BF �DO; es deirR � b2 = a2 � dC + 2 � dA: (1)An�alogamente, R � 2 = a2 � dB + b2 � dA; (2)y R � a2 = b2 � dC + 2 � dB: (3)Sumando (1), (2) y (3) obtenemosR�a2 + b2 + 2� = dA� b2 + 2�+ dB �a2 + 2�+ dC �a2 + b2� :EquivalentementeR � s = s(dA + dB + dC)��a2 � dA + b2 � dB + 2 � dC� ;es deir R � s = s(dA + dB + dC)� (jBOCj+ jCOAj+ jAOBj) ;R � s = s(dA + dB + dC)� jABCj = s(dA + dB + dC)� s � r;donde s = a+b+2 : De �esta �ultima igualdad se obtiene la expresi�on deseada. �



64 Coneptos y teoremas b�asiosA
B CdA dBdC D

EF O
1.9.1. ProblemasProblema 1.107 El tri�angulo equil�atero 4ABC est�a insrito en una irunfe-renia y en el aro dBC se toma un punto arbitrario M . Demuestra queAM = BM + CM:Problema 1.108 Dado un tri�angulo 4ABC; sean I su inentro y L el puntodonde la l��nea AI interseta al irun��rulo. Demuestra queALLI = AB + ACBC :Problema 1.109 Una irunferenia pasa por el v�ertie A de un paralelogramoABCD e interseta los lados AB y AD en los puntos P y R, respetivamente, ya la diagonal AC en el punto Q. Demuestra que AQ �AC = AP �AB+AR �AD:Problema 1.110 El tri�angulo is�oseles 4ABC (AB = AC) est�a insrito enuna irunferenia. Sea P un punto en el aro dBC: Demuestra quePAPB + PC = ACBC :



1.9 Teorema de Ptolomeo 65Problema 1.111 Sea A0A1 : : : A3n�1 un 3n � �agono regular insrito en unairunferenia. Desde un punto P , sobre la irunferenia, se trazan las uerdasa los 3n v�erties. Demuestra que la suma de las longitudes de las n uerdas m�asgrandes es igual a la suma de las longitudes de las restantes 2n uerdas.Problema 1.112 Sea AB una uerda en una irunferenia y P un punto sobre�esta. Sea Q la proyei�on de P sobre AB, R y S las proyeiones de P sobrelas tangentes al ��rulo en A y B. Demuestra que PQ es la media geom�etriade PR y PS, esto es, PQ = pPR � PS.Problema 1.113 Dado un hept�agono ABCDEFG de lado 1, demuestra quelas diagonales AC y AD veri�an1AC + 1AD = 1:Problema 1.114 Sea ABCD un uadril�atero ��lio y sean x, y y z las dis-tanias desde A haia las l��neas BD, BC, CD, respetivamente. Demuestraque BDx = BCy + CDz :Problema 1.115 Sea P un pent�agono ��lio. Considera una triangulai�on deP ; es deir, la desomposii�on de P en tres tri�angulos disjuntos on v�ertiesen los v�erties de P . Ahora, onsidera la suma de los inradios de los tri�angulosen los uales queda dividido P . Demuestra que esta suma no depende de latri�angulai�on esogida.Problema 1.116 Teorema de Casey. Sean C1; C2; C3; C4 uatro ��rulos losuales son tangentes a una irunferenia �; todos ellos tangentes internamenteo externamente, y dispuestos en forma ��lia. Denotemos por tij la tangenteexterna a las irunferenias Ci y Cj. Entonest12 � t34 + t23 � t41 = t13 � t24:Re��proamente, si las irunferenias est�an loalizadas de manera que�t12 � t34 � t23 � t41 � t13 � t24 = 0;



66 Coneptos y teoremas b�asiospara alguna ombinai�on de los signos + y �, entones existe una irunfereniala ual toa a todos los ��rulos, siendo los ontatos todos internos o todosexternos.



Cap��tulo 2Puntos y retas notables en eltri�angulo
2.1. Las medianas y el gravientroDado un tri�angulo, existen varios tipos de l��neas las uales poseen propiedadesinteresantes e importantes. Quiz�a la m�as simple de �estas es la l��nea que va deun v�ertie haia el punto medio del lado opuesto. Esta l��nea es llamada medianadel tri�angulo. La primer propiedad interesante de las medianas es la siguiente:Teorema 2.1.1 Las medianas en un tri�angulo onurren en un punto y sedividen por �este en la raz�on 2 : 1, a partir de los v�erties.Demostrai�on. Sean CF y BD dos medianas del tri�angulo4ABC: Llamemos Gal punto de intersei�on de estas dos medianas. Por el Teorema de Tales tenemosque FD es paralelo a BC, de aqu�� se sigue que ℄GFD = ℄GCB = �; ya que



68 Puntos y retas notables en el tri�anguloson �angulos alternos internos. An�alogamente ℄GDF = ℄GBC = �: Tenemosque el tri�angulo 4GDF es semejante al tri�angulo 4GBC y sus lados est�an enla raz�on 1 : 2: Con esto tenemos que FG = 12GC y DG = 12GB y por lo tantolas medianas CF y BD se ortan en el punto G en la raz�on 2 : 1. Haiendoun an�alisis similar se puede llegar a que la mediana que no onsideramos seinterseta on ualesquiera de las dos medianas anteriores en un punto tal quequedan divididas en la raz�on 2 : 1: Por esta raz�on tenemos que ese punto deintersei�on debe ser G, y de aqu�� onluimos que las tres medianas se intersetanen un punto. Tal punto es llamado entroide (gravientro, barientro, entro degravedad) del tri�angulo y �este divide a las medianas en la raz�on 2 : 1; a partir delos v�erties. �
B C

A
GF D�� ��

Ahora usaremos este teorema en la resolui�on de algunos problemas.Ejemplo 2.1.1 Sea G el entroide de un tri�angulo 4ABC, y sean M , N yP los entroides de los tri�angulos 4BGC, 4CGA y 4AGB, respetivamente.Demuestra que el tri�angulo 4MNP es semejante al tri�angulo 4ABC.
b

b b

bB C
A

D EMP NG



2.1 Las medianas y el gravientro 69Demostrai�on. Sean D y E los puntos medios de BG y CG, respetivamente.Tenemos que DE es paralelo a BC, adem�as, omo AP : PD = AN : NE =2 : 1 entones PN es paralelo a DE y onseuentemente a BC. An�alogamente,PM es paralelo a AC y MN es paralelo a AB. Como tenemos que 4MNP y4ABC tienen sus lados paralelos, entones son semejantes. �Ejemplo 2.1.2 Del punto M , situado en el interior del 4ABC, se trazanperpendiulares a los lados BC, AC, AB y en ellas se maran los segmentosMA1,MB1 yMC1 iguales a los orrespondientes lados del tri�angulo. Demuestraque el punto M es el entro de gravedad del 4A1B1C1:Demostrai�on. Sea D el punto de intersei�on de la l��nea A1M y el segmentoC1B1. Tenemos queC1DDB1 = jC1DA1jjB1DA1j = jC1DM jjB1DM j = jC1DA1j � jC1DM jjB1DA1j � jB1DM j ;esto es C1DDB1 = jC1MA1jjB1MA1j :Por otro lado, tenemos que jC1MA1j = jABCj = jB1MA1j, entones C1D =DB1, es deir A1D es una mediana del tri�angulo 4A1B1C1: An�alogamente sedemuestra que C1M y B1M son medianas del tri�angulo 4A1B1C1; por lo tantoM es el entroide de �este tri�angulo. �A
B C

A1

B1C1 M
D



70 Puntos y retas notables en el tri�anguloCon lo demostrado anteriormente, tenemos que si G es un punto interior deun tri�angulo 4ABC, entones �este ser�a su entroide si y s�olo si jABM j =jBCM j = jCAM j.Ejemplo 2.1.3 Sea G el entroide de un tri�angulo 4ABC: Demuestra queAB2 +BC2 + AC2 = 3(GA2 +GB2 +GC2):Demostrai�on. Sean ma; mb m las longitudes de las medianas desde los v�ertiesA; B y C: Como sabemos quema = 12p2b2 + 22 � a2,mb = 12p2a2 + 22 � b2y m = 12p2a2 + 2b2 � 2; tenemos quem2a +m2b +m2 = 14(3a2 + 3b2 + 32):Se sigue quea2 + b2 + 2 = 43(m2a +m2b +m2) = 3(GA2 +GB2 +GC2): �La f�ormula utilizada en esta demostrai�on se deja omo ejeriio.2.1.1. ProblemasProblema 2.1 Demuestra que las medianas dividen el tri�angulo en seis partesde �areas iguales.Problema 2.2 Demuestra que el �area del tri�angulo, uyos lados son iguales alas medianas de un tri�angulo dado, es igual a 34 del �area del tri�angulo dado.Problema 2.3 Los lados de un tri�angulo son a, b y . Demuestra que la longitudde la mediana ma; trazada haia el lado BC; se alula por la f�ormulama = 12p2b2 + 22 � a2:



2.1 Las medianas y el gravientro 71Problema 2.4 Demuestra que si en un tri�angulo dos medianas son igualesentones el tri�angulo es is�oseles.Problema 2.5 En un tri�angulo 4ABC se dibuja una l��nea que pasa por elentroide de �este. Se dibujan perpendiulares desde ada uno de los v�erties deltri�angulo haia esa l��nea, las uales la intersetan en los puntos que se muestranen la �gura siguiente. Demuestra que CY = AX +BZ.
B A

C
Z G Y X

b

Problema 2.6 En un uadril�atero onvexo de�niremos una mediana omo lal��nea que une un v�ertie on el entroide del tri�angulo formado por los tres v�ertiesrestantes. Demuestra que las uatro medianas en un uadril�atero se intersetanen un punto y que adem�as se dividen por �este en la raz�on 3 : 1.Problema 2.7 En un tri�angulo 4ABC on medianas AD, BE, y CF , seam = AD +BE + CF , y sea s = AB +BC + CA. Demuestra que32s > m > 34s:Problema 2.8 Demuestra que si en un tri�angulo se umple quem2a +m2b = 5m2entones �este es un tri�angulo ret�angulo.Problema 2.9 En los lados CA y CB del tri�angulo 4ABC, fuera de �el seonstruyen los uadrados CAA1C1 y CBB1C2. Demuestra que la mediana deltri�angulo 4CC1C2 trazada por el v�ertie C es perpendiular al lado AB e iguala la mitad de su longitud.



72 Puntos y retas notables en el tri�anguloProblema 2.10 En los lados del tri�angulo, fuera de �el, est�an onstruidos lostri�angulos equil�ateros 4ABC1, 4BA1C y 4CAB1. Demuestra que los en-troides de los tri�angulos 4ABC y 4A1B1C1 oiniden.Problema 2.11 Teorema de Leibniz. Supongamos queM es un punto arbitrariodel plano, G el entroide del tri�angulo 4ABC. Entones se umple la igualdad3MG2 = MA2 +MB2 +MC2 � 13(AB2 +BC2 + CA2)Problema 2.12 Consideremos el tri�angulo 4ABC: Sea E un punto sobre lamediana desde el v�ertie C: Una irunferenia a trav�es de E toa al lado ABen A e interseta a AC de nuevo en M: Otra irunferenia a trav�es de E toaa AB en B e interseta a BC de nuevo en N: Demuestra que el irun��rulodel tri�angulo 4CMN es tangente a las dos irunferenias anteriores.2.2. Las bisetries y el inentroLa reta que onsideraremos en esta sei�on tiene muhas propiedades intere-santes. Esta reta es la bisetriz (interior) de un �angulo y se de�ne omo elonjunto de puntos en el interior del �angulo los uales equidistan de los ladosde �este. Es muy senillo ver que efetivamente este onjunto de puntos es unal��nea reta y que adem�as �esta divide al �angulo en dos �angulos de la misma mag-nitud. De la misma manera que lo hiimos en la sei�on anterior, la primerapropiedad que veremos es sobre la onurrenia de las tres bisetries interioresde un tri�angulo.Teorema 2.2.1 Las bisetries de los �angulos internos de un tri�angulo on-urren en un punto, el ual es onoido omo inentro y es el entro de lairunferenia insrita en el tri�angulo.



2.2 Las bisetries y el inentro 73
bB C

A
D

E I
Demostrai�on. SeanD yE los puntos donde las bisetries internas de los �angulos℄BAC y ℄BCA ortan a los lados BC y AB, y sea I el punto de intersei�onde los segmentos AD y CE. Como AD biseta al ℄BAC entones I equidistade los lados AB y AC; adem�as omo I tambi�en pertenee al segmento CE,el ual biseta al ℄BCA, entones I equidista de los lados BC y AC. ComoI equidista de los lados AB y BC entones la bisetriz del ℄ABC tambi�enpasa por el punto I, por lo que las tres bisetries onurren en este punto. Eslaro que podemos trazar una irunferenia que sea tangente a los tres ladosdel tri�angulo y que tenga omo entro al punto I. �Ejemplo 2.2.1 Sea D el punto donde la bisetriz del ℄BAC de untri�angulo orta al lado BC, y sean a, b y  los lados BC, CA y AB, res-petivamente. Demuestra que BD = ab+ :Demostrai�on. Un truo muy bonito y el ual puede ser muy �util en la mayor��a delos problemas donde tenemos una suma de distanias, es el onstruir esa distan-ia. Por ejemplo, en nuestro problema neesitamos onstruir la distania b + .Prolonguemos CA hasta un punto F de tal manera que AF = AB = , tenemosentones que el tri�angulo 4FAB es un tri�angulo is�oseles. Sea ℄BAC = 2�,omo ℄BFA+℄ABF = 2� tenemos que ℄BFA = ℄ABF = �, esto implia



74 Puntos y retas notables en el tri�anguloque FB es paralelo a AD. Ahora, por el Teorema de Tales tenemos queBDFA = BCFC =) BD = BC � FAFC = ab+ : �

B C
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D

F
 b� � ��

Ejemplo 2.2.2 Sean a; b y  los lados BC, CA y AB, de un tri�angulo4ABC.Sea I el inentro y D el punto donde la bisetriz del ℄BAC orta al lado BC.Demuestra que AIID = b+ a :Demostrai�on. Por A trazamos una paralela a BC. Las bisetries de ℄B y℄C intersetan a esta paralela en N y M , respetivamente. Como ℄AMC =℄ACM = � tenemos AM = AC = b. An�alogamente, AN = AB = . Adem�as,tenemos que 4IMN s 4ICB; esto implia queAIID = MNBC = b+ a : �
bB C

AM N
DI bb 

�� ��
��



2.2 Las bisetries y el inentro 75El resultado del siguiente ejemplo tiene una gran utilidad en la solui�on de pro-blemas donde intervienen simult�aneamente la irunferenia insrita y la irun-ferenia irunsrita.Ejemplo 2.2.3 Sea I el inentro de un tri�angulo 4ABC. Demuestra que elentro de la irunferenia irunsrita al tri�angulo 4BIC est�a sobre la l��neaAI.Demostrai�on. Sea L el punto donde la bisetriz del ℄A interseta al irun��ru-lo, entones L es el entro de la irunferenia irunsrita al tri�angulo 4BIC.Para probar esto basta demostrar que LB = LI = LC. Tenemos que LB = LC,por ser uerdas de aros iguales. Por otro lado, tenemos que ℄BIL = ℄BAI +℄ABI = � + �, adem�as tenemos que ℄CBL = ℄CAL = � y on esto lle-gamos a que ℄IBL = � + �: Hemos desmostrado entones, que el tri�angulo4BIL es is�oseles y on esto tenemos que LB = LI = LC. �
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Ejemplo 2.2.4 Sean M , N , y P , los puntos medios de los aros BC, CA yAB, respetivamente, de la irunferenia irunsrita al tri�angulo4ABC.MPy MN intersetan en D y E a los lados AB y AC. Demuestra que DE esparalela a BC y que pasa por el inentro del tri�angulo 4ABC.Demostrai�on. Sea I el inentro del tri�angulo. Usando el resultado del ejemploanterior, tenemos que PB = PI y MB = MI. Con esto tenemos que MP



76 Puntos y retas notables en el tri�anguloes perpendiular a BI la mediatriz de BI, lo que implia que BD = DI y℄DBI = ℄DIB = ℄IBC; es deir, DI es paralela a BC. An�alogamente, sedemuestra que EI es paralela a BC. Por lo tanto, DE es paralela a BC y pasapor el inentro del tri�angulo 4ABC. �
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2.2.1. ProblemasProblema 2.13 Demuestra que la bisetriz del �angulo reto de un tri�anguloret�angulo divide por la mitad el �angulo entre la mediana y la altura bajadassobre la hipotenusa.Problema 2.14 Sea I el inentro de un tri�angulo 4ABC. Sea ℄BAC = �.Demuestra que ℄BIC = 90Æ + �2 :Problema 2.15 El uadril�atero ABCD est�a irunsrito a una irunfereniaon entro O. Demuestra que℄AOB + ℄COD = 180Æ:



2.2 Las bisetries y el inentro 77Problema 2.16 Se da una irunferenia y un punto A fuera de �esta. ABy AC son tangentes a la irunferenia (B y C son los puntos de tangenia).Demuestra que el entro de la irunferenia insrita en el tri�angulo 4ABC sehalla en la irunferenia dada.Problema 2.17 La bisetriz interior de ℄B y la bisetriz exterior de ℄C de un4ABC se intersetan en D. A trav�es de D se traza una l��nea paralela a BC laual interseta AC en L y AB en M . Si las longitudes de LC y MB son 5 y 7,respetivamente. Enuentra la longitud de LM .A
B C

M L D
��Problema 2.18 En un tri�angulo 4ABC, sean E y D puntos sobre los la-dos AB y AC, respetivamente. BF biseta el ℄ABD, y CF biseta ℄ACE.Demuestra que ℄BEC + ℄BDC = 2℄BFC.Problema 2.19 Sea r el radio de la irunferenia insrita en un tri�anguloret�angulo 4ABC on �angulo reto en C. Sean AB = , BC = a y CA = b.Demuestra que r = a+ b� 2 :Problema 2.20 Sea D un punto en el lado BC de un tri�angulo 4ABC: De-muestra que los in��rulos de los tri�angulos4ABD y4ADC son tangentes entres��, si y s�olo si, D es el punto de tangenia del in��rulo del tri�angulo 4ABC.



78 Puntos y retas notables en el tri�anguloA
B CDProblema 2.21 Sobre la base AC del tri�angulo is�oseles 4ABC se toma unpunto M de manera que AM = a, MC = b. En los tri�angulos 4ABM y4CBM est�an insritas irunferenias. Enuentra la distania entre los puntosde tangenia del lado BM on esta irunferenias.Problema 2.22 Sea AD la bisetriz del ℄BAC de un tri�angulo 4ABC. De-muestra que BDDC = ABAC :Problema 2.23 Demuestra que si a y b son dos lados de un tri�angulo, � es el�angulo entre estos y `, la bisetriz de �este �angulo, entones` = 2ab � Cos �2a+ b :Problema 2.24 La bisetriz del �angulo ℄BAC interseta al lado BC en unpunto D y al irun��rulo en un punto L: Sean `D = AD y `L = AL: Demuestraque `D � `L = b � :Problema 2.25 Sean a; b y  las longitudes de los lados BC, CA y AB de untri�angulo 4ABC. Sean I el inentro y G el gravientro del 4ABC. Demuestraque IG es paralelo a BC si y s�olo si 2a = b+ .



2.2 Las bisetries y el inentro 79Problema 2.26 Las bisetries de los �angulos A y B del tri�angulo 4ABCintersetan los lados BC y CA en los puntos D y E, respetivamente. Si seumple que AE +BD = AB, determina el �angulo C.Problema 2.27 En un tri�angulo 4ABC, ℄A = 60Æ y las bisetries BB0 yCC 0 se intersetan en I. Demuestra que IB0 = IC 0.Problema 2.28 Demuestra que las uatro proyeiones del v�ertie A del tri�angu-lo 4ABC sobre las bisetries exteriores e interiores de los �angulos ℄B y ℄Cson olineales.Problema 2.29 En los lados opuestos BC y DA de un uadril�atero onvexose toman los puntos M y N , de tal manera queBM : MC = AN : ND = AB : CD:Demuestra que la reta MN es paralela a la bisetriz del �angulo formado por loslados AB y CD.Problema 2.30 En los rayos AB y CB del tri�angulo 4ABC est�an trazadoslos segmentos AM y CN de tal manera que AM = CN = p, donde p es elsemiper��metro del tri�angulo (B se halla entre A yM , as�� omo entre C y N). SeaK el punto de la irunferenia irunsrita el ual es diametralmente opuestoa B. Demuestra que la perpendiular trazada desde K sobre MN pasa por elinentro del tri�angulo 4ABC.Problema 2.31 Sea BC el di�ametro de una irunferenia � que tiene entroO. Sea A un punto de � tal que 0Æ < ℄AOB < 120Æ. Sea D el punto mediodel aro dAB que no ontiene a C. La paralela a DA que pasa por O intersetaa AC en J . La perpendiular a OA por su punto medio interseta a � en E yF . Prueba que J es el inentro del tri�angulo �CEF .Problema 2.32 El tri�angulo 4ABC est�a insrito en una irunferenia. Lasbisetries interiores de los �angulos ℄A, ℄B y ℄C, ortan a la irunferenia denuevo en los puntos D, E y F , respetivamente. Demuestra que



80 Puntos y retas notables en el tri�angulo(a) jDEF j � jABCj(b) DE + EF + FA � AB +BC + CA() AD +BE + CF > AB +BC + CAProblema 2.33 Dado el tri�angulo 4ABC, se traza una l��nea l paralela al ladoAB la ual pasa por el v�ertie C. La bisetriz del �angulo ℄BAC interseta ellado BC en D y a l en E. La bisetriz del �angulo ℄ABC interseta el lado ACen F y a l en G. Si GF = DE, demuestra que AC = BC.Problema 2.34 Sea 4ABC un tri�angulo on AB = AC: Las bisetries delos �angulos ℄CAB y ℄ABC ortan a los lados BC y CA en D y E; respe-tivamente. Sea I el inentro del tri�angulo ADC: Supongamos que el �angulo℄BEI = 45Æ. Determinar todos los posibles valores de ℄CAB:2.3. Las alturas y el ortoentroEn esta sei�on analizaremos las propiedades de las alturas del tri�angulo. Reorde-mos que la altura de un tri�angulo es la l��nea perpendiular a un lado trazada desdeel v�ertie opuesto a este lado. Como en las anteriores l��neas que hemos analizado,tambi�en se umple:Teorema 2.3.1 Las alturas de un tri�angulo se intersetan en un punto.Demostrai�on. En el tri�angulo4ABC sean D y E los pies de las alturas sobre loslados BC y AC, respetivamente, y sea H el punto de intersei�on de AD y BE.Se traza la l��nea CH la ual interseta al lado AB en el punto F . Para demostrarque CF es una altura, bastar�a on demostrar que el uadril�atero AFDC es��lio, porque as�� de esta manera el ℄AFC ser��a igual al ℄ADC = 90Æ. Paraesto, omo sabemos que ℄HDC = 90Æ = ℄HEC entones tenemos que eluadril�atero HDCE es ��lio. De aqu�� se sigue que ℄HED = ℄HCD = �.Por otro lado, el uadril�atero BDEA tambi�en es ��lio ya que ℄BDA = 90Æ =



2.3 Las alturas y el ortoentro 81℄BEA, entones ℄BAD = ℄BED = �. Ahora, omo ℄BAD = ℄FCB = �,entones se onluye que el uadril�atero AFDC es ��lio y por lo tanto CF esuna altura del tri�angulo4ABC. El punto H es llamado ortoentro del tri�angulo.� A
B D C

EF H ���
b

Ejemplo 2.3.1 Dos tri�angulos4A1BC y4A2BC estan insritos en un ��ruloy tienen el lado BC en om�un. Sean H1 y H2 los ortoentros de los tri�angulos4A1BC y 4A2BC, respetivamente. Demuestra que el segmento H1H2 esigual y paralelo al segmento A1A2.Demostrai�on. Sean O el entro del ��rulo y M el punto medio de BC. Sabemosque la distania de un v�ertie al ortoentro es el doble de la distania del entrode la irunferenia haia el lado opuesto a ese v�ertie1, on esto tenemos queH1A1 = 2 � OM y H2A2 = 2 � OM , esto implia que H1A1 = H2A2 y adem�asomo son paralelas, podemos onluir que H1A1A2H2 es un paralelogramo. �1Este resultado es bastante �util. Su demostrai�on se deja omo ejeriio en la siguientesei�on.



82 Puntos y retas notables en el tri�angulo
b

b

b

B CA1
A2

M H2
H1

0
Ejemplo 2.3.2 Sean AD, BE y CF las alturas de un tri�angulo aut�angulo4ABC y sea H su ortoentro. Sea N el punto medio de AH y sea M el puntomedio de BC. Demuestra que NM es perpendiular a FE.Demostrai�on. Sabemos que los uadril�ateros AFHE y FBCE son ��lios ysus entros son N y M , respetivamente. Adem�as, la uerda FE es om�un asus irunferenias. Como ya vimos que la uerda om�un de dos irunfereniases perpendiular a la l��nea de sus entros, tenemos que NM?FE: �
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b
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2.3 Las alturas y el ortoentro 832.3.1. ProblemasProblema 2.35 Demuestra que en un tri�angulo los puntos sim�etrios al orto-entro, on respeto a los lados, est�an en la irunferenia irunsrita.Problema 2.36 Sea AD la altura de el tri�angulo 4ABC, H el ortoentro.Demuestra que BD �DC = AD �DH:Problema 2.37 Demuestra que el produto de las partes en las uales el orto-entro divide una altura, es el mismo para las tres alturas.Problema 2.38 Sea H el ortoentro de un tri�angulo 4ABC. Demuestra quelos irun��rulos de los uatro tri�angulos 4ABC, 4HBC, 4HAC y 4HAB,tienen todos el mismo radio.Problema 2.39 Demuestra que el ortoentro de un tri�angulo aut�angulo es elinentro de su tri�angulo �ortio2.Problema 2.40 Sea H el ortoentro de el tri�angulo 4ABC. En la reta CHse toma un punto K tal que 4ABK es un tri�angulo ret�angulo. Demuestra quejABKj =pjABCj � jABHj.Problema 2.41 El tri�angulo 4ABC est�a insrito en una irunferenia. Lasbisetries interiores de los �angulos ℄A, ℄B y ℄C, ortan a la irunferenia denuevo en los puntos D, E y F , respetivamente. Sea I el inentro del tri�angulo4ABC. Demuestra que I es el ortoentro del tri�angulo 4DEF:Problema 2.42 Sea AD la altura desde A en el tri�angulo 4ABC. Sean Xy Y los puntos medios de las otras dos alturas, H el ortoentro y M el puntomedio de BC. Demuestra que el irun��rulo de 4DXY pasa por H y por M .Tambi�en, demuestra que los tri�angulos 4ABC y 4DXY son semejantes.2El tri�angulo �ortio es el formado por los pies de las alturas.



84 Puntos y retas notables en el tri�anguloProblema 2.43 Sea l una reta que pasa por el ortoentro de un tri�angulo.Demuestra que las retas sim�etrias a l, on respeto a los lados del tri�angulo,onurren en un punto.Problema 2.44 Sean E y F puntos sobre los ladosBC y CD, respetivamente,de un uadrado ABCD. Sean M y N las interseiones de AE y AF on BD,y sea P la intersei�on de MF on NE. Si ℄EAF = 45Æ, demuestra que APes perpendiular a EF .Problema 2.45 Sea ABCD un ret�angulo y sea P un punto sobre su ir-un��rulo, diferente de los v�erties del ret�angulo. Sea X, Y , Z y W las proye-iones de P sobre las l��neas AB, BC, CD, y DA, respetivamente. Demuestraque uno de los puntos X, Y , Z �o W es el ortoentro del tri�angulo formado porlos otros tres.Problema 2.46 AD, BE y CF son las alturas de un tri�angulo aut�angulo4ABC. K y M son puntos en los segmentos DF y EF , respetivamente.Demuestra que si los �angulos℄MAK y ℄CAD son iguales, entones AK bisetael �angulo ℄FKM .Problema 2.47 Sea 4ABC un tri�angulo aut�angulo no is�oseles. La bisetrizdel �angulo agudo entre las alturas desde A y C interseta a AB en P y a BCen Q: La bisetriz del �angulo \ABC interseta a la l��nea HN en R, donde H esel ortoentro y N el punto medio de AC: Demuestra que el uadril�atero BRPQes ��lio.2.4. Las mediatries y el irunentroConsideremos un segmento �jo AB. Ahora onsideremos el onjunto de puntosque equidistan de los puntos A y B: Sean M el punto medio de AB y P uno delos puntos de tal onjunto. Dado que PA = PB y AM = MB; tenemos quePM?AB: De esta manera podemos observar que el onjunto de puntos queequidistan de los extremos del segmento AB es una l��nea perpendiular a AB



2.4 Las mediatries y el irunentro 85por su punto medio. Esta l��nea se llama mediatriz del segmento. Primeramentedemostramos que:Teorema 2.4.1 Las mediatries de los tres lados de un tri�angulo se intersetanen un punto. El punto de onurrenia es el entro de la iruferenia irunsritaal tri�angulo y es llamado irunentro.Demostrai�on. Sea 4ABC el tri�angulo, D, E, F los puntos medios de loslados BC, CA, y AB; respetivamente. Trazamos las mediatries de los ladosAB y AC las uales se intersetan en el punto O. Tenemos que AO = BO,por de�nii�on de mediatriz, y de la misma manera AO = CO. Como BO =CO entones DO es mediatriz del lado BC, por lo que las tres mediatries seintersetan en un punto el ual es el entro de la irunferenia irunsrita altri�angulo. �
bB C

AF D EO
Ejemplo 2.4.1 En un tri�angulo 4ABC sean H el ortoentro y O el irun-entro. Sea D el punto donde la l��nea AO interseta al irun��rulo. Demuestraque HD biseta el lado BC.Demostrai�on. Tenemos que ℄ADC = ℄ABC y ℄ACD = 90Æ, entones � =℄CAD = 90Æ�℄ADC = 90Æ�℄ABC = ℄HCB y omo ℄CBD = ℄CAD =�, tenemos que HC es paralela a BD. Por otro lado, � = ℄BCD = ℄BAD =℄BAC��; y adem�as omo ℄BAL = 90Æ�℄ABC = �; tenemos que ℄HBC =



86 Puntos y retas notables en el tri�angulo℄LAC = ℄BAC � � = �; entones HB es paralela a CD. Tenemos entonesque HBDC es un paralelogramo y por lo tanto, sus diagonales se bisetan. �
b
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2.4.1. ProblemasProblema 2.48 En un tri�angulo equil�atero 4ABC, el punto K divide el ladoAC en la raz�on 2 : 1 y el punto M divide al lado AB en la raz�on 1 : 2.Demuestra que la longitud del segmentoKM es igual al radio de la irunfereniairunsrita en el tri�angulo 4ABC.Problema 2.49 Si s, r y R son el semiper��metro, el inradio y el irunradio deun tri�angulo 4ABC; demuestra que ab = 4srR:Problema 2.50 Tres irunferenias tienen un punto om�un O: Los lados deltri�angulo 4ABC pasan por los otros puntos de intersei�on entre los paresde irunferenias, omo se muestra en la �gura. Demuestra que el tri�anguloformado por los entros de las irunferenias es semejante al tri�angulo 4ABC.



2.4 Las mediatries y el irunentro 87
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Problema 2.51 En un tri�angulo 4ABC sean H, O y M; el ortoentro, elirunentro y el punto medio del lado BC; respetivamente. Demuestra queAH es el doble de OM .Problema 2.52 Sean M y N las proyeiones del ortoentro de un tri�angulo4ABC sobre las bisetries interior y exterior del �angulo ℄B: Demuestra quela l��nea MN biseta al lado AC:Problema 2.53 En un tri�angulo4ABC seaH el ortoentro, O el irunentro,sea AL la bisetriz de el ℄BAC. Demuestra que AL biseta el ℄HAO.Problema 2.54 Sean AD, BE y CF las alturas de un tri�angulo aut�angulo4ABC y sean H y O su ortoentro y irunentro, respetivamente. La l��neaAO interseta a CF en el punto P . Si FP = HE, demuestra que AB = BC.Problema 2.55 En un tri�angulo 4ABC; la bisetriz del �angulo ℄A intersetaal lado BC en U . Demuestra que la mediatriz de AU , la perpendiular a BCpor U y el irundi�ametro a trav�es de A son onurrentes.Problema 2.56 En un tri�angulo 4ABC; sean H y O su ortoentro y irun-entro, respetivamente. Sea M el punto medio de AB. Sea H1 el reejado de



88 Puntos y retas notables en el tri�anguloH on respeto a C y sea C1 el reejado de C on respeto a M . Demuestraque C1, O y H1 est�an alineados.Problema 2.57 Sea ABCD un uadril�atero onvexo tal que \DAB = \ABC =\BCD: Sean H y O el ortoentro y el irunentro del tri�angulo 4ABC; res-petivamente. Demuestra que H, O y D son olineales.Problema 2.58 A trav�es del ortoentro H de un tri�angulo 4ABC, se trazauna paralela a AB la ual interseta BC en D: Tambi�en por H se traza unaparalela a AC la ual interseta a BC en E. Las perpendiulares a BC en D yE intersetan a AB y AC en D0 y E 0, respetivamente. Demuestra que D0E 0interseta al irun��rulo en los puntos B0 y C 0 los uales son diametralmenteopuestos a los v�erties B y C, respetivamente.Problema 2.59 Sea4ABC un tri�angulo aut�angulo on AB 6= AC. El ��ruloon di�ametro BC interseta los lados AB y AC en M y N , respetivamente.Sea O el punto medio del lado BC. Las bisetries de los �angulos BAC yMONse intersetan en R. Demuestra que los irun��rulos de los tri�angulos 4BMRy 4CNR tienen un punto om�un sobre el lado BC.2.5. Las simedianasLas l��neas que analizaremos en esta sei�on quiz�a son un poo menos popularesque las anteriores. Sin embargo, los resultados onernientes on ellas resultande gran utilidad al resolver problemas en los uales es neesario probar que al-guna l��nea divide por la mitad alg�un segmento. Estas l��neas llevan el nombre desimedianas y son de�nidas de la siguiente manera:De�nii�on 2.5.1 Una reta sim�etria a la mediana de un tri�angulo, on respe-to a la bisetriz del mismo �angulo del ual parte la mediana, se llama simediana.Lema 2.5.1 Sean l y m dos l��neas isogonales (que forman �angulos igualeson respeto a la bisetriz del �angulo) on respeto al �angulo ℄BAC de un



2.5 Las simedianas 89tri�angulo 4ABC. Sean P y Q, puntos sobre l y m, respetivamente. Entoneslas distanias desde P haia AB y AC son inversamente proporionales a lasrespetivas distanias desde Q haia AB y AC.Demostrai�on. Sean x e y las distanias desde P haia AB y AC, respetiva-mente; y sean r y s las distanias desde Q haia AB y AC, respetivamente.Sean tambi�en, D y E los pies de las perpendiulares desde P y sean F y G lospies de las perpendiulares desde Q omo se muestra en la �gura. Para demostrarel lema basta on probar que xy = sr :Para esto, tenemos que 4ADP � 4AQG y on estoDPQG = APAQ;tambi�en, omo 4APE � 4AQF tenemos quePEFQ = APAQ;entones xy = sr : �A
B C

EF GD P Qr sx yl m� �
Tenemos ahora el siguiente teorema, el ual resulta de gran utilidad al trabajaron simedianas:



90 Puntos y retas notables en el tri�anguloTeorema 2.5.1 Supongamos que la simediana que parte del v�ertie A deltri�angulo 4ABC orta a BC en el punto K. Entones se umple queBKKC = AB2AC2 :Demostrai�on. Sea M el punto medio del lado BC y sean x, y, r y s perpendi-ulares a los lados AB y AC omo se muestra en la �gura. Sabemos queBKKC = jABKjjAKCj = AB � xAC � y :Por otro lado, de la igualdad jABM j = jAMCj tenemos quesr = ABAC :Adem�as, por el lema anterior tenemos quexy = sr :Con esto tenemos que BKKC = AB2AC2 : �
B K M C

A
x r y s

Ahora, ya estamos listos para demostrar el siguiente teorema sobre onurreniade las simedianas:Teorema 2.5.2 Las tres simedianas de un tri�angulo onurren en un puntollamado punto simediano



2.5 Las simedianas 91Demostrai�on. Sea P el punto donde las simedianas desde los v�erties B y C seintersetan. Sean x; y y z las longitudes de las perpendiulares desde P sobrelos lados BC; CA y AB, respetivamente. Del razonamiento en la demostrai�onanterior tenemos que zx = ABBC y xy = BCAC :Multipliando ambas expresiones tenemos quezy = ABAC ;lo que signi�a que el punto P pertenee a la simediana desde el v�ertie A: �
b

A
B Cx yz P

Ahora daremos una araterizai�on de la simediana de un tri�angulo, la ual enmuhas oasiones resulta ser de gran utilidad uando interviene el irun��rulodel tri�angulo.Ejemplo 2.5.1 Las tangentes a la irunferenia irunsrita de un tri�angulo4ABC en los puntos B y C se intersetan en un punto P . Entones tenemosque AP es la simediana del lado BC.Demostrai�on. Por P trazamos una l��nea de manera que intersete a la linea ABen un punto D tal que DP = BP . Esta misma l��nea interseta a la l��nea AC enun punto E. Como ℄PBD = ℄ACB = �; tenemos que ℄BDP = �, lo ualimplia que BDEC es un uadril�atero ��lio. Entones, ℄CEP = ℄ABC =℄PCE = �, es deir, 4CPE es is�oseles. Como BP = PC, tenemos queDP = PE, es deir, AP es la mediana del tri�angulo 4ADE y omo 4ADE �



92 Puntos y retas notables en el tri�angulo4ABC tenemos que AP es la simediana del tri�angulo 4ABC trazada haia ellado BC. � A
B C

D P E�
�

�� � �
Ejemplo 2.5.2 Demuestra que las uerdas omunes de la irunferenia ir-unsrita on las irunferenias de Apolonio de un tri�angulo dado son simedianasde este tri�angulo. A

B CD MS L
N

E �� �



2.5 Las simedianas 93Demostrai�on. Sabemos que la irunferenia de Apolonio del v�ertie A pasapor los pies de las bisetries exterior e interior del mismo v�ertie. Sea E elpie de la bisetriz exterior y sea D el pie de la bisetriz interior, adem�as, seaL el punto donde la bisetriz interior interseta a la irunferenia irunsrita.Desde L trazemos la perpendiular a BC, la ual interseta BC en el puntoM y a la irunferenia irunsrita en N . La l��nea ND interseta de nuevoal irun��rulo en un punto S. Sabemos que el uadril�atero DMNA es ��lio,entones ℄DNM = ℄DAM = �; adem�as ℄SAL = ℄SNL = �: Con estotenemos que AS es simediana del tri�angulo 4ABC, s�olo falta probar que eluadril�atero AESD es ��lio. Para esto, tenemos que ℄EAS = 90Æ � � yomo ℄EDS = ℄MDN = 90Æ � �, tenemos que AESD es ��lio. Con estohemos probado que AS es la uerda om�un de la irunferenia de Apolonio yla irunferenia irunsrita al tri�angulo 4ABC. �2.5.1. ProblemasProblema 2.60 En un tri�angulo 4ABC sea D el punto donde la simediana,trazada haia el lado BC, interseta al irun��rulo de �este. Demuestra que lal��nea CB es simediana del tri�angulo 4ADC.Problema 2.61 El uadril�atero ABCD es ��lio. Los pies de las perpendi-ulares desde D haia las l��neas AB, BC, CA, son P;Q;R, respetivamente.Demuestra que las bisetries de las �angulos ℄ABC y ℄CDA se intersetansobre la l��nea AC si y s�olo si RP = RQ.Problema 2.62 La tangente a la irunferenia irunsrita de un tri�angulo4ABC por el punto A interseta a la l��nea BC en un punto P . Se traza laotra tangente a la irunferenia desde P y �esta la interseta en un punto Q.Demuestra que AQ es simediana del tri�angulo 4ABC.Problema 2.63 Sea ABCD un uadril�atero on AD paralelo a BC, los �angu-los en A y B retos y tal que el �angulo ℄CMD es reto, donde M es el puntomedio de AB. Sean K el pie de la perpendiular a CD que pasa por M , P el



94 Puntos y retas notables en el tri�angulopunto de intersei�on de AK on BD y Q el punto de intersei�on de BK onAC. Demuestra que el �angulo ℄AKB es reto y queKPPA + KQQB = 1:Problema 2.64 Un hex�agono onvexo ABCDEF est�a insrito en una irun-ferenia de tal manera que AB = CD = EF y las diagonales AD, BE y CFonurren en un punto. Sea P el punto de intersei�on de AD y CE. Demuestraque CPPE = �ACCE�2 :Problema 2.65 Sea N el punto de intersei�on de las tangentes a la irunfe-renia irunsrita de un tri�angulo 4ABC trazadas por los puntos B y C. SeaM un punto en la irunferenia de tal manera que AM es paralelo a BC y seaK el punto de intersei�on de MN on la irunferenia. Demuestra que KAdivide BC por la mitad.Problema 2.66 Desde un punto A exterior a una irunferenia est�an trazadaslas tangentes AM y AN . Tambi�en desde A se traza una seante que orta lairunferenia en los puntos K y L. Trazamos una reta arbitraria l paralela aAM . Supongamos que KM y LM ortan l en los puntos P y Q. Demuestraque la reta MN divide el segmento PQ por la mitad.Problema 2.67 La reta ` es perpendiular al segmento AB y pasa por B. Lairunferenia on el entro situado en ` pasa por A y orta ` en los puntos C yD. Las tangentes a la irunferenia en los puntos A y C se intersetan en N .Demuestra que la reta DN divide el segmento AB por la mitad.Problema 2.68 Dos irunferenias se intersetan en dos puntos. Sea A unode los puntos de intersei�on. Desde un punto arbitrario que se halla en la pro-longai�on de la uerda om�un de las irunferenias dadas, est�an trazadas haiauna de �estas dos tangentes que tienen ontato on �esta en los puntos M y N .Sean P y Q los puntos de intersei�on de las retas MA y NA, respetivamente,on la segunda irunferenia. Demuestra que la reta MN parte el segmentoPQ por la mitad.



2.5 Las simedianas 95Problema 2.69 Sea AD una altura de un tri�angulo 4ABC. ConsideremosAD omo di�ametro de una irunferenia que orta los lados AB y AC en Ky L, respetivamente. Las tangentes a la irunferenia en los puntos K y Lse intersetan en un punto M . Demuestra que la reta AM divide BC por lamitad.Problema 2.70 Sea 4ABC un tri�angulo en el que ℄B > 90Æ y en el que unpunto H sobre AC tiene la propiedad de que AH = BH, y BH es perpendiulara BC. Sean D y E los puntos medios de AB y BC, respetivamente. Por Hse traza una paralela a AB que orta a DE en F . Demuestra que ℄BCF =℄ACD:Problema 2.71 Un uadril�atero onvexo ABCD tiene AD = CD y ℄DAB =℄ABC < 90Æ: La reta por D y el punto medio de BC interseta a la reta ABen un punto E. Demuestra que ℄BEC = ℄DAC.Problema 2.72 Se onsidera el tri�angulo 4ABC y su irunferenia iruns-rita. Si D y E son puntos sobre el lado BC tales que AD y AE son, respeti-vamente, paralelas a las tangentes en C y en B a la irunferenia irunsrita.Demuestra que BECD = AB2AC2 :Problema 2.73 Las tangentes en B y C al irun��rulo de un tri�angulo4ABC se ortan en X. Sea M el punto medio de BC. Demuestra que℄BAM = ℄CAX y AMAX = Cos (℄BAC) :Problema 2.74 Dado un tri�angulo 4ABC y su inun��rulo 
, denotaremoson A0 el punto de intersei�on de las tangentes a 
 en B y C. De�nimos B0 yC 0 de manera similar.(a) Demuestra que las l��neas AA0, BB0 y CC 0 onurren.(b) Sea K el punto de onurrenia en (a) y sea G el entroide del tri�angulo4ABC. Demuestra que KG es paralela a BC, si y s�olo si 2a2 = b2 + 2,donde a, b y  son las longitudes de los lados del tri�angulo 4ABC.



96 Puntos y retas notables en el tri�angulo2.6. Cirunferenias ex-insritasDado un tri�angulo existen 4 irunferenias que son tangentes a sus lados. Unade �estas, la ual vimos anteriormente, es la irunferenia insrita, la ual tieneontato on los lados en el interior. Sin embargo, si permitimos que las irun-ferenias tengan ontato on las prolongaiones de los lados, entones tenemostres posibilidades m�as. Estas irunferenias tienen ontato on uno de los ladosen su interior y on los dos lados restantes en sus prolongaiones, y se les onoeon el nombre de irunferenias ex-insritas. Veamos omo se determinan:

b

A
B CF

G H
IArA rA rA

� �
� ���

Sea IA el punto de intersei�on de la bisetriz interior del �angulo ℄A y la bisetrizexterior del �angulo ℄C. Como IA pertenee a la bisetriz interior del �angulo ℄A,entones equidista de los lados AB y AC, pero omo tambi�en pertenee a la



2.6 Cirunferenias ex-insritas 97bisetriz exterior del �angulo ℄C entones equidista de los lados BC y AC. Loanterior quiere deir que el punto IA equidista de los lados AB y BC, esto es, quela bisetriz exterior del �angulo ℄B pasa por IA, por lo tanto la bisetriz interiordel �angulo ℄A y las bisetries exteriores de los �angulos ℄B y ℄C onurren enun punto, al ual se le llama el exentro on respeto al v�ertie A y es denotadoom�unmente omo IA. Sean F , G, y H los pies de las perpendiulares desde IAhaia los lados AB, BC, y CA. Consideremos la distania IAG omo radio e IAomo entro y trazemos una irunferenia la ual es tangente a AB, BC, y CAen los puntos F , G, y H: Esta irunferenia es preisamente la irunfereniaex-insrita del lado BC. La distania IAG es el exradio y lo denotaremos omorA.Ejemplo 2.6.1 Sea r el radio de la irunferenia insrita en el 4ABC y searA el radio de la irunferenia ex-insrita del 4ABC; on respeto al lado a.Demuestra que rrA = s� asdonde s es el semiper��metro del tri�angulo.Demostrai�on. En la �gura anterior tenemos que AF = AH, adem�as AF +AH = AB +BG+GC + CA = 2s, entones AH = AF = s: Tenemos quejABCj = jAFIAHj � jBFIAHCj= jAFIAHj � 2jBIACj= srA � arA= (s� a)rA;y omo jABCj = sr, entones (s� a)rA = sr;de donde obtenemos la igualdad deseada. �Ejemplo 2.6.2 El 4ABC tiene insrita una irunferenia. Supongamos queM es el punto de tangenia de la irunferenia on el lado AC, MK es eldi�ametro. La reta BK orta AC en el punto N . Demuestra que AM = NC:



98 Puntos y retas notables en el tri�anguloDemostrai�on. PorK trazamos la retaDE paralela aAC. El tri�angulo4BDE �4BAC. Tenemos que la irunferenia insrita en el tri�angulo 4ABC es la ir-unferenia ex-insrita del tri�angulo 4BDE (respetiva al lado DE), entonesN es el punto de tangenia de la irunferenia ex-insrita del tri�angulo 4ABCon el lado AC. Tenemos que BC +CN = s; lo ual implia que NC = s� a,y omo sabemos que AM = s� a, onluimos que AM = NC. �
bA

B
C

D EKIM N2.6.1. ProblemasProblema 2.75 Demuestra que el tri�angulo 4ABC es el tri�angulo �ortio deltri�angulo 4IAIBIC :Problema 2.76 Demuestra quejABCj = (s� a)rA = (s� b)rB = (s� )rC :Problema 2.77 Demuestra que1rA + 1rB + 1rC = 1r :Problema 2.78 Demuestra que



2.6 Cirunferenias ex-insritas 99(a) rA + rB + rC + r = a+ b+ (b) r2A + r2B + r2C + r2 = a2 + b2 + 2Problema 2.79 Dado un tri�angulo 4ABC; sea S el �area del tri�angulo onv�erties en los puntos de ontato del in��rulo on los lados del tri�angulo. Ahora,sea SA el �area del tri�angulo on v�erties en los puntos de ontato del ex��ru-lo (on respeto al v�ertie A) on los lados del tri�angulo. De manera similarde�nimos SB y SC : Demuestra que1SA + 1SB + 1SC = 1S :Problema 2.80 Demuestra queTan�℄A2 � =s(s� b)(s� )s(s� a) :Problema 2.81 Demuestra queTan�℄A2 �Tan�℄B2 � = rrC :Problema 2.82 Dado un 4ABC; por su v�ertie C pasan n� 1 retas CM1,CM2, ... , CMn�1 que lo dividen en n tri�angulos menores 4ACM1, 4M1CM2,...,4Mn�1CB (los puntosM1; M2; :::; Mn�1 est�an sobre el ladoAB). Sup�ongaseque r1; r2; :::; rn y �1; �2; :::; �n denotan, respetivamente, los radios de los ��ru-los insritos de esos tri�angulos y los ��rulos ex-insritos que se enuentran dentrodel �angulo ℄C de ada tri�angulo. Sean r y � los radios de los ��rulos insrito yex-insrito del propio tri�angulo 4ABC. Probar quer1�1 � r2�2 � ::: � rn�n = r�:Problema 2.83 Sea ABCD un trapeio is�oseles, on AB paralelo a CD. Lairunferenia insrita del tri�angulo4BCD interseta CD en E. Sea F el puntosobre la bisetriz interna del �angulo ℄DAC, tal que EF?CD. El irun��rulodel tri�angulo4ACF interseta la l��nea CD en C yG. Demuestra que el tri�angulo4AFG es is�oseles.



100 Puntos y retas notables en el tri�anguloProblema 2.84 En un paralelogramo ABCD se trazan las irunferenias deentros O y O0 y radios R y R0 ex-insritas a los tri�angulos 4ABD y 4BCD,relativas a los lados AD y CD, respetivamente.(a) Demuestra que las irunferenias son tangentes a BD en un mismo puntoF(b) Demuestra que D es el ortoentro del tri�angulo 4OBO0.() Demuestra que FB � FD = R � R0Problema 2.85 En un tri�angulo aut�angulo 4ABC, la bisetriz interna del�angulo ℄A interseta la irunferenia irunsrita al tri�angulo 4ABC en A1.Los puntos B1 y C1 son de�nidos de manera semejante. Sea A0 el punto deintersei�on de la l��nea AA1 on las bisetries externas de los �angulos ℄B y℄C. Los puntos B0 y C0 se de�nen de manera semejante. Demuestra que(a) jA0B0C0j = 2jAC1BA1CB1j(b) jA0B0C0j � 4jABCj2.7. Teoremas de Ceva y MenelaoEn esta sei�on veremos un par de teoremas que resultan de gran utilidad uandotratamos on problemas sobre l��neas onurrentes o puntos olineales. Estosteoremas son los onoidos Teorema de Ceva y Teorema de Menelao. Cada unode ellos tiene una doble utilidad, ya que podemos apliarlos ya sea para demostrarque iertas l��neas son onurrentes (iertos puntos son olineales), o una vez quesabemos que iertas l��neas son onurrentes (puntos olineales) queremos obtenerinformai�on sobre �estas.Antes de enuniar los teoremas menionados, introduimos el t�ermino eviana.Deimos que dado un tri�angulo, una l��nea que pasa por alguno de sus v�erties esuna eviana.



2.7 Teoremas de Ceva y Menelao 101Teorema 2.7.1 Teorema de Ceva. Dado un tri�angulo 4ABC; sean D; E y Fpuntos sobre las l��neas BC, CA y AB, respetivamente. Entones, las evianasAD, BE y CF onurren si y s�olo siAFFB � BDDC � CEEA = 1:Demostrai�on. Demostraremos el teorema para el aso en que las evianas inter-setan a los lados en el interior de estos, omo se muestra en la �gura.
b

A
B CD

EF P
Supongamos primero que las l��neas AD, BE y CF son onurrentes en un puntoP . Notemos que jABP jjAPCj = jABDj � jBPDjjADCj � jDPCj = BDDC ;an�alogamente obtenemos,jCBP jjABP j = CEEA y jAPCjjCBP j = AFFB :De esto obtenemos queAFFB � BDDC � CEEA = jAPCjjCBP j � jABP jjAPCj � jCBP jjABP j = 1:Supongamos ahora que los puntos D; E y F umplen queAFFB � BDDC � CEEA = 1: (1)



102 Puntos y retas notables en el tri�anguloSupongamos adem�as que las l��neas AD; BE y CF no son onurrentes. Con-sideremos el punto P donde se intersetan las l��neas BE y CF y supongamosque la l��nea AP interseta al lado BC en un punto D0: Dado que AD0, BE yCF son onurrentes, por lo demostrado anteriormente tenemos queAFFB � BD0D0C � CEEA = 1: (2)De (1) y (2) tenemos que BD0D0C = BDDC :De aqu�� se sigue que D0 = D, ya que dada una raz�on s�olo puede haber un puntoque divida un segmento en esa raz�on. �Observai�on 2.7.1 El signo positivo en 1 tiene verdadera importania uan-do se trabaja on segmentos dirigidos. Convenionalmente se onsidera que aldividir dos segmentos on el mismo sentido el resultado es positivo, as�� mismo,el resultado se onsidera negativo si los segmentos tienen sentido ontrario. Sinembargo, para �nes pr�atios, el signo no importar�a, pero si debemos tomar enuenta que esto signi�a que las tres razones son positivas o bien dos de ellas sonnegativas. Geom�etriamente esto signi�a que las tres evianas intersetan a loslados en el interior o bien dos de ellas lo haen en el exterior de los segmentos.Ahora enuniamos, sin demostrai�on, el Teorema de Menelao. La demostrai�ones an�aloga a la del Teorema de Ceva, sin embargo es importante menionar queel valor �1 en este aso signi�a que uno de los puntos o bien los tres, est�an enel exterior de los segmentos.Teorema 2.7.2 Teorema de Menelao. Dado un tri�angulo 4ABC; sean D, Ey F , puntos sobre las l��neas BC, CA y AB, respetivamente. Entones, D; Ey F son olineales si y s�olo siAFFB � BDDC � CEEA = �1:



2.7 Teoremas de Ceva y Menelao 103Ejemplo 2.7.1 Sean C1, C2 y C3 tres irunferenias de entros A; B y C; yradios a; b y ; respetivamente. Sean P; Q y R los puntos donde se intersetanlas tangentes externas omunes de C1 y C2; C2 y C3; y C3 y C1; respetivamente.Demuestra que P , Q y R son olineales.Demostrai�on. Observemos lo siguiente:APPB � BQQC � CRRA = ab � b � a = 1:Entones se umplen las hip�otesis del Teorema de Menelao para el tri�angulo4ABC on los puntos P; Q y R sobre los lados AB; BC y CA; respetivamente.Se sigue que los puntos P; Q y R son olineales. �
b

b

b

b bb

A BC PQR
C1

C2 C3
Como se menion�o al prinipio de �esta sei�on, los Teoremas de Ceva y deMenelao tambi�en puede ser utilizados para obtener informai�on sobre l��neas on-urrentes o puntos olineales.Ejemplo 2.7.2 Sea P un punto sobre la mediana AD de un tri�angulo 4ABC:Sean M y N los puntos donde los rayos CP y BP intersetan a los lados ABy AC; respetivamente. Demuestra que MN k BC:Demostrai�on. Dado que las l��neas AD; BN y CM son onurrentes, podemosapliar el Teorema de Ceva y obtenemos queAMMB � BDDC � CNNA = 1:



104 Puntos y retas notables en el tri�anguloAdem�as, omo BDDC = 1 se sigue queAMMB � CNNA = 1;lo que implia que MN es paralelo a BC. �
b

A
B CP DM N

2.7.1. ProblemasProblema 2.86 Utilizando el teorema de Ceva demuestra que(a) Las medianas de un tri�angulo onurren.(b) Las bisetries de los �angulos internos de un tri�angulo son onurrentes.() Las alturas de un tri�angulo son onurrentes.Problema 2.87 Si D, E, F son los puntos de ontato de la irunferen-ia insrita al tri�angulo 4ABC on los lados BC, CA, AB, respetivamente,demuestra que AD, BE, CF son onurrentes3.Problema 2.88 Sean D, E, F , los puntos de los lados BC, CA, AB deltri�angulo 4ABC, tales que D est�e en la mitad del per��metro a partir de A, E3Este punto de onurrenia es llamado el punto de Gergonne del tri�angulo



2.7 Teoremas de Ceva y Menelao 105en la mitad a partir de B, y F en la mitad a partir de C. Demuestra que AD,BE, CF son onurrentes4.Problema 2.89 Sea ABCDEF un hex�agono insrito en un ��rulo. Demuestraque las diagonales AD, BE y CF son onurrentes si y s�olo siABBC � CDDE � EFFA = 1:Problema 2.90 SeanX yX 0 los puntos de un segmento retil��neoMN sim�etri-os on respeto al punto medio de MN . Entones X y X 0 se llaman un par depuntos isot�omios del segmento MN . Demuestra que si D y D0, E y E 0, F y F 0son puntos isot�omios de los lados BC, CA, AB del tri�angulo4ABC, y si AD,BE, CF son onurrentes, entones AD0, BE 0, CF 0 tambi�en son onurrentes.Problema 2.91 Sean OX y OX 0 rayos que pasan por el v�ertie O del �angulo℄MON sim�etrios on respeto a la bisetriz del �angulo ℄MON . Entones OXy OX 0 se llaman un par de retas isogonales para el �angulo ℄MON . Demuestraque si AD y AD0, BE y BE 0, CF y CF 0, son evianas isogonales para los�angulos A, B, C del tri�angulo 4ABC, y si AD, BE, CF son onurrentes,entones AD0, BE 0, CF 0 tambi�en son onurrentes.Problema 2.92 Sean AD, BE, CF tres evianas onurrentes del tri�angulo4ABC, y sea la irunferenia que pasa por D, E, F tal que orte a los ladosBC, CA, AB nuevamente en D0, E 0, F 0. Demuestra que AD0, BE 0, CF 0 sononurrentes.Problema 2.93 Demuestra que las bisetries de los �angulos externos de untri�angulo ortan a los lados opuestos en tres puntos olineales.Problema 2.94 Dos paralelogramos ACBD y A0CB0D0 tienen un �anguloom�un en C. Demuestra que DD0, A0B, AB0 son onurrentes.4Este punto de onurrenia se llama punto de Nagel del tri�angulo



106 Puntos y retas notables en el tri�anguloProblema 2.95 Sea A la proyei�on del entro de una irunferenia sobre unareta dada l. Consideremos los puntos B y C en l de manera que AB = AC. PorB y C se trazan dos seantes arbitrarias a la irunferenia las uales la ortanen los puntos P , Q y M , N , respetivamente. Supongamos que las retas NPy MQ ortan la reta l en los puntos R y S. Demuestra que RA = AS.Problema 2.96 Sea ABCD un paralelogramo y P un punto ualquiera. PorP tr�aense retas paralelas a BC y a AB hasta que orten a BA y a CD en Gy H; y a AD y BC en E y F . Demuestra que las retas diagonales EG, HF ,DB son onurrentes.Problema 2.97 Si se onstruyen los tri�angulos equil�ateros 4BCA0, 4CAB0,4ABC 0 exteriormente sobre los lados BC, CA, AB del tri�angulo 4ABC, de-muestra que AA0, BB0, CC 0 son onurrentes en un punto P .2.8. Teoremas de Euler y SimsonEn esta sei�on veremos tres teoremas l�asios de geometr��a Eulidiana. Estos sononoidos on los nombres de: L��nea de Simson, L��nea de Euler y Cirunfereniade los 9 puntos. A pesar de la belleza que estos poseen, sus demostraiones sonsenillas.Teorema 2.8.1 L��nea de Simson. Sea P un punto sobre la irunferenia ir-unsrita a un tri�angulo. Entones, los pies de las perpendiulares desde P haialos lados del tri�angulo son olineales.Demostrai�on. Sea 4ABC el tri�angulo y sean D, E y F las proyeiones de Psobre los lados BC, CA y AB, respetivamente. Tenemos que los uadril�aterosPABC, PFAE y PEDC son ��lios. Adem�as, omo ℄PAF = ℄PCD tene-mos que ℄APF = ℄CPD = �. Ahora, utilizando que los uadril�ateros PFAE yPEDC son ��lios tenemos que ℄AEF = ℄APF = � y ℄CED = ℄CPD =�. Con esto, hemos probado que los puntos D, E y F son olineales. �



2.8 Teoremas de Euler y Simson 107
A

B CDEF P� �� �
Teorema 2.8.2 L��nea de Euler. Sean H, G y O el ortoentro, gravientro yirunentro de un tri�angulo. Entones H, G y O son olineales y se umple queHG : GO = 2 : 1.Demostrai�on. Sea 4ABC el tri�angulo dado y sea M el punto medio del ladoBC. Consideremos un punto H 0 sobre el rayo OG de tal manera que H 0G =2�GO. Sabemos adem�as que AG = 2�GM y omo ℄AGH 0 = ℄MGO; tenemosque los tri�angulos 4AGH 0 y 4MGO son semejantes y sus lados est�an en raz�on2 : 1. Con esto, tenemos que AH 0 es paralela a OM y por lo tanto, perpendiularaBC. An�alogamente, se demuestra que BH 0?AC y que CH 0?AB, por lo tanto,H 0 = H es el ortoentro del tri�angulo 4ABC. Conluimos que H, G y O est�analineados y que HG : GO = 2 : 1: �A

B CD MH 0 G O



108 Puntos y retas notables en el tri�anguloTeorema 2.8.3 Cirunferenia de los 9 puntos. Consideremos los siguientes 9puntos: los pies de las alturas, los puntos medios de los lados y los puntos mediosde los segmentos que unen ada v�ertie on el ortoentro. Estos 9 puntos est�ansobre una misma irunferenia uyo entro es el punto medio del segmento queune el irunentro y el ortoentro, y su di�ametro es igual al irunradio deltri�angulo.Demostrai�on. Sean HA, DA, MA, el punto medio de AH, el pie de la alturadesde A, el punto medio de BC, respetivamente. De manera an�aloga se de-�nen HB, DB, MB, HC , DC , y MC . Sea N el punto medio de HO: Sabemosque AH = 2 � OMA; entones HAH = OMA y adem�as, omo HAH y OMAson paralelas, tenemos que HA, N y MA son olineales. Tambi�en sabemos queNDA = NHA = NMA, adem�as, NHA = 12OA = R, donde R es el irunradiodel tri�angulo 4ABC: Con esto tenemos que los puntos HA, DA y MA est�an adistania R2 del punto N . An�alogamente se demuestra que HB, DB, MB, HC ,DC , y MC est�an a distania R2 del punto N . Por lo tanto, los puntos HA, DA;MA, HB, DB, MB, HC , DC , y MC est�an sobre una irunferenia de radio R2on entro en el punto medio de OH. �
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2.8 Teoremas de Euler y Simson 1092.8.1. ProblemasProblema 2.98 Demuestra que el �angulo omprendido entre las retas de Sim-son que orresponden a dos puntos de una irunferenia, es equivalente a lamitad del aro entre estos puntos.Problema 2.99 Sea P un punto sobre la irunferenia irunsrita alrededorde un tri�angulo 4ABC. La reta perpendiular a BC, la ual pasa por P , ortapor segunda vez a la irunferenia en el punto M . Demuestra que la reta deSimson que orresponde al punto P , es paralela a la reta AM .Problema 2.100 Demuestra que la proyei�on del lado AB de un tri�angulo4ABC sobre la reta de Simson que orresponde a un punto P , es igual a ladistania entre las proyeiones del punto P sobre los lados AC y BC.Problema 2.101 >Qu�e lados orta la reta de Euler en los tri�angulos aut�angu-lo y obtus�angulo?Problema 2.102 Sea K un punto sim�etrio al irunentro de un tri�angulo4ABC, on respeto al lado BC. Demuestra que la l��nea de Euler en el tri�angulo4ABC divide el segmento AK por la mitad.Problema 2.103 Sea P un punto interior a un tri�angulo aut�angulo 4ABC,tal que los �angulos ℄APB = ℄BPC = ℄CPA = 120Æ. Demuestra que lasl��neas de Euler en los tri�angulos 4APB, 4BPC y 4CPA se ortan en unpunto.Problema 2.104 Demuestra que la reta que une los entros de las irunfe-renias insrita y irunsrita de un tri�angulo dado, es la reta de Euler en eltri�angulo on v�erties en los puntos de tangenia de la irunferenia insrita onlos lados del tri�angulo.Problema 2.105 Demuestra que las perpendiulares trazadas desde los puntosmedios de los lados de un tri�angulo, sobre las tangentes al irun��rulo en el



110 Puntos y retas notables en el tri�angulov�ertie opuesto respetivo, onurren en el entro de la Cirunferenia de losNueve Puntos del tri�angulo.Problema 2.106 Sean H el ortoentro de un tri�angulo 4ABC; D el puntomedio del lado BC y P uno de los puntos de intersei�on de la reta HD onel irun��rulo del tri�angulo 4ABC. Demuestra que D es el punto medio deHP .Problema 2.107 En un tri�angulo4ABC, sean BD la altura, BM la mediana,y P y Q las proyeiones de los puntos A y C sobre la bisetriz del �angulo ℄B:Demuestra que los puntos D, M , P y Q est�an sobre una irunferenia uyoentro est�a sobre la irunferenia de los nueve puntos del tri�angulo 4ABC.



Cap��tulo 3Algunas estrategias en Geometr��a
El objetivo en este ap��tulo es mostrar omo algunos trazos pueden simpli�ar lasolui�on de un problema que aparentemente es ompliado. De heho, algunasvees el trazo dibujado nos muestra u�al es el amino haia la solui�on (o almenos uno de los aminos). Al prinipio, muhos de estos trazos pueden pareerarti�iales y omo deimos om�unmente saados de la manga, sin embargo, hayiertos grupos de problemas para los uales el mismo tipo de onstrui�on resultamuy �util. Es por esto que en este ap��tulo se ha tratado de mostrar algunas deestas estrategias y se han agrupado algunos problemas que se resuelven on esasmismas estrategias. Esto, on la �nalidad de que se logre ierta familiaridad onlos truos y dejen de ser eso preisamente y se onviertan en t�enias rutinarias.De lograr este objetivo, se habr�a logrado el verdadero objetivo del libro ompleto.Como �ultima reomendai�on quiz�a deber��a deir lo siguiente: reordemos queninguna idea est�a aislada de las dem�as, es deir, si ombinamos varias estrategiaslas posibilidades de �exito ser�an mayores.



112 Algunas estrategias en Geometr��a3.1. Prolongar segmentosLa primer estrategia o truo que veremos es la prolongai�on de segmentos. Al-gunas vees al prolongar iertos segmentos podemos enontrar algunos detallesque nos failitan la solui�on del problema al que nos estamos enfrentando:Ejemplo 3.1.1 En un tri�angulo 4ABC sea ` la bisetriz del �angulo ℄A. BPes perpendiular a `, CQ es perpendiular a `, y M es el punto medio de BC.Demuestra que MP = MQ.Demostrai�on. Prolongamos BP y CQ hasta que interseten a AC y AB enE y D, respetivamente. Sabemos que los tri�angulos 4ABE y 4ADC sonis�oseles, entones BD = EC. Como P yM son puntos medios de los segmentosBE y BC, respetivamente, tenemos que PM es paralela a EC y adem�asPM = 12EC: An�alogamente, tenemos que MQ = 12BD y on esto tenemos quePM = MQ. � A
B CMPQ

E
D

� �
En oasiones nos onviene prolongar los segmentos hasta obtener una longitud,la ual es menionada en el problema:Ejemplo 3.1.2 Sean a, b y  los lados BC, CA y AB, de un tri�angulo4ABC.Sea I el inentro y D el punto donde la bisetriz del ℄BAC orta al lado BC.Demuestra que AIID = b+ a :



3.1 Prolongar segmentos 113Demostrai�on. Observemos que la longitud b +  aparee en la igualdad quequeremos demostrar, entones, prolongamos el rayo CA hasta el punto E de talmanera que EA = AB = . As��, hemos onstruido el segmento EC = b + .Como el tri�angulo 4EAB es is�oseles, tenemos que ℄BEA+ ℄EBA = 2� =℄BAC. Se sigue que EB es paralela a AD: Apliando el Teorema de la Bisetrizal tri�angulo 4ADC tenemos que AIID = ACCD;adem�as ACCD = ECBC = b+ a :Por lo tanto AIID = b+ a : �
b

A
B CD
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 b� ��

�
Ejemplo 3.1.3 Dado un tri�angulo 4ABC tenemos que AB > AC. Sea M elpunto medio de BC. La bisetriz del ℄BAC orta al lado BC en el punto D. PorM se traza una l��nea la ual orta al lado AB en el punto P . Si BP = PA+AC,demuestra que MP es paralela a AD.



114 Algunas estrategias en Geometr��aDemostrai�on. Prolongamos el lado BA hasta el punto T de manera que AT =AC. Sea ℄BAD = ℄DAC = �. Como el tri�angulo4TAC es is�oseles tenemosque ℄ATC + ℄ACT = ℄BAC = 2�, entones ℄ATC = ℄ACT = �. De loanterior, tenemos que CT es paralela a AD, adem�as, omo BP = PA+AC =PA + AT = PT tenemos que PM es paralela a TC y por lo tanto paralela aAD. � A
B CDM

TP� � � �
�

Tambi�en puede ourrir que resulte m�as �util onsiderar un punto en el interior deun segmento de tal manera que se nos forme alg�un tri�angulo is�oseles:Ejemplo 3.1.4 En un tri�angulo 4ABC, ℄BAC = 100Æ, AB = AC. Se eligeun punto D en el lado AC de modo que ℄ABD = ℄CBD. Demuestra queAD +DB = BC.Demostrai�on. Consideremos un punto E sobre BC de tal manera que BE =BD. Como ℄BED = ℄ECD + ℄EDC = 80Æ tenemos que ℄EDC = 40Æ;entones DE = EC. Basta probar que AD = DE. Como tenemos que eluadril�atero ABED es ��lio y ℄ABD = ℄EBD = 20Æ; entones AD = DEy as�� BD + AD = BD +DE = BE + EC = BC. �A
B C

D
E

100Æ20Æ20Æ 40Æ 40Æ



3.1 Prolongar segmentos 1153.1.1. ProblemasProblema 3.1 Lo mismo que en el ejemplo 3.1.1 pero ahora ` es una l��neaarbitraria que pasa por el v�ertie A.Problema 3.2 En un tri�angulo esaleno 4ABC se traza la bisetriz interiorBD, on D sobre BC. Sean E y F , respetivamente, los pies de las perpendi-ulares trazadas desde A y C haia la reta BD, y sea M el punto sobre el ladoBC tal que DM es perpendiular a BC. Demuestra que ℄EMD = ℄DMF .Problema 3.3 En un paralelogramo ABCD, M es el punto medio de BC.DT es dibujada desde D y perpendiular a MA, omo se muestra en la �gura.Demuestra que CT = CD. AB C DM T
Problema 3.4 En un tri�angulo4ABC seanH el ortoentro, O el irunentro,sea AL la bisetriz de el �angulo ℄BAC. Demuestra que AL biseta el ℄HAO.Problema 3.5 Sea XY una uerda de longitud onstante la ual se deslizasobre un semi��rulo. SeaM el punto medio de la uerda, C y D las proyeionesde los puntos X y Y sobre el di�ametro AB. Prueba que el tri�angulo 4MCD esis�oseles y nuna ambia su forma.Problema 3.6 En un tri�angulo 4ABC se trazan las bisetries de los �angulos℄ABC y ℄ACB y �estas intersetan los lados AC y AB en los puntos E y D,respetivamente. Consideramos los puntos P y Q sobre las l��neas CD y BE,respetivamente, de manera que AP?CD y AQ?BE: Demuestra que PQ esparalelo a BC.



116 Algunas estrategias en Geometr��aA
B C

D EP Q
Problema 3.7 Est�a dada la irunferenia 
. Desde un punto exterior P setrazan dos l��neas tangentes a 
 las uales la toan en A y B: Tambi�en por P setraza una seante ` a 
. Desde el entro de 
 se traza una reta perpendiulara ` la ual orta a 
 en el punto K y a ` en C (el segmento BK orta a `).Demuestra que BK biseta el �angulo ℄ABC.Problema 3.8 Sea M un punto sobre el aro dCB (el ual no ontiene a A)de la irunferenia irunsrita al tri�angulo equil�atero 4ABC. Demuestra queBM + CM = AM:Problema 3.9 Sobre los lados AB y AC de un tri�angulo4ABC se onstruyenhaia afuera los uadrados ABNM y CAPQ. Sea D el punto medio del ladoBC. Demuestra que PM = 2 � AD.Problema 3.10 Sea 4ABC un tri�angulo on ℄BCA = 60Æ y AC < BC. Elpunto D est�a sobre el lado BC y umple BD = AC. El lado AC es extendidohasta el punto E donde AC = CE. Demuestra que AB = DE.Problema 3.11 En el tri�angulo 4ABC on AB > AC, D es el punto mediodel lado BC; E est�a sobre el lado AC. Los puntos P y Q son los pies de lasperpendiulares desde B y E a la l��nea AD. Demuestra que BE = AE +AC siy s�olo si AD = PQ.Problema 3.12 Una irunferenia tiene su entro en el ladoAB de un uadril�a-tero ��lio ABCD. Los otros tres lados son tangentes a la irunferenia. De-muestra que AD +BC = AB.



3.2 Trazar perpendiulares y paralelas 117Problema 3.13 El �angulo ℄BAC es el menor de los �angulos del tri�angulo4ABC. Los puntos B y C dividen a la irunferenia irunsrita del tri�anguloen dos aros. Sea U un punto interior del aro dBC que no ontiene a A. Lasmediatries de AB y AC ortan a la reta AU en V y W , respetivamente. Lasretas BV y CW se ortan en T . Demuestra que AU = TB + TC.Problema 3.14 En un tri�angulo 4ABC sea AP la bisetriz de ℄BAC onP sobre BC, y sea BQ la bisetriz de ℄ABC on Q sobre CA. Se sabe queBAC = 60Æ y que AB + BP = AQ +QB. >Cu�ales son los posibles valores delos �angulos el tri�angulo 4ABC?3.2. Trazar perpendiulares y paralelasEn muhas oasiones, al trazar una perpendiular o una paralela a alg�un seg-mento, obtenemos tri�angulos que poseen propiedades �utiles en la solui�on de unproblema.Problema 3.15 Sean E y D puntos sobre la hipotenusa AB de un tri�anguloret�angulo 4ABC, on �angulo reto en C: Los puntos F y G est�an sobre loslados CB y CA de tal manera que BD = BC, AE = AC, EF?BC, yDG?AC. Demuestra que DE = EF +DG.
A B

C
D EH FG2� 2�� �� �

Demostrai�on. Se traza la perpendiular a AB desde C y supongamos que �estainterseta a AB en H: Sean ℄CAB = 2� y ℄ABC = 2�: Como el tri�angulo4CAE es is�oseles tenemos que ℄CEA = 90Æ��; por lo que ℄HCE = �: Por



118 Algunas estrategias en Geometr��asuma de �angulos en el tri�angulo 4ABC obtenemos que ℄ECB = �: Adem�as,tenemos que el uadril�atero CHEF es ��lio y omo ℄HCE = ℄ECF = �;se sigue que HE = EF . An�alogamente se obtiene que GD = DH; por lo tanto,DE = EF +DG: �Ejemplo 3.2.1 El in��rulo del tri�angulo4ABC toa los lados AB, BC y CAen los puntos F , D y E, respetivamente. El di�ametro del in��rulo, el ual pasapor el punto D, interseta al segmento EF en el punto N . Demuestra que lal��nea AN divide al lado BC por la mitad.Demostrai�on. Por N trazamos el segmento PQ paralelo a BC, omo se mues-tra en la �gura. Bastar�a entones demostrar que el tri�angulo 4PIQ es is�oseles.Como ID es perpendiular a BC (I es el inentro del tri�angulo) tenemos que℄DNP = ℄DNQ = 90Æ; adem�as, omo los �angulos ℄IFP e ℄IEQ tam-bi�en son retos, tenemos que los uadril�ateros IFPN e INEQ son ��lios. Deaqu�� obtenemos que ℄IPN = ℄IFN = � e ℄IQN = ℄IEN = �, es deir,℄IPN = ℄IQN = �: Esto implia que el tri�angulo4PIQ es is�oseles. Lo ualquer��amos demostrar. �
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3.2 Trazar perpendiulares y paralelas 119Ejemplo 3.2.2 En los lados opuestos BC y DA de un uadril�atero onvexo setoman los puntos M y N , de tal manera que BM : MC = AN : ND = AB :CD. Demuestra que la reta MN es paralela a la bisetriz del �angulo formadopor los lados AB y CD.Demostrai�on. Por B y D se trazan paralelas a AD y AB, respetivamente, lasuales se intersetan en el punto P . Por M se traza un paralela a BP la ualinterseta a PC en el punto Q. Tenemos queMQBP = CMCB = DNDAy omo BP = AD entones MQ = ND, adem�as MQ es paralelo a ND y onesto tenemos que NMQD es un paralelogramo. Tambi�en tenemos quePQQC = BMMC =) PQQC = ABDC = DPDC .Por el Teorema de la Bisetriz tenemos que DQ biseta el �angulo ℄PDC y omoNM es paralela a DQ; onluimos que NM es paralela a la bisetriz del �anguloformado por las retas AB y DC. �A B
CD N MP Q3.2.1. ProblemasProblema 3.16 En un tri�angulo4ABC, la altura CE es extendida hasta G detal manera que EG = AF , donde AF es la altura trazada haia BC. Una l��neaa trav�es de G y paralela a AB interseta CB en H. Demuestra que HB = AB.



120 Algunas estrategias en Geometr��aProblema 3.17 Sea ABCD un uadril�atero onvexo. Tomando omo di�ame-tros los lados del uadril�atero y on entro en los puntos medios de �estos, seonstruyen uatro irunferenias. Demuestra que estas uatro irunfereniasubren ompletamente al uadril�atero.Problema 3.18 Sea 4ABC un tri�angulo ret�angulo on �angulo reto en A.Se onstruyen los uadrados ABDE y CAPQ omo se muestra en la �gurasiguiente. Se trazan las perpendiulares DM y QN haia el lado BC. Demuestraque DM +QN = BC.
AB CD E

M N
P Q

Problema 3.19 En un tri�angulo is�oseles 4ABC, on AB = AC, se extiendeCB a trav�es de B hasta un punto P . Una l��nea desde P , paralela a la alturaBF , interseta AC en D. Se dibuja PE perpendiular a AB. Demuestra queBF + PE = PD.Problema 3.20 Sean AB y CD dos uerdas perpendiulares en una irunfe-renia de radio R. Demuestra que AC2 +BD2 = 4R2.Problema 3.21 Un trapeio ABCD, on AB paralelo a CD, tiene sus diago-nales AC y BD mutuamente perpendiulares. Demuestra queAC2 +BD2 = (AB +DC)2:Problema 3.22 Sea O un punto en el interior de un tri�angulo equil�atero4ABC on lados de longitud a. Las l��neas AO, BO y CO intersetan los ladosen los puntos A1, B1 y C1. Demuestra que OA1 +OB1 +OC1 < a.



3.3 Trazar tangentes y uerdas omunes 121Problema 3.23 Sea P un punto en el interior de un tri�angulo equil�atero4ABC. Desde P se bajan las perpendiulares PD, PE y PF a los lados BC,CA y AB, respetivamente. EnuentraPD + PE + PFBD + CE + AF :Problema 3.24 Se toma un punto P en el interior de un ret�angulo ABCDde tal manera que ℄APD + ℄BPC = 180Æ. Enuentra la suma de los �angulos℄DAP y ℄BCP .Problema 3.25 Sean MN , PQ, RS tres segmentos iguales en los lados de untri�angulo equil�atero. Demuestra que en el tri�angulo formado por las l��neas QR,SM y NP , los segmentos QR, SM y NP , son proporionales a los lados en losque est�an ontenidos.Problema 3.26 En el uadril�atero onvexo ABCD, las diagonales AC y BDson perpendiulares y los lados opuestos AB y DC no son paralelos. El punto P ,intersei�on de las mediatries de AB y DC, est�a en el interior del uadril�ateroABCD. Demuestra que los v�erties de ABCD est�an en una misma irunferen-ia si y s�olo si los tri�angulos 4ABP y 4CDP tienen �areas iguales.Problema 3.27 Sea ABCDEF un hex�agono onvexo tal que AB es paraleloa ED, BC es paralelo a FE y CD es paralelo a AF . Sean RA, RC y RE losradios de las irunferenias irunsritas a los tri�angulos 4FAB; 4BCD y4DEF , respetivamente; y sea p el per��metro del hex�agono. Demuestra queRA +RC +RE � p2 :3.3. Trazar tangentes y uerdas omunesCuando tenemos dos irunferenias tangentes, ya sea la tangenia interior oexterior, en oasiones es muy �util trazar la l��nea tangente a las dos irunfereniasla ual pasa por el punto om�un de ellas:



122 Algunas estrategias en Geometr��aEjemplo 3.3.1 Las irunferenias C1 y C2 son tangentes en el punto A, omose muestra en la �gura. A partir del punto A se trazan dos retas las ualesintersetan a C1 y C2 en los puntos B, C, D y E omo se muestra en la �gura.Demuestra que los tri�angulos 4ABC y 4ADE son semejantes.AB CD E
C1 C2Demostrai�on. Sea ` la tangente om�un a C1 y C2 por el punto A; y sea �el �angulo formado por ` y AD: De esta manera se han formado dos �angulossemi-insritos que intersetan los aros dBA y dDA en C1 y C2; respetivamente.Como los �angulos ℄ACB y ℄AED intersetan los aros dBA y dDA, tenemosque ℄ACB = ℄AED = �: De aqu�� se sigue que BC k DE; por lo tanto, lostri�angulos 4ABC y 4ADE son semejantes. �A

B CD E
C1 C2

� � �
� `

Un trazo que podr��amos onsiderar obligatorio es el siguiente: siempre que ten-gamos dos irunferenias que se ortan en dos puntos, debemos trazar la uerdaom�un.



3.3 Trazar tangentes y uerdas omunes 123Ejemplo 3.3.2 Dos irunferenias se intersetan en los puntos A y B. Por elpunto A se han trazado los segmentos AC y AD, ada uno de los uales, siendouerda de una irunferenia, es tangente a la segunda irunferenia. Demuestraque AC2 � BD = AD2 � BC.Demostrai�on. Trazamos la uerda om�unAB: Con esto obtenemos que ℄ACB =℄DAB = �; ya que ambos �angulos intersetan el aro dAB en la primer irun-ferenia. An�alogamente, obtenemos que ℄ADB = ℄CAB = �: Con estas dosigualdades de �angulos obtenemos que los tri�angulos 4ACB y 4DAB son se-mejantes. Tenemos entones queACDA = ABDB = CBAB :De aqu�� se deriva que: �ACDA�2 = AB � CBDB � AB = CBDB;de donde se obtiene f�ailmente la igualdad deseada. �A
BC D�� � �

Ejemplo 3.3.3 Sean C1 y C2 dos irunferenias las uales son tangentes exteri-ormente en un punto I, y sea � una irunferenia la ual es toada internamentepor C1 y C2 en los puntos R y S, respetivamente. Sea AB la uerda de � laual es tangente exterior a C1 y C2 en T y U , respetivamente. La tangenteom�un en I a C1 y C2 interseta a � en C y D, on C sobre el mismo lado deAB que I.



124 Algunas estrategias en Geometr��a(a) Demuestra que los puntos R, T , D son olineales.(b) Demuestra que I es el inentro del tri�angulo 4ABC:Demostrai�on. Sea D0 el punto medio del arodBA; y observemos que el punto Dest�a sobre el eje radial de C1 y C2: Entones bastar�a on demostrar que D0 tienela misma potenia on respeto a C1 y C2 y as�� de esta manera oinidir�a onD: Por el resultado del problema 3.3.3 tenemos que R; T y D0 son olineales,as��mismo, S; U y D0 son olineales. Observemos que ℄RTA = dAR+dBD02 =dAR+dD0A2 = ℄RSD0; se sigue entones que el uadril�atero RTUS es ��lio. Porpotenia del punto D0 on respeto a la irunferenia irunsrita a RTUSobtenemos que D0T �D0R = D0U �D0S: Esto a su vez implia que D0 tiene lamisma potenia on respeto a C1 y C2; por lo que onluimos que D0 = D:
bA B

D0
T UR S

C1 C2
�

� �

Ahora, para el iniso (b) reordemos que para que I sea el inentro del tri�angu-lo 4ABC es su�iente que se umpla que DI = DB = DA: Notemos que℄BSD = ℄ABD = �; ya que intersetan aros de la misma longitud. Tenemosentones que los tri�angulos 4DSB y 4DBU son semejantes. De aqu�� se ob-tiene que DU �DS = DB2; que es preisamente la potenia de D on respetoa C2: Reordemos adem�as que la potenia de D on respeto a C2 es tambi�enDI2; por lo tanto, DB = DI: �
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bA B

C

D
IT UR S

C1 C2
�
��

�3.3.1. ProblemasProblema 3.28 Dos irunferenias son tangentes exteriormente en un puntoA. BC es una tangente om�un externa. Demuestra que ℄BAC = 90Æ.Problema 3.29 Dos irunferenias de entros O1 y O2 se intersetan en lospuntos A y B, omo se muestra en la �gura. La l��nea CD es tangente a ambasirunferenias. Demuestra que℄CAD = 12℄O1AO2:
b

b

b

b

ABO1 O2C D



126 Algunas estrategias en Geometr��aProblema 3.30 Las irunferenias C1 y C2 son tangentes interiormente a C3en los puntos A y B; respetivamente. Se traza una tangente exterior om�una C1 y C2 la ual toa a las irunferenias en los puntos C y D, respetiva-mente. Demuestra que las retas AC y BD se intersetan en un punto sobre lairunferenia C3. A B
C DC1 C2

C3Problema 3.31 Las irunferenias C1 y C2 son tangentes interiormente ala irunferenia C3 en los puntos A y B, omo se ve en la �gura. La tangenteinterior om�un a C1 y C2 toa a estas irunferenias en P y Q, respetivamente.Demuestra que las retas AP y BQ intersetan a la irunferenia C3 en puntosdiametralmente opuestos.
b

b

A
B

P
QC1 C2C3



3.4 Construir un �angulo 127Problema 3.32 Dos irunferenias �1 y �2 est�an dentro de la irunferenia�; y son tangentes a � en puntos distintos M y N , respetivamente. La irun-ferenia �1 pasa por el entro de la irunferenia �2. La reta que pasa por losdos puntos de intersei�on de �1 y �2 orta a � en los puntos A y B. Las retasMA y MB ortan a �1 en los puntos C y D, respetivamente. Demuestra queCD es tangente a �2.Problema 3.33 Dos irunferenias �1 y �2 se ortan en M y N . Sea l latangente om�un a �1 y �2 tal que M est�a m�as era de l que N . La reta l estangente a �1 en A y a �2 en B. La reta paralela a l que pasa por M orta denuevo a �1 en C y a �2 en D. Las retas CA y DB se intersetan en E; lasretas AN y CD se intersetan en P ; las retas BN y CD se intersetan en Q.Demuestra que EP = EQ.Problema 3.34 Sean S1 y S2 dos irunferenias de entros O1 y O2, respe-tivamente, seantes en M y N . La reta t es la tangente om�un a S1 y S2 m�aserana a M . Los puntos A y B son los respetivos puntos de ontato de t onS1 y S2; C el punto diametralmente opuesto a B y D el punto de intersei�onde la reta O1O2 on la reta perpendiular a la reta AM que pasa por B.Demuestra que M , D y C est�an alineados.3.4. Construir un �anguloAl igual que se hizo on segmentos, en oasiones onviene onstruir un �anguloel ual es menionado en el problema. En el siguiente ejemplo queda lara estaidea:Ejemplo 3.4.1 Se esoge un punto D en el interior de un tri�angulo esaleno4ABC de tal manera que el �angulo ℄ADB = ℄ACB + 90Æ y AC � BD =AD � BC. Enuentra AB � CDAC � BD:



128 Algunas estrategias en Geometr��aDemostrai�on. Se traza el segmento CE de la misma longitud que AC y de talmanera que CE es perpendiular a AC (aqu�� hemos formado el �angulo ℄ACB+90Æ). Tenemos que ℄BCE = ℄BDA; adem�as BDBC = ADAC = ADEC lo ual impliaque 4ABD s 4EBC: Por otro lado, omo ℄ABE = ℄DBC y ABBE = BDBCtenemos que 4ABE s 4DBC =) ABBD = AECD:Esto a la vez implia queABBD = p2ACCD =) AB � CDAC � BD = p2: �
b

A
B CD E

� ��
�

3.4.1. ProblemasProblema 3.35 Enuentra el valor del lado de un de�agono regular en funi�ondel radio de la irunferenia irunsrita a �este.Problema 3.36 Sea AD la mediana del tri�angulo4ABC. Sabemos que ℄DAC+℄ABC = 90Æ. Halla el ℄BAC si se sabe que AB 6= AC.Problema 3.37 Sea M el punto medio del lado BC de un tri�angulo ABC. Sesabe que ℄BAM = 12℄MAC. Se extiende AM a trav�es de M hasta un puntoD de tal manera que ℄ABD = 90Æ. Demuestra queAC = 12AD:



3.4 Construir un �angulo 129Problema 3.38 En el tri�angulo 4ABC, AB = AC y ℄BAC = 80Æ. En elinterior del tri�angulo se toma el punto M de tal manera que ℄MBC = 30Æ y℄MCB = 10Æ. Halla el �angulo ℄AMC.Problema 3.39 En el tri�angulo 4ABC tenemos que el ℄BCA es obtuso y℄BAC = 2℄ABC. La l��nea a trav�es de B y perpendiular a BC intersetala l��nea AC en D. Sea M el punto medio de AB. Demuestra que ℄AMC =℄BMD.Problema 3.40 Sean P y Q puntos en el interior de un tri�angulo4ABC talesque ℄PAB = ℄QAC y ℄PBA = ℄QBC. EnuentraPA �QAAB � AC + PB �QBAB � BC + PC �QCBC � AC :Problema 3.41 Sea P un punto interior al tri�angulo4ABC tal que ℄APB�℄ACB = ℄APC�℄ABC. Sean D y E los inentros de los tri�angulos 4APBy 4APC, respetivamente. Demuestra que AP , BD y CE son onurrentes.Problema 3.42 En un tri�angulo 4ABC sea AP la bisetriz de ℄BAC onP sobre BC, y sea BQ la bisetriz de ℄ABC on Q sobre CA. Se sabe queBAC = 60Æ y que AB + BP = AQ +QB. >Cu�ales son los posibles valores delos �angulos del tri�angulo 4ABC?
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Cap��tulo 4Problemas variados
Un ingrediente muy importante al resolver ualquier problema de Matem�atias(o de ualquier otra �area) es la reatividad. Al resolver problemas agrupados demanera que en todos ellos se aplia una t�enia om�un, se pierde un poo laoportunidad de poner en pr�atia nuestra reatividad. Por esta raz�on es muyimportante resolver problemas que no est�en agrupados de esta forma, o en losuales no sea lara o evidente la estrategia que debemos apliar.El presente ap��tulo tiene dos objetivos: el primero es presentar dos peque~nasoleiones de problemas, una sobre pol��gonos equiangulares y la otra sobreuadril�ateros irunsritos. El segundo objetivo es presentar una olei�on deproblemas no agrupados por la t�enia requerida en su solui�on. De esta manerase tiene la oportunidad de poner una vez m�as en pr�atia, nuestro ingenio yreatividad.



132 Problemas variados4.1. ProblemasDado un pol��gono onvexo, diremos que �este es equiangular si todos sus �angulosinteriores son ongruentes.Problema 4.1 Sean a1; a2; a3; a4; a5 y a6 las longitudes de los lados de unhex�agono equiangular (en ese orden). Demuestra que a1�a4 = a5�a2 = a3�a6:Problema 4.2 Un pol��gono equiangular on un n�umero impar de lados est�a ins-rito en un ��rulo (es deir, es ��lio). Demuestra que el pol��gono es regular.Problema 4.3 Sea P un punto variable en el interior o sobre los lados de unpol��gono equiangular. Demuestra que la suma de distanias desde P haia loslados del pol��gono es onstante.Problema 4.4 Sea ABCDE un pent�agono equiangular uyos lados tienenlongitud raional. Demuestra que el pent�agono es regular.Problema 4.5 Los lados de un ot�agono equiangular tienen longitudes raionales.Demuestra que el ot�agono tiene un entro de simetr��a.Problema 4.6 Est�a dado un hex�agono onvexo en el ual ualesquiera dos ladosopuestos tienen la siguiente propiedad: la distania entre sus puntos medios esp32 vees la suma de sus longitudes. Demuestra que el hex�agono es equiangular.Problema 4.7 Demuestra que los segmentos que unen los puntos medios delos lados opuestos de un hex�agono equiangular son onurrentes.Problema 4.8 Sea ABCD un uadril�atero irunsrito on diagonales de lon-gitudes AC = u y BD = v. Sean a; b;  y d las longitudes de las tangentes desdelos v�erties A;B;C y D. Demuestra que el uadril�atero ABCD es ��lio si ys�olo si uv = a+ b+ d:



4.1 Problemas 133Problema 4.9 Demuestra que si un uadril�atero est�a insrito en una irunfe-renia de radio R y a su vez est�a irunsrito a una irunferenia de radio r; yd es la distania entre los entros, entones1(R + d)2 + 1(R� d)2 = 1r2 :Problema 4.10 Sean ABCD un uadril�atero irunsrito, P el punto de inter-sei�on de las retas AB y CD; Q; el punto de intersei�on de las retas AD yBC: Demuestra que el ortoentro del tri�angulo formado por las retas PQ;AC yBD oinide on el entro de la irunferenia insrita en el uadril�atero ABCD:Problema 4.11 Sea N el punto de intersei�on de las diagonales AC y BDde un uadril�atero irunsrito ABCD: Las longitudes de las perpendiularesdesde N haia los lados AB;BC;CD y DA son a; b;  y d; respetivamente.Demuestra que 1a + 1 = 1b + 1d:Problema 4.12 Sea ABCD un uadril�atero irunsrito. Los segmentos desdeA hasta los puntos de tangenia son iguales a a, los segmentos desde C hastalos puntos de tangenia son iguales a : >En qu�e raz�on la diagonal BD divide ala diagonal AC?Problema 4.13 Sea 4ABC un tri�angulo y P un punto en su interior. Lospies de las perpendiulares desde P sobre AC y BC son P1 y P2, respetiva-mente. Los pies de las perpendiulares desde C sobre AP y BP son Q1 y Q2,respetivamente. Demuestra que P1Q2 y P2Q1 se intersetan sobre la l��nea AB:Problema 4.14 Sea P un punto en el interior de un tri�angulo equil�atero4ABC. Sabemos que PA = 3, PB = 4 y PC = 5. Enuentra el �area deltri�angulo 4ABC.Problema 4.15 Sea ABCD un hex�agono onvexo on AB = BC = CD yDE = EF = FA, tal que ℄BCD = ℄EFA = 60Æ. Sean G y H puntos enel interior del hex�agono tales que ℄AGB = ℄DHE = 120Æ. Demuestra queAG+GB +GH +DH +HE � CF .



134 Problemas variadosProblema 4.16 Dado un tri�angulo aut�angulo 4ABC, loaliza el punto P enel interior del tri�angulo para el ual la suma PA + PB + PC es m��nima.(Estepunto es onoido omo punto de Torrielli)Problema 4.17 Un uadril�atero onvexo queda dividido por sus diagonales enuatro tri�angulos. Si sabemos que los inradios de estos tri�angulos son iguales,demuestra que el uadril�atero es un rombo.Problema 4.18 Las diagonales de un uadril�atero onvexo dividen a �este enuatro tri�angulos de igual per��metro. Demuestra que el uadril�atero dado es unrombo.Problema 4.19 En un uadril�atero onvexo ABCD la diagonal BD no bisetaninguno de los �angulos ℄ABC ni ℄CDA. Un punto P est�a dentro de ABCDy satisfae que ℄PBC = ℄DBA y ℄PDC = ℄BDA:Demuestra que ABCD es ��lio si y s�olo si AP = CP .Problema 4.20 Las longitudes de los lados de un uadril�atero son enteros posi-tivos. La longitud de ada lado divide a la suma de las tres restantes. Demuestraque dos de los lados del uadril�atero tienen la misma longitud.Problema 4.21 Sea ABCDEF un hex�agono onvexo tal que\B + \D + \F = 360Æ y ABBC � CDDE � EFFA = 1:Demuestra que BCCA � AEEF � FDDB = 1:Problema 4.22 Sea ABCDEF un hex�agono insrito en un ��rulo de talmanera que AB = CD = EF: Sean P;Q;R los puntos de intersei�on de ACy BD; CE y DF; EA y FB; respetivamente. Demuestra que los tri�angulos4PQR y 4BDF son semejantes.



4.1 Problemas 135Problema 4.23 Sean A;B;C y D uatro puntos distintos tales que ada ��ru-lo a trav�es de A y B interseta o oinide on ada ��rulo a trav�es de C y D:Demuestra que los uatro puntos son olineales o on��lios.Problema 4.24 Sea P un onjunto in�nito de puntos en el plano de tal ma-nera que la distania entre ualquier par de puntos de P es un n�umero entero.Demuestra que todos los puntos de P son olineales.Problema 4.25 Sean R; r; rA; O; I e IA; el irunradio, el inradio, el exradioon respeto al v�ertie A; el irunentro, el inentro y el exentro, respetiva-mente. Demuestra lo siguiente:(a) OI2 = R2 � 2Rr; (Teorema de Euler)(b) OI2A = R2 + 2RrA;() II2A = 4R(rA � r):Problema 4.26 Las diagonales AC y CE de un hex�agono regular ABCDEFest�an divididas por los puntos interiores M y N; respetivamente, de tal maneraque AMAC = CNCE = r:Determina r si sabemos que los puntos B; M y N son olineales.Problema 4.27 Dado un tri�angulo4ABC sean P;Q y R los puntos donde losrespetivos ex��rulos toan a los segmentos BC;CA y AB; respetivamente.Demuestra que jPQRj � jABCj4 :
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