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Introduccion

LAS Olimpiadas Matemaéticas son competencias dirigidas principalmente a jo-
venes de escuela elemental y secundaria. Actualmente esta actividad se ha
extendido por todo el mundo debido a su gran efectividad en la popularizacion de
las matematicas y en la deteccién de jovenes con talento para el estudio de esta
ciencia.

El presente libro retne todos los problemas propuestos en la Olimpiada Juvenil
de Matematicas, OJM 2012, asi como aquellos de los eventos internacionales en
los cuales participamos desde hace varios anos, estos son la 53* Olimpiada Inter-
nacional de Matematicas, IMO, celebrada en Mar del Plata, Argentina, del 4 al 16
de Julio, la XIV Olimpiada Matemaética de Centroamérica y del Caribe, OMCC,
celebrada en San Salvador y La Herradura, El Salvador, del 15 al 23 de Junio y
la XXVII Olimpiada Iberoamericana de Mateméaticas, OIM, celebrada en Cocha-
bamba, Bolivia, del 29 de septiembre, al 6 de octubre. Las tres competencias son
de carécter presencial. Cada una de ellas consta de dos examenes, presentados en
dias consecutivos. Cada prueba tiene 3 problemas y los participantes disponen de
cuatro horas y media para resolverlos. El valor de cada pregunta es de 7 puntos,
para un maximo posible de 42 puntos en la competencia. Los ganadores reciben
medallas de oro, plata o bronce y mencién honorifica, segiin sea su desempeno.
En la IMO el joven Diego Pena del colegio Los Hipocampitos de los Altos Miran-
dinos, gané Mencion Honorifica. También incluimos en este libro los problemas
de la Olimpiada Matematica de Mayo, competencia por correspondencia que se
plantea a dos niveles para alumnos no mayores de 13 y 15 anos y de caracter
iberoamericano. Agradecemos a la Fundacion Olimpiada Mateméatica Argentina,
organizadores de esta competencia, por permitirnos publicar aqui los problemas
y sus soluciones. Al final del libro aparece la lista de alumnos ganadores en esta
competencia y los premios que obtuvieron. Hay que indicar aqui que este ano no
pudimos enviar una delegacién a la XXVII OIM, pues debido al control cambiario
que hay en el pais, no se pudo comprar los boletos para el vuelo interno en Bolivia.

La OJM consta de tres etapas o pruebas. La primera de ellas es el Canguro
Matemdtico, un examen de treinta problemas de selecciéon simple, que fue presen-
tado por 61.857 estudiantes provenientes de 22 estados del pafs. La segunda etapa
de la competencia es la Prueba Final Regional. La misma consta de un examen de



cinco problemas de desarrollo y compiten los alumnos que quedaron ubicados en
el nueve por ciento superior en el Canguro Matematico. Esta prueba se organiza
en cada estado que participa en la OJM y los ganadores reciben medallas de oro,
plata y bronce. La tercera y tltima fase es la Prueba Final Nacional, la misma
consta de un examen de cuatro problemas de desarrollo y en ella participan los
alumnos ganadores de medalla de oro en la Prueba Final Regional. En la primera
fase de la competencia los alumnos presentan la prueba en sus colegios. La Prueba
Regional la presentan juntos todos los estudiantes de cada estado, en una sede
previamente seleccionada por el coordinador local. Para la Final Nacional se elige
cada ano una sede y alli se organiza el evento, permitiendo a los participantes,
sus profesores y representantes estrechar lazos de amistad y compartir una expe-
riencia educativa enriquecedora. La Prueba Final Nacional 2012 se realiz6 en la
Universidad de Carabobo, en Valencia y participaron 149 alumnos representando
a 18 estados.

Esta obra consta de siete capitulos, en los tres primeros se estudian los pro-
blemas de la OJM, dedicando un capitulo a cada fase de la competencia. Los
altimos cuatro capitulos versan sobre las competencias internacionales. En ellos
se presentan los problemas y sus soluciones. Al final del libro incluimos un glosa-
rio de conceptos mateméticos que son utilizados a los largo del texto. Esperamos
que este libro sea de gran utilidad tanto para profesores como para estudiantes,
vy que les permita conocer las matematicas desde un punto de vista interesante y
entretenido.

Agradecemos la valiosa colaboracion de nuestro grupo de instructores exolim-
picos, Carmela Acevedo, Diego Pena, Estefania Ordaz, Mauricio Marcano y Sofia
Taylor, quienes han revisado este trabajo y gracias a ellos tenemos una mejor
version del libro. Cualquier error que se haya escapado es, sin embargo, total res-
ponsabilidad de los autores.

No queremos terminar esta introduccién sin agradecer a nuestros patrocinado-
res, en especial a la Fundacion Empresas Polar, al Banco Central de Venezuela, a
la Academia de Ciencias Fisicas, Matemdticas y Naturales, a la Facultad de Cien-
cias de la UCV junto a la Fundacion Amigos de Ciencias, a la Universidad Simdn
Bolivar, 1a Universidad Rafael Urdaneta, a Acumuladores Duncan, a MRW 'y a la
Fundacion Cultural del Colegio Emil Friedman, asi como a todos los colegas que
con su trabajo y esfuerzo, permiten que la Olimpiada Juvenil de Mateméaticas sea
una realidad.



Capitulo 1

Prueba Preliminar
(Canguro Matematico)

1.1. Prueba de Primer Ano y Segundo Ano

Problema 1. Rafael desea pintar las palabras VIVA EL CANGURO sobre una
pared. El quiere que letras diferentes estén pintadas de colores diferentes, y que
letras iguales estén pintadas del mismo color. ;Cuantos colores necesitara?

@7 ®8 ©9 010, ®11.

< 6m =

Problema 2. Una pizarra de 6 m de an-
cho esté dividida en tres partes. El ancho
de la parte media es 3 m. Las otras dos
partes tienen el mismo ancho. ;Cuél es el
ancho de la parte derecha?

<—3m——a<—7 —

@lm; ®2m; @1,25m; @1,5m; @1,75m.

Problema 3. Sonia puede colocar 4 monedas dentro de
un cuadrado formado con cuatro fosforos (vea la figura).
Al menos cuéntos fosforos necesitara para construir un
cuadrado capaz de contener 16 monedas que no se sola-
pen?

@s; ®10; ©12; O 15 ®)16.

Problema 4. Las filas de un avién estan numeradas de 1 a 25, pero no hay fila
13. La fila 15 tiene solamente 4 asientos para pasajeros, y todas las demaés tienen
6 asientos. ;Cuantos asientos para pasajeros hay en el avion?
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@ 120; B®138; ©150; O 144; (€ 142.

Problema 5. Cuando son las 4pm en Londres, son las 5pm en Madrid y son las
8am del mismo dia en San Francisco. Ana se acost6é en San Francisco a las 9pm
de ayer. ;Qué hora era en Madrid en ese momento?

@) 6am de ayer; 6 pm de ayer; (C)6am de hoy;
©) medianoche; ) 12m de ayer.

Problema 6. La figura muestra un arreglo de hexagonos.
Se dibuja una nueva figura conectando mediante segmentos
de recta los centros de cada par de hexagonos vecinos.;Qué
figura se obtiene?

o |l BB L B

Problema 7. Al nimero 6 se le suma 3. Luego se multiplica el resultado por 2 y
se le suma 1. Entonces el resultado final es igual a:

@6+3-2)+1; ®6+3-2+1); ©6+3)-(2+1); O®6+3)-2+1;
®6+3-2+1.

Problema 8. La moneda superior rueda sin deslizar alrededor
de la moneda fija inferior hasta una posiciéon mostrada en la

figura. ;Cudl es la posicion relativa resultante del canguro? ~" %

B0 D6 DO @D

®) depende de la la velocidad de rotacion.

Problema 9. Un globo puede levantar una cesta con ob-
jetos cuyo peso no supere 80 kg. Dos de tales globos pue-
den levantar la misma cesta con objetos cuyo peso no

supere 180 kg. ;Cual es el peso de la cesta?
@) 50 kg; B)40 ke; ©) 30 kg; @) 20 kg; €10 ke. e

max 80 kg max 180 kg



1.1 Prueba de Primer Afio y Segundo Ano 5

Problema 10. La abuela de Viviana y Miguel les obsequi6 una cesta con 25
frutas, entre manzanas y peras. En el camino de regreso a casa Viviana comi6 una
manzana y tres peras, y Miguel comi6 tres manzanas y dos peras. Ya en su casa
observaron que les quedaba el mismo nimero de manzanas que de peras. ; Cuéntas
peras les di6 la abuela?

®12; ®13; ©16; ©®20; ®21.

Problema 11. ;Cuales tres de las piezas numeradas de la derecha es necesario
agregar a la figura de la izquierda para completar un cuadrado?

01 223 ]
SUERITY

M1,3,4, ®1,3,6; ©2,3,6;, ©2,3,5 E25,6.

dados adyacentes siempre tienen letras diferentes. ;Qué
letra hay en el dado que no se puede ver en la figura?

Problema 12. Luisa tiene 8 dados con las letras A, B, @@0
C y D, la misma letra en todas las caras de cada da- @ a
do, y construye un bloque como muestra la figura. Dos mmgﬁ

@A; ®B; ©C;, ©®D; ®Imposible determinarlo.

Problema 13. En el Pais de las Maravillas hay cinco

ciudades. Cada par de ciudades esta conectada por una

carretera, que puede ser visible o invisible. La figura es un

mapa del Pais de las Maravillas, que solamente muestra

las carreteras visibles. Pero Alicia tiene lentes mégicos:

cuando ella mira el mapa con esos lentes, solamente ve las carreteras que de otro
modo son invisibles. ;Cuantas carreteras invisibles ve Alicia?

®2 ®3 O 08 ©®H

Problema 14. Berta prepar6 una marinada mezclando vinagre, vino y agua. La
proporcion de vinagre a vino es de 1 a 2, y la de vino a agua es de 3 a 1. ;Cual de
las siguientes afirmaciones es verdadera?

@ Hay mas vinagre que vino.
Hay mas vinagre que vino y agua juntos.
@ Hay mas vino que vinagre y agua juntos.
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@ Hay mas agua que vinagre y vino juntos.
@Hay menos vinagre que agua o vino.

Problema 15. Los enteros positivos han sido coloreados de rojo, azul o verde: 1
es rojo, 2 es azul, 3 es verde, 4 es rojo, 5 es azul, 6 es verde y asf sucesivamente.
,De qué color puede ser la suma de un ntmero rojo y un nimero azul?

@ imposible determinarlo; @rojo o azul; @ solo verde; @ solo rojo;
®)solo azul.

Problema 16. El perimetro de la figura mostrada, construida ‘
de cuadrados idénticos, es 42 cm. ;Cuél es su area?

@8 cm?;, B)9cm? ©24cm? O 128 cm?; ®)72 cm?.

Problema 17. Los canguros Hip y Hop juegan a saltar sobre una piedra, de modo
que la piedra quede en el punto medio entre los puntos de partida y de llegada del
salto. La figura 1 muestra como Hop salto 3 veces, sobre piedras marcadas 1, 2 y
3. Hip también salt6 sobre las piedras 1, 2 y 3, en ese orden, pero comenzando en
un sitio diferente, como muestra la figura 2.

® ©
lﬁ/ #3 1. C .3

B D
/ FIN
INICIO| |A] [E
INICIO
Figura 1: Hop Figura 2: Hip

(Cual de los puntos A, B, C, D o E es su punto de llegada?
®A; ®B ©C ©OD; ®E

Problema 18. Mire las figuras. Ambas han
sido formadas con las mismas cinco piezas. \
El rectangulo mide 5 cm x 10 cm, y las otras
partes son cuartos de dos circulos diferentes. / J
La diferencia entre las medidas de los peri- \

metros de ambas figuras es:

@25cm; B)5cm; ©10cm; ©) 30 cm; (€)20 cm.
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Problema 19. Una pelota de goma cae verticalmente desde una altura de 10
m desde el tejado de una casa. Luego de cada impacto en el piso, rebota hacia
arriba hasta los % de la altura previa. ;Cuantas veces pasara la pelota frente a
una ventana rectangular cuyo borde inferior esta a una altura de 5 m y su borde

superior estd a una altura de 6 m?
@3 ®4 05 06 ©®s.

Problema 20. El rectangulo ABCD se divide en cuatro rec-
tangulos mas pequefios, como muestra la figura. Se sabe que los D C
perimetros de tres de los rectangulos pequenos son 11, 16 y 19,
y que el cuarto no es ni el mas grande ni el mas pequeno de los
cuatro. {Cual es el perimetro del rectangulo original ABC'D? A B

@28; ®30; ©32; ©®38; ®40.

Problema 21. Hay 4 engranajes montados en ejes
fijos y conectados cada uno con el siguiente, co-
mo muestra la figura. El primer engranaje tiene 30
dientes, el segundo 15, el tercero 60 y el dltimo
10. ;Cuantas revoluciones da el ultimo engranaje
cuando el primero da una revolucion?

®3 ®4 ©O6 08 ®9

Problema 22. Un octégono regular se : -

. . -5
pliega a la mitad exactamente tres veces, _ ) ‘ ‘
hasta obtener un tridngulo. Luego se hace .

un corte perpendicular a un lado y se

descarta el trozo que contiene al centro del octégono. Si se deshacen los pliegues,
;qué figura se obtiene?

@O; ®O; @es ®Os ®O'

Problema 23. Coloque los niimeros del 1 al 7 en los circulos,
de manera que la suma de los nimeros en cada una de las
lineas de tres circulos indicadas sea la misma. ;Qué numero
queda en el circulo superior?

®4 ®3 O5 OL ©®6.
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Problema 24. En una fiesta de cumpleanos hay 12 ninos. Cada nino tiene 6, 7,
8, 9 0 10 anos, y hay al menos un nino de cada una de esas edades. Cuatro de
los ninos tienen 6 anos. La edad méas comun en el grupo es 8 anos. ;Cual es el
promedio de las edades de los 12 ninos?

®6;, ®65 O O15 ®S

Problema 25. Kangu desea disponer los doce ntmeros del
1 al 12 en una circunferencia de modo que cualquier par de
ntmeros vecinos difieran en 1 o en 2. ;Cuéles de los siguientes
pares de numeros deben ser vecinos?

@®5y6; B0y O6y7 ®8y10; ®4y3.

Problema 26. Pedro desea dividir un rectangulo de 6 x 7 en cuadrados con lados
enteros. ;Cuél es el minimo nimero de cuadrados que puede obtener?

®4 &7 ©42; ©9Y ®5.

Problema 27. Algunas casillas de un tablero de 4 x 4 se pintaron de rojo. El
nimero de casillas rojas en cada fila se escribi6 a la derecha de la fila y el ntimero
de casillas rojas en cada columna se escribi6é debajo de la columna. Luego el color
rojo se elimino. ;Cual de los siguientes tableros puede ser el resultado?

4
2
1
1

NN =N
OO wWww
W = N =
=W wo

®

Problema 28. Una hoja cuadra-
da de papel tiene 64 cm? de area.
El cuadrado se pliega dos veces co-
mo muestra la figura. ;Cuanto su-
man las areas de los rectangulos
sombreados?

@10cm?; ®14em?; ©16 cm?;, @15 cm?;  €)24 cm?.

Problema 29. El namero de la casa de Ali tiene tres digitos; si se elimina el
primer digito, se obtiene el nimero de la casa de Bruno. Si se elimina el primer
digito del nimero de la casa de Bruno, se obtiene el nimero de la casa de Clara.
La suma de los nimeros de las casas de Ali, Bruno y Clara da 912. ;Cual es el
segundo digito del numero de la casa de Ali?

®3 ®4 O5 O6 ®O0.

® © © ®

0332 2122 1311 2231 0313

N
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Problema 30. Yo le di a Ana y a Bruno dos enteros positivos consecutivos, uno
a cada uno (por ejemplo 7 a Ana y 6 a Bruno). Ellos sabian que sus nimeros eran
consecutivos y por supuesto cada uno conocia su propio nimero, pero no el del
otro. Entonces Ana le dijo a Bruno: “No sé cual es tu nimero”. Bruno le respondio:
“Yo tampoco sé cual es tu ntimero”’. A continuacion Ana dijo “jYa sé cual es tu
naumero! Es un divisor de 20”. ;Cual es el numero de Ana?

®3; ®5 ©O6; ©4 ®2.
1.1.1. Soluciones

1. La respuesta correcta es la (E), 11 colores, correspondientes a las letras V, I,
AE,L,C,N,G, U RyO.

2. La respuesta correcta es la (D). El ancho de las dos partes laterales es 6 —3 = 3
m, y como son iguales, el ancho ce cada una es 1,5 m.

3. La respuesta correcta es la (A). Un cuadrado de dos fosforos por lado puede
contener las 16 monedas, y para construirlo se necesitan 8 fosforos.

4. La respuesta correcta es la (E). Hay 24 filas. A 6 asientos por fila serian
24 x 6 = 144 asientos, pero se deben restar 2 pues hay una fila de 4 asientos, con
lo cual resulta que hay 142 asientos.

5. La respuesta correcta es la (C). El reloj en Madrid marca 9 horas més que en
San Francisco, y si a las 9pm de ayer se suman 9 horas resultan las 6 am de hoy.

6. La respuesta correcta es la (E).
7. La respuesta correcta es la (D): (6 +3) -2+ 1.
8. La respuesta correcta es la (A).

9. La respuesta correcta es la (D). Dos globos pueden levantar dos cestas y 160
kgr, o una cesta y 180 kgr. Por lo tanto el peso de la cesta es 20 kgr.

10. La respuesta correcta es la (B). Entre Viviana y Miguel comieron 4 manzanas
y b peras, luego les quedaron 25 — 4 — 5 = 16 frutas, de las cuales la mitad (8) son
peras. Como se comieron 5, la abuela les dio 8 + 5 = 13 peras.

11. La respuesta correcta es la (C). En el centro debe ir una pieza que tenga al
menos un saliente y dos huecos, y la tnica con esa caracteristica es la 2. En el
angulo superior derecho va una pieza con dos lados rectos, que sélo puede ser la 5
ola 6. Con la 5 se ve enseguida que no se puede completar el cuadrado. En cambio
con la 6 si, colocando debajo la 3.

12. La respuesta correcta es la (B). El dado oculto es adyacente a dados con las
letras A, C y D, por lo tanto debe llevar la B.
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13. La respuesta correcta es la (B). Se trata simplemente de contar los pares de
puntos que no estan unidos por lineas.

14. La respuesta correcta es la (C). Por cada 6 partes de vino hay la mitad (3) de
vinagre y la tercera parte (2) de agua. Es decir que hay mas vino (6) que vinagre
y agua juntos (3 + 2 =5).

15. La respuesta correcta es la (C). Observe que al dividir un entero entre 3, los
rojos dejan resto 1, los azules dejan resto 2 y los verdes dejan resto 0. Por lo tanto
la suma de un rojo y un azul deja resto 0 y es verde.

16. Larespuesta correcta es la (E). Como el perimetro se compone de 14 segmentos
idénticos, cada uno de ellos mide 42/14 = 3 cm y el area de cada cuadrado es 32 = 9
cm 2. Como la figura se compone de 8 cuadrados, su area es 9 x 8 = 72 cm 2.

17. La respuesta correcta es la (A). Basta simetrizar sucesivamente el punto de
partida respecto a las piedras 1, 2 y 3.

18. La respuesta correcta es la (E). El perimetro de la figura izquierda se compone
de 2 cuartos de circunferencias grandes, 2 cuartos de circunferencias pequenas, 2
segmentos de 10 cm cada uno y 2 segmentos de 5 cm cada uno. El perimetro de
la figura derecha se compone de 2 cuartos de circunferencias grandes, 2 cuartos de
circunferencias pequenas y un segmento de 10 cm. La diferencia estd compuesta
por un segmento de 10 cm y 2 segmentos de 5 cm, que totalizan 20 cm.

19. La respuesta correcta es la (D). Las alturas méaximas alcanzadas por la pelota
luego de cada rebote son sucesivamente 8 m, 6,4 m, 5,12 m, 4,096 m, etc. La
pelota pasa frente a la ventana durante el primer descenso, el primer ascenso, el
segundo descenso, el segundo ascenso, el tercer descenso, el tercer ascenso y el
cuarto descenso. Pero el tercer ascenso y cuarto descenso cuentan como una sola
pasada, ya que la pelota aparece en el marco inferior, sube hasta 5,12 m sin salir
de la ventana y luego baja. En total son 6 veces.

20. La respuesta correcta es la (B). Es facil ver que de los cuatro rectangulos
interiores, el de mayor y el de menor perimetro no son adyacentes (es decir que
solo se tocan en un vértice), y que la suma de sus perimetros es igual al perimetro
del ABC'D. Entonces la respuesta es 11 + 19 = 30.

21. La respuesta correcta es la (A). Cuando el primer engranaje da una vuelta,
el segundo da 30/15 = 2 vueltas, el tercero da 2 - 15/60 = 1/2 vuelta y el cuarto
da (1/2))(60/10) = 3 vueltas.

22. La respuesta correcta es la (D). El corte forma alternadamente dngulos de
90° y 45° con los radios del octégono, determinando un cuadrado.

23. La respuesta correcta es la (A). Sea s la suma comun de las lineas y x el
bimero en el vértice superior. Sumando las 3 lineas no horizontales y restandoles
las 2 horizontales resulta s = 3x. Ademas 2s+x=14+2+3+4+5+6+7 = 28,
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de donde x = 4 y s = 12. Una posible disposiciéon es: 4 en el vértice superior, 1, 6,
5 en la linea horizontal media y 7, 2, 3 en la base.

24. La respuesta correcta es la (D). Debe haber al menos 5 nifios de 8 afios, que
con los 4 de 6 anos y uno de 7 anos, uno de 9 anos y uno de 10 afios completan 12
ninos. Por lo tanto el promedioes (4-6+7+5-8+9+10)/12=17,5.

25. La respuesta correcta es la (D). Ubiquemos en cualquier puesto al 1. A sus
lados deben ir 2 y 3, digamos que el 2 a la derecha y el 3 a la izquierda. Entonces
a la derecha del 2 s6lo puede ir el 4, a la izquierda del 3 el 5, a la derecha del 4 el
6, a la izquierda del 5 el 7, a la derecha del 6 el 8, a la izquierda del 7 el 9, a la
derecha del 8 el 10, a la izquierda del 9 el 11 y a la derecha del 10 el 12.

26. La respuesta correcta es la (E), y se logra con un
cuadrado de lado 4, dos de lado 3 y dos de lado 2 (ver
figura).

27. La respuesta correcta es la (B), que se puede lograr por
ejemplo con la coloracién que se muestra en la figura. También
puede hallarse la respuesta correcta por descarte: (A) no puede
ser pues si en la primer columna no hay casillas rojas en la
primera fila no puede haber 4. (C) no puede ser pues si en las
filas 3 y 4 no hay casillas rojas, en la segunda columna no puede
haber 3. (D) no puede ser pues la suma de casillas rojas por filas
y por columnas no coinciden (dan 7y 8). (E) no puede ser pues, como en la primer
columna no hay casillas rojas, las casillas de las filas 2 y 3 en las columnas 2, 3 y
4 deben ser rojas, y entonces la columna 3 contendria al menos 2 casillas rojas.

2 1 2 2

28. La respuesta correcta es la (C). El cuadrado tiene 8 cm de lado, de donde es
facil ver que cada rectangulo sombreado mide 4 cm de ancho y 2 cm de alto.

29. La respuesta correcta es la (C). El problema equivale a hallar los digitos a, b
y ¢ sabiendo que

a b c
+ b ¢
+ c
9 1 2

Enseguida se halla que ¢ =4, b =5 y a = 8. Por lo tanto la respuesta es 5.

30. Larespuesta correcta es la (A). Si Ana tuviese el 1 entonces Bruno sélo podria
tener el 2, y Ana lo hubiese sabido. Como Ana no sabe qué ntiimero tiene Bruno,
éste sabe que Ana no tiene el 1. Ahora, si Bruno tuviese el 1, sabria que Ana tiene
el 2. Y si Bruno tuviese el 2, sabria que Ana tiene el 3 (ya que no tiene el 1). Pero
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Bruno no sabe qué ntumero tiene Ana, luego Bruno no tiene ni el 1 ni el 2. En su
siguiente afirmacion Ana ya sabe qué nimero tiene Bruno. Eso sblo es posible si
Ana tiene el 2 o el 3, pues entonces Bruno tiene el 3 o el 4, respectivamente. Como
Ana dice que el nimero de Bruno es un divisor de 20, ese niimero debe ser el 4 y
Ana tiene el 3.

1.2. Prueba de Tercer Ano

Problema 1. Cuatro barras de chocolate cuestan 6 Bs més que una barra de
chocolate. ;Cuanto cuesta una barra de chocolate?

@1Bs; ®3Bs; ©5Bs; @®4Bs; ®2Bs.
Problema 2. 11,11 — 1,111 =

@) 9,009; ®9,0909; ©9,999; ©9,99; @®) 10.

Problema 3. Un reloj esta puesto sobre una mesa, boca arriba y con el minutero
senalando hacia el noreste. ; Cuantos minutos pasaran hasta que el minutero senale
hacia el noroeste por primera vez?

@ 45; ®40; ©30; ©®20; ®15.

Problema 4. Maria tiene una tijera y cinco letras de cartulina. Ella corta cada
letra mediante un solo corte rectilineo, de manera que la letra se separe en tantas
partes como sea posible. ;Qué letra se separa en mayor nimero de partes?

@©; B ; @S; D) ; ®

Problema 5. Un dragén tiene cinco cabezas. Cada vez que se le corta una cabeza,
le crecen cinco nuevas cabezas. Si se le cortan seis cabezas, una a una, jcon cuantas
cabezas quedara finalmente el dragon?

@25 ®28; ©29; ©®30; €35

Problema 6. ;En cual de las siguientes expresiones se puede reemplazar cada 8
por un 5 y obtener el mismo resultado?

848 848

@%4‘8; 8~%; ©8+8-8+8;
84+8-8

® (8+8-38)-8; @JFT.
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Problema 7. Cada uno de los 9 tramos de la ca-
mineria de un parque mide 100 m de largo. Ana
desea ir desde A hasta B sin recorrer ningun tra-

mo més de una vez. ;Cudl es la longitud del re-
corrido mas largo que puede hacer?
A

@900 m; B 700 m; ©400m; @©) 600 m; E)800 m.

Problema 8. El diagrama muestra dos triangulos.
;De cuantas maneras se pueden elegir dos vértices,
uno en cada tridngulo, de manera que la recta que

pase por ellos no atraviese a ninguno de los dos trian-
gulos?

@4 ®3; ©2 O1; ©masded.

Problema 9. Enrique plego una hoja de papel como se muestra en la figura, hizo
dos cortes rectilineos con una tijera y luego despleg6 el papel.

;,Cual de las siguientes figuras no puede ser el resultado?
¢ | ol D oL o]
@[:] ® © ® ® .

Problema 10. Un paralelepipedo recto se construye
con cuatro piezas, como muestra la figura. Cada pieza
consiste de cuatro cubos y es de un solo color. ;Cual
es la forma de la pieza blanca?

PP . T

Problema 11. Kangu forma dos ntumeros naturales de cuatro digitos cada uno
usando exactamente una vez cada uno de los digitos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 y 8. Kangu
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desea que la suma de ambos nimeros sea lo menor posible. ;Cuéal es el valor de
esa suma minima?

@)2468; [B)3333; ©)3825; [D4734; ([€)6912.

Problema 12. La senora Gonzalez cultiva fresas y arvejas. Este ano ella cambio la
forma rectangular del terreno dedicado a las arvejas a una cuadrada, aumentando
uno de sus lados en 3 metros. Como resultado de este cambio, el terreno de las
fresas disminuy6 su area en 15 m2.

Afio pasado: Este afno:
Arvejas
Arvejas
Fresas
Fresas

;,Cudl era el area del terreno de los arvejas antes del cambio?

@5m2; @10m2; ©9m2; @18m2; @15m2.

Problema 13. Berta quiere completar el diagrama insertando tres ntimeros, uno
en cada celda vacia. Ella quiere que los tres primeros nameros sumen 100, los tres
del medio sumen 200 y los tres tltimos sumen 300.

10 130

; Qué numero debe colocar en la celda que esta en el medio del diagrama?

®50; ®60; ©70; ©75; ©) 100.
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Problema 14. En la figura, ;cuél es el valor de z?

@35 ®42; ©51; ©65 € 109.

Problema 15. Juana tiene cuatro tarjetas. Cada tarjeta tiene escrito un ntimero
de un lado y una frase del otro. Las cuatro frases son “divisible entre 77, “primo”,
“impar” y “mayor que 100”, y los cuatro ntmeros son 2, 5, 7 y 12. En ninguna
tarjeta el ntumero se corresponde con la frase. ;Qué numero esta escrito en la
tarjeta con la frase “mayor que 100”7

@2 ®5 ©7; O12; E imposible determinarlo.

Problema 16. Tres pequenos tridngulos equilateros del mismo
tamano se recortan de las esquinas de un triangulo equilatero
mayor de 6 cm de lado. La suma de los perimetros de los tres
tridngulos pequenos es igual al perimetro del hex4dgono som-
breado. ;Cuél es el lado de los tridangulos pequenos?

®lcm; 20m; @1,2cm; @1,25cm; @1,5cm.

Problema 17. Los ratones robaron varios trozos de queso bajo la mirada indo-
lente del gato Garfield. Garfield observé que cada ratén robdé un ntimero diferente
de trozos de queso, en todos los casos menor que 10, y que ningin ratén robd exac-
tamente el doble de trozos que otro ratéon. ;Cual es el mayor ntimero de ratones
que Garfield pudo haber visto robando queso?

®6; ®4 ©O8; O ®T

Problema 18. En el aeropuerto hay una cinta transportadora de 500 metros
de largo, que se mueve a 4 km/hora. Ana y Bruno suben simultdneamente a la
cinta. Ana camina a un velocidad de 6 km/hora sobre la cinta, mientras Bruno
permanece quieto. Cuando Ana llega al final de la cinta, ja qué distancia esta de
Bruno?

@100 m; B)160m; ©200m; @) 250 m; (€)300 m.
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Problema 19. Un cuadrado magico puede hablar. Cuando dice la verdad, sus
lados se acortan 2 cm cada uno. Si miente, su perimetro se duplica. En cierto
momento sus lados miden 8 cm y el cuadrado hace cuatro afirmaciones, dos ver-
daderas y dos falsas, en algtn orden. ;Cuél es el mayor perimetro posible del
cuadrado luego de hacer esas cuatro afirmaciones?

@28 cm; B80cm; ©88cm; O 112cm; €) 120 cm.

Problema 20. Un cubo rueda sobre un plano rotando
sobre sus aristas. La cara inferior pasa por las posiciones
1,2,3,4,5,6y 7, en ese orden. ; Cual par de esas posiciones 415
fueron ocupadas por la misma cara del cubo? ‘ 1 | 5 | 3

®1y7 ®ly6 Olys @2y7 ®2y6.

Problema 21. Ricardo tiene cinco cubos diferentes. Cuando los ordena de menor
a mayor, la diferencia entre las alturas de dos cubos vecinos es 2 cm. El cubo mayor
es tan alto como una torre formada con los dos cubos méas pequenos. ;Qué altura
tiene una torre construida con los cinco cubos?

@50 cm; @44 cm; @22 cm; @14 cm; @6 cm.

D C
Problema 22. ABCD es un cuadrado, M es el punto
medio de AD y M N es perpendicular a AC.;Cual es la M
razon entre el area del tridngulo sombreado MNC' y el 1
area del cuadrado? N
A B

A 1:6; ®1:5 ©71:36; ©3:16; € 7:40.

Problema 23. El tango se baila en parejas (un hombre y una mujer). En un
salon hay no mas de 50 personas. En cierto momento, 3/4 del total de hombres
estan bailando con 4/5 del total de mujeres. ; Cuantas personas estan bailando en
ese momento?

@ 24; ®20; ©32; ©®30; E46.

Problema 24. David desea disponer los doce nimeros del 1
al 12 en un circulo, de modo que cada par de niimeros vecinos
difiera en 2 o en 3. ;Cual de los siguientes pares de nimeros
deben ser necesariamente vecinos?

@5y8 ®3y5 O7y9% O@6ys ®4y6.
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Problema 25. Digamos que un entero es curioso si (1) tiene tres digitos y (2)
tanto si se le retira el primer digito, como si se le retira el tercero, lo que queda es
un cuadrado perfecto. ;Cual es la suma de todos los ntimeros curiosos?

@ 1013; ®)1177; © 1465; [©) 1993; (€)2016.

Problema 26. Un libro contiene 30 cuentos, cada uno de los cuales comienza en
una nueva pagina. Las longitudes de los cuentos son 1, 2, 3,..., 30 paginas, pero
no necesariamente en ese orden. El primer cuento comienza en la péagina 1. ;Cuéal
es el mayor numero de cuentos que pueden comenzar en paginas impares?

@15 ®18; ©20; O®21; €23

Problema 27. Un tridngulo equilatero esta inicialmente en una posicién y se
mueve a una nueva posiciéon en una sucesiéon de pasos. En cada paso el tridngulo
rota alrededor de su centro: primero rota 3°, luego rota 9°, luego rota 27°, y
asi sucesivamente (en el paso n-simo rota (3™)°). ;Cuantas posiciones diferentes,
incluida la inicial, puede ocupar el tridngulo? (dos posiciones se consideran iguales
si el tridngulo ocupa la misma parte del plano),

®3 ®4 O5 O©6; ®360.

Problema 28. Una cuerda se dobla por la mitad y el proceso se repite dos
veces méas. A la cuerda asi doblada se le hace un corte, resultando varios pedazos
de cuerda. Las longitudes de dos de esos pedazos son 4 m y 9 m. ;Cuél de las
siguientes no puede ser la longitud de la cuerda completa?

@52m; B®68m; ©72m; ©O88 m; E)todas son posibles.

Problema 29. Un tridngulo se divide en cuatro tridngulos y
tres cuadrilateros trazando tres segmentos de recta. La suma
de los perimetros de los tres cuadrilateros es igual a 25 cm.
Los perimetros de los cuatro tridngulos suman 20 cm. El pe-
rimetro del tridngulo original es 19 cm. ;Cuél es la suma de
las longitudes de los tres segmentos de recta?

@) 11 cmy; 12cm; ©13cm; © 15cm;  €)16 cm.

Problema 30. En cada casilla de un tablero de 3 x 3 debe
colocarse un numero positivo, de manera que el producto de
los tres nimeros de cada fila y de cada columna sea 1, y que
el producto de los cuatro ntimeros en cualquier cuadrado de
2 x 2 sea 2. ;Qué numero debe ir en la casilla central?

@16 ®8; O r ®%
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1.2.1. Soluciones

1. La respuesta correcta es la (E). Tres barras de chocolate cuestan 6 Bs y por lo
tanto cada una cuesta 2 Bs.

2. La respuesta correcta es la (C).

3. La respuesta correcta es la (A), 45 minutos.

4. La respuesta correcta es la (E). Un corte horizontal a la mitad de su altura
separa la M en 5 partes, mientras que las demaés letras se separan a lo sumo en 4
partes.

5. La respuesta correcta es la (C). Con cada corte el namero de cabezas aumenta
en 4, por lo cual luego de 6 cortes tendra 5 + 4 x 6 = 29 cabezas.

6. La respuesta correcta es la (E).

7. La respuesta correcta es la (B). La figura muestra
una forma de lograrlo.

8. La respuesta correcta es la (A). La figura muestra
las cuatro lineas que se pueden trazar.

9. La respuesta correcta es la (D). Las otras figuras se pueden obtener con dos
cortes, pero (D) requiere cuatro.

10. La respuesta correcta es la (B).

11. La respuesta correcta es la (C), que se puede obtener por ejemplo con 1357
y 2468.

12. La respuesta correcta es la (B). Al aumentar el lado vertical del campo de
arvejas en 3 m, el de las fresas disminuyd también en 3 m. Como el area de las
fresas disminuyé en 15 m?, el ancho del campo es 5 m. El nuevo campo de arvejas
es entonces un cuadrado de 5 m de lado, y el ano pasado era un rectangulo de 2
m x 5my area 10 m2.

13. La respuesta correcta es la (B). Si a la suma de los tres ntimeros del medio
se le resta la suma de los tres primeros, el resultado 200 — 100 = 100 es igual a la
diferencia entre el cuarto y el primero (19), luego el cuarto es 110. Entonces, para
completar 300 con 110 y 130, el del medio debe ser 60.
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14. La respuesta correcta es la (C).
Como 100 = 58+y y 93 = z+y (por
la propiedad de los angulos exterio-
res de un tridngulo), restando ambas
igualdades resulta 7 = 58 —x, de don-
de x = 51.

15. La respuesta correcta es la (C). En la tarjeta “primo” debe estar el 12 (el
tnico de los cuatro ntmeros que no es primo), en la tarjeta “impar” el 2, en la
tarjeta ‘divisible entre 77 el 5 y en la que queda (“mayor que 100”) el 7.

16. La respuesta correcta es la (E). Para que los perimetros sean iguales, cada
lado largo del hexagono debe ser el doble del lado de los tridAngulos pequenos, de
donde éstos deben ser la cuarta parte del lado del tridAngulo grande, es decir 1,5
cm.

17. La respuesta correcta es la (A). Del conjunto {1,2,3,4,5,6,7,8,9} se pueden
escoger el 5, 7 y 9 sin problema (pues ni la mitad ni el doble de alguno de ellos
esta en el conjunto). Del par {3, 6} solo se ouede escoger uno, y de {1,2,4, 8} sélo
se pueden escoger dos. Asi el maximo es 6, que se logra por ejemplo con 1, 3, 4, 5,
7, 9.

18. La respuesta correcta es la (E). Ana se mueve a 4 +6 = 10 km/h y por lo
tanto recorre los 500 m en 3 minutos. En ese tiempo, a 4 km/h, Bruno avanza 200
m y queda a 300 m de Ana.

19. La respuesta correcta es la (D). Inicialmente el perimetro es 32 cm. Si miente
se duplica, si dice la verdad disminuye en 8 cm. El mayor perimetro se alcanza si
miente dos veces y luego dice la verdad dos veces, llegando a ser 32 x 2times2 —
8§ -8 =112 cm.

20. Larespuesta correcta es la (B). Visualizar esto requiere practica. Una forma de
convencerse es usando un dado de verdad, otra es recortar el papel e irlo plegando
como si se estuviese empapelando un cubo.

21. La respuesta correcta es la (A). Si el lado del cubo mas pequetio es z, los que
le siguen en tamano tienen lados x + 2, x +4, x + 6 y x + 8. La condicién es que
x+8=2x+ (x+2), de donde z = 6, y la respuesta es 6 + 8 + 10 + 12 4+ 14 = 50.
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22. La respuesta correcta es la (D). El area del tridngulo AMC es 1/4 de la del
cuadrado ABCD, y la del tridngulo AM N es 1/4 de la del tridngulo AMC, luego
el area del triangulo M NC es 3/4 de 1/4, o sea 3/16 de la del cuadrado ABCD.

23. La respuesta correcta es la (A). El namero de mujeres bailando es multiplo de
3,y el de hombres es multiplo de 4. Como son iguales, deben ser miltiplos de 12.
Pero si hubiese 24 mujeres o més bailando el total de personas en el salén pasaria
de 50. Luego hay 12 mujeres y 12 hombres, para un total de 24.

24. La respuesta correcta es la (D). A los lados del 1 deben ir 3 y 4, digamos que
el 3 a la derecha y el 4 a la izquierda. El 2 s6lo puede ser vecino del 4 y el 5, luego
a la izquierda del 4 va el 2 y a su izquierda el 5. Entonces a la derecha del 3 sélo
puede ir el 6. De modo anéalogo (comenzando por el 12) se ve que 7, 10, 12, 9, 11
y 8 deben ser consecutivos. Entonces los nimeros deben ir en el orden 1, 4, 2, 5,
7,10, 12,9, 11, 8, 6, 3. E1 6 y el 8 son vecinos.

25. La respuesta correcta es la (D). Los cuadrados de dos digitos son 16, 25, 36,
49, 64 y 81. Por lo tanto los ntimeros curiosos son 164, 364, 649 y 816, que suman
1993.

26. La respuesta correcta es la (E). Cada cuento con ntmero impar de paginas
comienza en una pagina de paridad diferente al siguiente. Por lo tanto debe haber
al menos 7 cuentos que comienzan en pagina impar, y a lo sumo 23 que comienzan
en pagina par. Este maximo de 23 se alcanza por ejemplo colocando primero todos
los cuentos de longitud par y luego los de longitud impar.

27. Larespuesta correcta es la (B). Sea A uno de los vértices. Midiendo los dngulos
a partir de un eje Ox con origen en el centro O del tridngulo y que pase por la
posicion inicial de A, el angulo ZA = z tomara sucesivamente los valores 0°, 3°,
12°,39°, 120°, v esta tltima posicién coincide con la original. Como 3°—3 = 240 es
divisible entre 120, también lo es 3"T* — 3" paran = 1,2, 3, ... y resulta que todas
las posiciones a partir de la quinta coinciden con alguna anterior. Asi, solamente
hay 4 posiciones diferentes.

28. La respuesta correcta es la (C). La siguiente figura muestra la cuerda do-
blada tres veces. Se han exagerado los dobleces por claridad, pero en realidad los
segmentos verticales deberfan ser inexistentes.
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Sea L la longitud de la cuerda y x la distancia del corte (por la linea punteada) a
uno de los extremos. Como se ve, al cortar se producen trozos de longitudes x, 2z
y 2(L/8 — ) = L/4 — 22. Como dos de esas longitudes deben ser 4 y 9, se tienen
las siguientes posibilidades: (a) = 4, 22 = 8, L/4—2x =9, de donde L = 68; (b)
x=2,2x=4,L/4—2x=9,de donde L =52; (¢) x =9, 22 =18, L/4 — 2z = 4,
de donde L = 88; (d) x = 4,5, 2e =9, L/4 — 22 = 4, de donde L = 52. Como se
ve, la opcion 72 (C) es imposible.

29. La respuesta correcta es la (C). La suma de los perimetros de los tres cua-
drilateros y de los cuatro tridngulos interiores es igual al perimetro del triangulo
exterior mas dos veces la suma de los tres segmentos. Por lo tanto la suma de los
tres segmentos es (25 + 20 — 19)/2 = 13 cm.

30. La respuesta correcta es la (A). Su se multiplican los nameros de cada cuadra-
do 2 x 2, y esos cuatro productos se multiplican, se obtiene 16. Si a continuacion se
multiplica por los niimeros de las filas superior e inferior, y por los de las columnas
izquierda y derecha, se obtiene el mismo resultado. En ese producto cada niimero
del cuadrado aparece tres veces como factor, excepto el central, que aparece cuatro
veces. Como el producto de todos los nimeros del cuadrado es 1, se sigue que el
central es 16.

1.3. Prueba de Cuarto Ano y Quinto Ano

Problema 1. 11,11 — 1,111 =
@ 10; ®9,009; ©9,0909; ©9,99; €)9,999.

Problema 2. En el diagrama se muestra un
tridngulo is6sceles. M y N son los puntos medios
de los lados iguales. El triangulo esta dividido en

fnes N7 o M N
cuatro regiones. Los ntmeros 3, 3 y 6 indican el

area de la regiéon donde estédn ubicados. ;Cuél es
el area de la cuarta region? 6

®3; ®4 ©5 O6 ©T
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Problema 3. Un paralelepipedo recto se construye
con cuatro piezas, como muestra la figura. Cada pieza
consiste de cuatro cubos y es de un solo color. ;Cual
es la forma de la pieza blanca?

AP = P

Problema 4. Alicia y Roberto se envian mensajes en clave usando la siguiente
codificacion. Primero cada letra en el mensaje se escribe con un nimero distinto
segtin se muestra en la lista: A = 01, B = 02, C = 03, ..., Z = 27. Después
de cambiar cada letra al niimero que le corresponde, se multiplica cada ntimero
por dos y se le suma 9. De esta forma se tiene la secuencia de nimeros que se va
enviar.Si esta manana Alicia le envié a Roberto la secuencia 25 — 41 — 43 — 38.
(Cudl es el mensaje que le envié Alicia?

@ HOLA; B HOJA; ©HORA; O HOZA; @) Alicia se equivoco..

Problema 5. La longitud de cada uno de los la- g
dos del cuadrado ABCD es de 4 cm. Si el area C
del cuadrado es igual al area del tridangulo ECD. B

;,Cual es la distancia del punto E a la recta g?

@) 8 cm; (44+2v3) cm; ©12cm; ©®) 10v2 cm;
®) Depende de la ubicacion de E.

Problema 6. Si calculamos la suma de los digitos de un ntmero de siete cifras
nos da 6. ;Cudl es el producto de estos digitos?

@5 B®6;, ©O7, ©®1-2-3-4-5-6-7, @®O0.

Problema 7. ABC es un tridngulo rectangulo con catetos de longitud 6 cm y 8
cm. Los puntos K, L, M son los puntos medios de los lados del triangulo.;Cuanto
mide el perimetro del triangulo K LM?

@10cm; ®12em; ©15em; @20 cm;  €)24 cm.

Problema 8. ;Cuantos nameros de cuatro cifras hay, tal que el digito de las
centenas es 3 y la suma de las otras tres cifras también es 37

®6; ®5 O4 O3 ®2
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Problema 9. Cuatro de las cinco expresiones dadas tienen la siguiente propiedad:
Si reemplazamos el 8 por otro ntimero entero positivo (usando siempre el mismo
namero en cada reemplazo) se obtiene el mismo resultado. ;Cuél es la expresion
que no tiene esta propiedad?

8

8 .

8+8-8

® @s+5-8 O

8+8
8§+8’

oloo

Problema 10. Dos lados de un cuadrilatero tienen longitudes iguales a 1 y 4.
Una de las diagonales tiene longitud 2, y divide al cuadrilatero en dos tridngulos
isosceles. jCuanto mide el perimetro del cuadrilatero?

®12; ®1; O ©9 ®s

Problema 11. Si Dario se para sobre la mesa y José en el piso, entonces Dario
es 80 cm més alto que José. Sin embargo, si José se para sobre la mesa y Dario se
para en el piso, entonces José es un metro mas alto que Dario. ;Cuél es la altura
de la mesa?

@20 cm; ®80cm; ©90cm; ©) 100 cm;  €) 120 cm.

Problema 12. Al dividir cada uno de los nimeros 144 y 220 entre el entero
positivo IV, se obtiene en ambos casos un residuo igual a 11. ;Cual es el valor de
N?

@38 ®19; ©15 O11; ®7.

Problema 13. Isabel y Laura jugaban a lanzar una moneda al aire. Si salia
cara ganaba Laura e Isabel tenia que darle dos caramelos. Si salia sello, entonces
ganaba Isabel y Laura le tenia que dar tres caramelos. Luego de lanzar la moneda
30 veces, ambas tenfan la misma cantidad de caramelos que al comenzar el juego.
;Cuantas veces gano Isabel?

d6; ®12; ©18; O24; E30.

6 cm

< =
Problema 14. Dentro de un rectdngulo de lado / \
6 cm se disponen circulos formando un triangulo,
como se muestra en la figura. ; Cudl es la menor

distancia entre los dos circulos grises?

®1; ®V2 O2/3-2; ©F; ®2
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Problema 15. En la habitacion de Jorge hay cuatro relojes. Cada uno de ellos
se atrasa o se adelanta. Uno de ellos da la hora con 2 minutos de diferencia con
la hora correcta, otro estd mal por 3 minutos, otro por 4 minutos y el restante
por 5 minutos. Un dia Jorge quiso saber la hora exacta usando sus cuatro relojes.
De acuerdo al primer reloj la hora era, 6 minutos para las 3, el segundo marcaba
3 minutos para las 3, el tercero las 3 y 2 minutos, y el cuarto las 3 y 3 minutos.
;,Cual era la hora exacta?

@ 2:57; B®)2:58; ©2:59; O3 /
Problema 16. El diagrama muestra ‘
9 } D
un triangulo rectangulo con lados de 5
longitud 5, 12 y 13. j Cual es el radio
de la semicircunferencia inscrita?

< 12 =]
®7/3; ®13/3; ©12/3; ©17/3; ®10/3.

Problema 17. Kanga esta llenando un tablero 4 x 3 con los

nimeros del 1 al 9, de tal manera que la suma de los ntimeros 21 4 9
en cada fila sea la misma y la suma de los numeros en cada

columna sea la misma. Kanga ya ha puesto algunos niimeros, 313
como se indica en la figura. ; Cual es el niimero que se debe | g

poner en la casilla sombreada?
®4 ®6 ©O8 0% ©L

Problema 18. Los atletas Can, Gu y Ro pariciparon en un maratéon. Antes de
la carrera cuatro espectadores discutieron sobre sus respectivas posibilidades. El
primero dijo: “El ganador sera Can o Gu”. El segundo dijo: “Si Gu llega de segundo,
entonces el ganador serda Ro”. El tercero dijo: “Si Gu es el tercero, entonces Can
no ganard”. El cuarto dijo: “Yo creo que el segundo lugar estd entre Gu y Ro”.
Después de la carrera ocurrié que todos dijeron la verdad. Can, Gu y Ro llegaron
en los tres primeros lugares. ;En qué orden llegaron?

@) Can, Gu, Ro; ®)Can, Ro, Gu; (© Ro, Gu, Can;
©) Gu, Can, Ro; (€)Gu, Ro, Can.

Problema 19. El diagrama muestra una figura for-
mada por dos cuadrados de lados 4 y 5 cm, un tridngu-
lo cuya area es 8 cm? y un paralelogramo sombreado.
;,Cuanto mide el area del paralelogramo?

@21 cm?; ®20cm?;, ©18cm? ©® 16 cm?; ®) 15 cm?.
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Problema 20. Ana ha escrito 2012 = m™ - (mF — k) con m y k enteros positivos.
i Cual es el valor de k7

®1; ®9 O4 03 ©®2

Problema 21. Un joyero tiene 12 pedazos de cadena, cada uno con dos eslabones.
El quiere hacer un collar con ellos como muestra la figura. Para hacerlo tendra que
cortar algunos eslabones (y luego volverlos a pegar). ;Cual es el menor ntumero de
eslabones que tendra que cortar?

DO o oI IO

®8; ®9 ©O10;, O©1; @12

Problema 22. Una hoja de papel rectangular ABCD de medidas 4 cm x16 cm
se dobla a lo largo de la recta M N de tal forma que el vértice C coincide con el
vértice A, como se muestra en la figura. ;Cuél es el area del pentagono ABNM D'?

D/

B N c

@17 cm?;, ®27 cm?; ©37cm?;, @47 cm?;  ©)57 cm?.

Problema 23. El tren G tarda 8 segundos en pasar completo frente a una senal
X. Luego se cruza con el tren H, que va en direccién contraria. Los dos trenes se
pasan por completo uno al otro en 9 segundos. Luego el tren H pasa completo
frente a la misma senal X en 12 segundos. ;Cual de las siguientes proposiciones
sobre las longitudes de los trenes es cierta?

@) La longitud de G es el doble de la de H;

G y H tienen la misma longitud; (©) H es 50 % mas largo que G;
®) La longitud de H es el doble de la de G;

&) No se puede deducir nada sobre las longitudes de los trenes.

Problema 24. ; Cual es el tltimo digito no nulo del ntmero K = 259 .3%.5% ?

®2 ®1 ©O6; O©4 ®9
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Problema 25. El diagrama muestra un tablero para el juego Canguro. Al co-
mienzo el Canguro esta en la Escuela (E). De acuerdo a las reglas del juego, si
el Canguro esta en cualquier posicién que no sea su Casa (C), él puede saltar a
cualquiera de las dos posiciones vecinas. El juego termina cuando el Canguro llega
a C. ;De cuantas formas distintas se puede mover el Canguro desde E hasta C
dando exactamente 13 saltos?

Casa @ @ Escuela
Biblioteca @ G Parque

@32 ®12; ©144; ©O64; © 1024

Problema 26. Tenemos 5 lamparas, cada una de ellas con su interruptor. Cada
lampara puede estar encendida o apagada. Cada vez que se acciona un interrup-
tor, el estado de la lampara correspondiente cambia (de apagada a encendida o
de encendida a apagada) y ademaés el estado de otra lampara (tomada al azar)
también cambia. Al comienzo todas las lamparas estan apagadas. A continuacion
se accionan los interruptores 10 veces en total. Luego de eso, jcual de las siguientes
proposiciones es cierta?

@ Es imposible que todas las lamparas queden apagadas;
Todas las lamparas quedan encendidas;

@ Quedan al menos una lampara encendida y otra apagada;
D) Todas las lamparas quedan apagadas;

@Es imposible que todas las lamparas queden encendidas.

Problema 27. Nos dan seis enteros positivos diferentes y el mayor de ellos es n.
Existe exactamente una sola pareja de estos enteros tal que el menor ntimero de
la pareja, no divide al mayor. ;Cudl es el menor valor posible para n?

A 18, ®24; ©20; @45 E)36.

Problema 28. José escribié todos los niimeros enteros de tres digitos y para cada
uno de ellos escribié también el producto de sus digitos. Luego de esto José calculd
la suma de todos estos productos. ;Qué nimero obtuvo José?

@45, ®45% ©45% ©2%; ®3%.
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Problema 29. Los numeros de
1 a 120 estéan escritos en 15 filas,

[3)
o

en la forma que nos indica el dia- 4 1516
grama. jPara cual columna (con- 78 9 | 10
tando de izquierda a derecha) la 1112131 14l 15

suma de los nimeros en ella es la
mayor posible?

‘ 106 l(]T‘ 108 ‘ 109 Il()‘ 111 ‘ 12| - ‘ 1‘2(]‘

®L ®13 ©5 O10; ®

Problema 30. Sean A, B, C, D, E, F, G, H los ocho vértices consecutivos de
un octagono convexo. De los vértices C, D, E, F', G, H elegimos uno de ellos al
azar y trazamos el segmento que lo conecta con el vértice A. De nuevo elegimos un
vértice del mismo grupo de seis vértices anterior, y trazamos el segmento que lo
une con el vértice B. j Cual es la probabilidad de que estos dos segmentos corten
al octagono en exactamente tres regiones?

D ®5 O r ®s

1.3.1. Soluciones

1. La respuesta correcta es la (E).

2. La respuesta correcta es la (D). Como M es punto medio, la ceviana que pasa
por M divide al tridAngulo dado en dos triangulos de igual area, de donde se sigue
que el area de la cuarta region es 6.

3. La respuesta correcta es la (A).

4. La respuesta correcta es la (E). El nimero 38 no puede aparecer, porque al
multiplicar por 2 y sumar 9 el resultado debe ser siempre impar.

5. La respuesta correcta es la (C). Como el triangulo EC'D tiene igual area que
el cuadrado ABCD, su altura respecto al lado CD debe ser el doble del lado del
cuadrado, es decir 8 cm, y entonces la respuesta es 8 +4 = 12 cm.

6. La respuesta correcta es la (E). Si todos los digitos fuesen positivos entonces
su suma seria al menos 7. Como es 6, alguno es 0 y el producto de todos es 0.

7. La respuesta correcta es la (B). La hipotenusa del AABC es v/62 + 82 = 10
cm y su perimetro es 6 + 8 + 10 = 24 cm. El AK LM es semejante al AABC' con
razén de semejanza 1/2; por lo tanto su perimetro es 12 cm.

8. La respuesta correcta es la (A). Los ntumeros en cuestion son 1302, 1311, 1320,
2301, 2310 y 3300.

9. La respuesta correcta es la (D). Las demés tienen valor fijo 1.
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10. La respuesta correcta es la (B). Los triangulos isosceles que se pueden formar
tienen medidas 2, 2, 1 y 2, 4, 4. El perimetro buscadoes 4 +4+2+1 = 11.

11. La respuesta correcta es la (C). Si D, J y M son las alturas de dario, José y
la mesa, en centimetros, entonces se tiene D+ M = J+80y J + M = D + 100.
Sumando ambas igualdades y simplificando resulta M = 90.

12. La respuesta correcta es la (B). Como 144 = ¢N 4+ 11 y 220 = sN + 11 resulta
que 133 = gN y 209 = sN. Entonces N divide a 133 =7-19y a209=11-19, y
como N > 11 debe ser N = 19.

13. La respuesta correcta es la (B). Si Isabel gano x veces, entonces Laura le tuvo
que dar 3z caramelos, mientras que isabel de di6 a Laura 2(30 — x) caramelos.
Igualando estas dos cantidades resulta z = 12.

14. La respuesta correcta es la (C). El radio de cada circunferencia es 1 cm. El
centro de una circunferencia sombreada y los centros de las dos circunferencias
que son tangentes a las dos sombreadas son los vértices de un triangulo equilétero
de lado 2 cm. por lo tanto la distancia entre los centros de las circunferencias
sombreadas es el doble de la altura de un tridngulo equilatero de lado 2 cm, a
saber 2¢/3 cm. Restando el radio de cada una de ellas se obtiene la respuesta
24/3 — 2 cm.

15. La respuesta correcta es la (C), pues es la tnica hora que tiene diferencias de
2, 3, 4 y 5 minutos con las cuatro dadas.

16. La respuesta correcta es la (E). Como

CE =CB =5setiene FA=13-5=38, C
y como AABC es semejante a AAED

resulta DE/EA = CB/BA, de donde E

r=DE =28-5/12 = 10/3. Alternativa-

mente se puede aplicar el teorema de Pi-

tagoras al AAED, para obtener 12482 =

(12 — )2, de donde 64 = 144 — 24r y A D ‘B
r=80/24 = 10/3.

17. La respuesta correcta es la (A). Si F' es la suma de cada fila y C la de cada
columna, entonces 3F = 4C' (suma de todos los elementos). El tercer elemento de
la fila superior es F — 8 = C —4 = (3/4)F — 4, de donde F = 16 y C = 12. Se
sigue que el segundo elemento de la fila inferior es 5 y en la casilla sombreada va
el 4.

18. La respuesta correcta es la (E). Se puede verificar que es la Gnica alternativa
que cumple todas las condiciones, o bien razonar asi: Si Gu es segundo, por lo que
dijo el segundo el ganador seria Ro, contradiciendo al primero. Entonces por lo
que dijo el quinto Ro lleg6 segundo. Pero Can y Gu no pueden llegar primero y
tercero (por lo que dijo el tercero), luego el orden es Gu, Ro, Can.
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19. La respuesta correcta es la (D). Si se traza la diagonal del paralelogramo que
pasa por el vértice coman a los dos cuadrados, se forman dos tridngulos que es
facil ver que son congruentes al tridngulo de 8 cm?, luego la respuesta es 16 cm?.

20. La respuesta correcta es la (B). Como 2012 = 22 -503 y 503 es primo, m s6lo
puede ser 2. Entonces 2¥ — k = 503, de donde k = 9.

21. La respuesta correcta es la (A). Se cortan los 8 eslabones de 4 pedazos de
cadena y se usan para unir los 8 pedazos restantes formando un collsr.

22. La respuesta correcta es la (D). Sea P la proyeccion del punto M sobre el lado
BC'. Entonces AM PN es semejante a AABC, por lo tanto NP = PM-BC/AB =
1 cm y se sigue que BN = 7,5 cm. Como ANM D’ tiene igual area que MNCD y
MNBA, es decir 32 cm?, y el area de AABN es 7,5-4/2 = 15 cm?, la respuesta
es 32 + 15 = 47 cm?.

23. La respuesta correcta es la (A). Si G y H representan las longitudes de los
trenes y g y h sus velocidades, entonces de los datos se obtienen las ecuaciones

H H
G+ A

h = ——
9+ 9 12

gzgv

Restando a la segunda la primera y la tercera resulta
G+H G n H
9 8 127

de donde se sigue que G = 2H.

24. La respuesta correcta es la (D). K se puede escribir como 26 - 3% . 10%% =
64 -81-10° = 5184 - 1053.

25. La respuesta correcta es la (D). El primer salto debe ser hacia P. Luego debe
saltar a B o E, y regresar a P. Esto dltimo se repite cuatro veces més. Finalmente
salta de P a B o E y de alli a C. Como tuvo 6 veces la posibilidad de elegir entre
E y B, la respuesta es 26 = 64.

26. Larespuesta correcta es la (E). La paridad del ntimero de lamparas encendidas
es invariante (pues en cada paso aumenta en 2, queda igual o disminuye en 2).
Luego es imposible que queden las cinco encendidas.

27. La respuesta correcta es la (B), que se alcanza con los nimeros 1, 2, 4, 8, 16
y 24.

28. La respuesta correcta es la (C). El namero que obtuvo fue

(1+2+3+4+5+6+7+8+9)° =455

29. La respuesta correcta es la (C). Al pasar de la columna k a la k& + 1 la suma
de elementos disminuye en k(k + 1)/2 (el elemento superior de la columna k) y
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aumenta en 15 — k (una unidad por cada fila desde la k + 1 a la 15). O sea que
la suma aumenta en 15 — k — k(k + 1)/2 = 15 — k(k + 3)/2. esta cantidad es
positiva para k < 4 y negativa para k > 5, por lo tanto la suma es maxima en
la quinta columna. Por supuesto que también se puede proceder por fuerza bruta,
calculando todas las sumas.

30. La respuesta correcta es la (A). Hay 6 x 6 = 36 pares de vértices, de los cuales
cumplen la condicion solamente 10, a saber (D,D), (E,D), (E,E), (F,D), (F,E),
(F,F), (G,D), (G,E), (G,F) y (G,G). por tanto la probabilidad es 10/36 = 5/18.



Capitulo 2

Prueba Regional

I A prueba regional de la OJM consta de cinco problemas, que se valoran en
una escala de 1 a 7. Los participantes disponen de tres horas Y MEDIA para
resolverlos.

2.1. Prueba de Primer Ano

Problema 1. El area de la siguiente figura, construida con cuadrados idénticos,
es 72 cm?. ;Cuél es su perimetro?

Problema 2. Entre los companeros de clase de Nicolas hay el doble de ninas que
de ninos. Se sabe que el nimero total de alumnos en la clase es un miltiplo de 5,
mayor que 10 y menor que 40. ;Cual es ese ntmero?

Problema 3. En una lista de cinco niimeros, el primero es 2 y el ultimo es 12.
El producto de los tres primeros nameros es 30, el producto de los tres del medio
es 90 y el producto de los ultimos tres es 360. ;Cuales son los tres nameros del
medio?
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Problema 4. En un juego de futbol el ganador obtiene 3 puntos y el perdedor 0
puntos. Si el juego termina en un empate, entonces cada equipo obtiene un punto.
La Vinotinto ha jugado 38 veces y ha obtenido 80 puntos. ;Cuél es el mayor
nimero posible de juegos que ha perdido?

Problema 5. Halle todos los enteros n, 1 < n < 8, tales que sea posible marcar
algunas casillas en un tablero de 5 x 5 de modo tal que haya exactamente n casillas
marcadas en cada cuadrado de 3 x 3.

2.1.1. Soluciones

1. La figura se compone de 8 cuadrados, luego el area de cada uno de ellos es
72/8 =9 cm? y por lo tanto el lado de cada cuadrado mide 3 cm. El perimetro se
compone de 16 segmentos de 3 cm cada uno, por lo tanto es 16 x 3 = 48 cm.

2. Los companeros de Nicolés son miltiplo de 3, luego el niimero buscado es un
miltiplo de 5 entre 10 y 40 que deja resto 1 al dividirlo entre 3. Como 15 deja resto
0, 20 deja resto 2, 25 deja resto 1, 30 deja resto 0 y 35 deja resto 2, la respuesta
es 2.

3. Si se divide el producto de los tres del medio entre el producto de los tres
primeros se obtiene 90/30 = 3, pero eso debe ser igual al cuarto entre el primero (2),
luego el cuarto es 6 (también se puede llegar a esa conclusion dandole varios valores
al 2° nimero y calculando los demaés). Entonces el del medio es 360/(6 x 12) =5
y el segundo es 30/(2 x 5) = 3.

Es claro que los tres niimeros pueden ser hallados también en otro orden.

Solucién alternativa: Si llamamos x al segundo ntimero, entonces el tercero debe
ser 30/(2x) = 15/x. Entonces el producto del segundo y el tercero es 15, por lo
tanto el cuarto es 90/15 = 6. Luego el del medio es 360/(6 x 12) = 5. Finalmente
el segundo es 30/(2 x 5) = 3.

4. La respuesta es 10. Para obtener 80 puntos en el menor niimero de juegos
posible la Vinotinto debe ganar 26 juegos y empatar 2 (26 x 3 4+ 2 = 80), es decir
que requiere 28 juegos. Si jugd 38 juegos, entonces perdié a lo sumo 38 — 28 = 10.

5. Es posible para todos los enteros desde el 1 hasta el 8, como muestran los
siguientes diagramas:
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X|X] |X|X X[X] |X|X X[ X[ XXX XX XXX
X|X] |X|X X[X] |X|X X|X] [X|X X|X|X|X|X
X X X[X] |X|X X|X] [X|X X|X] |X|X
X|X] [X]X X[X] XX X[ X[X[X|X X[ X|X|X|X
X|X] X]X X[X] X]X X[X] XX XIX|X]X]|X
n=>5 n==~6 n=7 n=_=§

2.2. Prueba de Segundo Ano

Los problemas 1, 3, 4 y 5 de Segundo Afio fueron los mismos que los de Primer
Afio (ver pag. 31). Las pruebas solo se diferenciaron en el problema 2, que se
enuncia a continuacion.

Problema 2. Una hoja rectangular de papel mide 192 x 84 mm. La hoja se
corta a lo largo de una linea recta hasta obtener dos partes, una de las cuales
es un cuadrado. Luego se hace lo mismo con la parte no cuadrada que quedo, y
asi sucesivamente. ;Cual es la longitud del lado del cuadrado més pequeno que se
puede obtener con este procedimiento?

2.2.1. Soluciones

2. Larespuesta es 12mm, ya que los cortes sucesivos producen hojas no cuadradas
de dimensiones 108 x 84, 24 x 84, 24 x 60, 24 x 36, 12 x 36, 12 x 24, y en el proximo
corte quedan dos hojas cuadradas de 12 x 12.

Soluciéon alternativa: En general, si a > b entonces med(a,b) = med(a — b,b).
Por lo tanto, al ir descartando cuadrados, siempre nos quedamos con piezas tales
que el med de sus lados es el mismo que el del rectangulo original. El proceso se
detiene cuando nos queda un cuadrado, cuyo lado sera entonces el med de los lados
del rectangulo original. En este caso, med(192,84) = 12.

2.3. Prueba de Tercer Ano
Problema 1. Idéntico al Problema 2 de Primer Afo (ver pag. 31).

Problema 2. Sean m y n enteros positivos, tales que 19 < m <49,y 51 <n <
+n
?

101. ;Cuél es el mayor valor posible para la expresion
n—m
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E
Problema 3
ABCD es un cuadrado de lado 4 cm,
AE = DFE y el area del pentagono
ABCDE es 22 cm?. ;Cudl es el area del A D
tridngulo ABE?
B C

Problema 4. Sean a, b, ¢ y d ntimeros reales positivos tales que a® = \/cy ¢? = 5.
. Cuél es el valor de a5%4?

Problema 5. Se tienen doce pelotas numeradas del 1 al 12. Cada una se colorea
con verde o azul de tal manera que se satisfacen las dos condiciones siguientes:

(a) si dos pelotas marcadas a y b son azules y a + b < 13, entonces la bola a + b
es azul.

(b) si dos pelotas marcadas a y b son verdes y a + b < 13, entonces la bola a + b
es verde.

;De cuantas maneras distintas se pueden pintar las pelotas?

2.3.1. Soluciones

1. Ver solucién al problema 2 de Primer Ano pag. 32.
2. Tenemos que Zf% = "’n":rnzm =1+ nQ_mm. Para alcanzar el mayor valor,
m debe ser lo mas grande posible y la diferencia n — mdebe ser lo mas pequena
posible. Es claro que ambas condiciones se logran cuando m toma su mayor valor
posible (49) y n su menor valor posible (51). En ese caso el valor de la expresion
es 100/2 = 50.

. 14m
Al mismo resultado se llega observando que Zf—ﬁ = 11_ z

=

3. Como AE = DE, el punto FE esta en la mediatriz del segmento AD, que es
paralela al segmento AB. Por lo tanto la altura del triAamgulo ABFE sobre el lado
4x2

AB es la mitad de AD, es decir 2 cm, y su drea es 5= = 4 cm.

Solucién alternativa: Usando [ ] para denotar areas, se tiene que [ABCD| =
42 =16 Y [ABCDE] = 22, luego [ADE] = 22 — 16 = 6 y la altura del triangulo
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ADE sobre AD es 2[ADE]/AD = 2 x 6/4 = 3. Entonces la altura del tridngulo
BCE sobre BC es 4 +3 = 7y [BCE] = 4 x 7/2 = 14. Como los tridngulos
ABE y CDEF tienen igual area por ser simétricos, el area de cada uno de ellos es
(22 — 14)/2 = 4 cm?.

E
|
|
|
|
|
| 3
|
A : D
|
[
|
[
1 4
|
|
[
|
|
B c
4. Elevando al cuadrado la primera igualdad se tiene (a®)? = ¢, o sea a? = c.

Elevando esta tltima igualdad a la d resulta (a?*)? = ¢?, 0 sea a?*? = 5.'Y elevando
esta tltima al cubo resulta (a2*4)3 = 53, o sea a5%? = 125.

También se puede hacer en una linea: a®? = (a’)% = (/¢)5 = ¢3¢ = (¢?)3 =
5% =125.

5. Supongamos que la pelota marcada con el 1 es azul. Si la pelota marcada con el
2 también es azul, entonces las marcadascon 1 +2=3,14+3=4,..., 1+ 11 =12
son todas azules. Por lo tanto en este caso todas las pelotas son azules.

Si la pelota marcada por el 2 fuese verde, debemos considerar dos casos. Si la
pelota nimero 3 es azul, entonces 1+3 =4,1+4=5,..., 1+ 11 = 12 también son
azules. Si la pelota marcada con el 3 fuese verde, entonces 2 + 3 = 5 también es
verde. Como 1+ 4 =5, 5 es verde y 1 es azul, entonces 4 no puede ser azul, seria
verde y entonces 4+2=6,5+2=7,64+2=8,74+2=9,84+42=10,9+2=11
y 10 4+ 2 = 12 serén verdes.

Asi vemos que al suponer que la pelota 1 es azul, hay tres casos posibles.
Si intercambiamos azul y verde en el argumento, tenemos otros tres casos. En
consecuencia, hay seis casos en total, a saber: todas las pelotas son azules, todas
las pelotas son verdes, todas menos la niimero 1 son verdes, todas menos la niimero
uno son azules, todas menos la nimero dos son azules o todas menos la nimero
dos son verdes.
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2.4. Prueba de Cuarto Ano

Problema 1. Un entero positivo es fino si es par, tiene cuatro digitos y el nimero
formado por los dos primeros digitos es igual a cinco veces el ntmero formado por
los dos ultimos digitos. Ejemplo: 7014 es fino.

a) Halle el maximo comun divisor de todos los nimeros finos.

b) Halle el minimo comtn miltiplo de todos los nimeros finos.

C
Problema 2
El triangulo ABC es rectangulo en A, AB =8 cm y
AC = 6 cm. ;Cudl es el radio de la semicircunferencia
cuyo didametro se apoya en AB y que es tangente a
los otros dos lados del triangulo ABC?
A B

Problema 3. Ayer y hoy han estado jugando en el parque un grupo de ninas y
ninos. Ayer la relacion de nifias a ninos era de 2 : 3. Hoy, el nimero de nifos es
el cuadrado del ntimero de ninas y ademéas hay 6 nifios y 7 ninas menos que ayer.
Contando a los ninos y a las ninas, jcuéntos estuvieron jugando ayer?
Problema 4. Es idéntico al Problema 5 de Tercer Afio (ver pag. 34).

Problema 5. Resuelva la ecuacion:

log, (10z) 4 log, (100z) + logg(1000z) — 2logg, (z) = 9.

2.4.1. Soluciones

1. a) Sin = 1000a 4+ 100b + 10c + d es fino entonces 10a + b = 5(10c + d) y
n = 100(10a + b) + 10c+ d = 501(10c + d). Como ademas n es par, d debe ser par

resulta que los ntimeros finos son 501 - 2, 501 - 4,..., 501 - 18, o equivalentemente
1002, 1002-2, 1002-3,. .., 1002-9. Entonces es claro que su maximo comin divisor
es 1002.

b) mem(1002,1002- 2, ..., 1002 - 9) = 1002 - mem(1,2,3,4,5,6,7,8,9)
=1002-23-32.5. 7 = 2525040.

2. Sean O el centro de la semicircunferencia, D su punto de tangencia con el lado
BC y r = OD el radio. Entonces AODB ~ ACAB (por ser ambos rectangulos
y con el d&ngulo en B comun). Entonces OD/OB = CA/CB, es decir /(8 — r) =
6/v62 + 8% = 3/5. De aqui se sigue que r = 2(8 —7) y Er = 21, de donde r = 3
cm.
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Otra manera de proceder consiste en observar que DC = AC por ser segmentos
de tangente desde A a la misma circunferencia, de donde DB = BC — DC =
V62 + 82—6 = 4 cm. Entonces, como OD/DB = AC/AB = 6/8 resultar/4 = 3/4
yr=3cm.

C

A 0] B

3. Ayer en el parque estuvieron 3t nifos y 2t nifias. Hoy hay 3t — 6 ninos y 2t — 7
nifias. Pero 3t — 6 = (2t — 7)? = 4t? — 28t + 49, entonces 4t? — 31t + 55 = 0.
Esta ecuacion tiene raices 5 y 11/3, pero como ¢ es un entero, solo tiene sentido
t = 5. Por lo tanto la cantidad de nifios y ninias que ayer habia en el parque es
3t + 2t = bt = 25.

Alternativamente se puede decir que ayer en el parque estuvieron h ninas y v
nifios, con h/v = 2/3. Hoy hay v—6 nifios y h—7 nifias, y se cample v—6 = (h—7)2.
Como v = 3h/2 nos queda 3h/2 — 6 = h? — 14h + 49, o bien h? — (31/2)h+55 = 0,
que tiene soluciones 10 y 11/2. Como h es un entero, solo tiene sentido h = 10.
Por lo tanto v = 3-10/2 = 15 y la respuesta es h + v = 25.

4. Ver la solucién del problema 5 de Tercer Ano, pag. 35.

5. Por las propiedades de la funcién logaritmo tenemos:

9 = log,(10x) + log,(100zx) + logg(1000z) — 2loge, ()
log,(100z)  log,(1000z)  2log,(z)
= 1 10 —
0g(102) + log, 4 + log, 8 log, 64
1 100 1 1000 21
— log,(10z) + 08> (2 x) + 032(3 x) 0g62(55)

1 1 1
= logy(10z) + 3 log,(100z) + 3 log,(1000z) — 3 log, ()

= logy(107) + logy(V100z) + log, V1000 — log, /=
102+/100zv/1000z
= log, ( S )
Jz
= log,(1000+/x).
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2
En consecuencia 1000z = 2% 0 x = (%) =10
Soluciéon alternativa I: Como
logy(z) = logy(64)loge,(x) = 6logg, (),
log,(z) = log,(64)loge,(x) = 3logg,(),
logg(z) = logg(64)loggy(x) = 2loge, (),

sustituyendo en la ecuacién dada nos queda
61ogg, (10x) + 3logg, (1002) + 2loge, (1000z) — 2loge,(z) = 9,

o bien

)

log <(10:c)6(10(;x2)3(1000x)2>

0 sea
logg, (10'82%) = 9.
Entonces 9logg,(100z) = 9, de donde 100z = 64 y 2 = 2% = 16

100 — 25°
Solucién alternativa II: La ecuacion se puede escribir como
log, (10z) + log,(100z) + logg(1000x) = 9 + 2logg, ().
Elevando 64 a cada miembro resulta
641082(102) | G41084(1002) | 41085 (10002) _ 649 . 42 10864(2)
y como 64 = 26 = 43 = 82, se tiene

26 log,(10z) | 43 log,(100x) | 8210g8(1000x) _ 649172,

o bien
(102)%(1002)(10002)* = 64”22,

es decir 1018z = 64%22, de donde 10*¥2° = 64°, 2° = (64/100)° y x = 64/100 =
16/25.

2.5. Prueba de Quinto Ano

Los problemas 1, 2 y 3 de quinto ano son los mismos que los de Cuarto Ano
(ver pag. 36). Los problema 4 y 5 se enuncian a continuacion.

Problema 4. En una caja azul hay doce pelotas, numeradas del 1 al 12. Enrique
mueve algunas de ellas, pero no todas, a otra caja verde. Al hacerlo se da cuenta
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que para cada dos pelotas de la caja verde lo siguiente es verdad: Si estas dos
pelotas estdn numeradas con los ntimeros a y b, entonces la pelota marcada con
el namero |a — b| esta en la caja azul. ;Cudl es la mayor cantidad de pelotas que
Enrique pudo mover a la caja verde?

Problema 5. Tenemos un triangulo ABC. La bisectriz de Z/BAC corta a BC en
D. ADC es isosceles con AD = CD = 36 y BD = 64. Hallar las longitudes de los
lados de ABC.

2.5.1. Soluciones

4. Enrique pudo mover 6 pelotas. Si mueve todas las pelotas marcadas con los
impares, entonces la diferencia entre dos de esos niimeros es par y esta por lo
tanto en la caja azul. O bien puede mover las pelotas numeradas del 7 al 12, cuyas
diferencias estdn comprendidas entre 1 y 5 y por lo tanto quedaron en la caja azul.

Supongamos ahora que movi6 7 pelotas y denotemos los niimeros de esas pe-
lotas en orden creciente por a; < a2 < a3z < a4 < a5 < ag < ay. Entonces las
diferencias a7 — a1, ag — a1, as — a1, a4 — a1, az — a1, as — a1, Son seis enteros
positivos diferentes y menores que 12. Estas pelotas deberian estar en la caja azul,
pero eso es imposible pues alli solo hay cinco pelotas.

5. Es claro que BC = 100. Encontremos las medidas de AC'y AB. Como /BAD =
/DAC = ZACB, los triangulos CBA y ABD son semejantes y % = g—é = %.
La segunda igualdad implica que AB? = BD-CB y entonces AB = /64 - 100 = 80.
Ahora usamos la primera igualdad para obtener C A = 42-B4 — 3680 _ 45

A

BD 64

36

£

B 64 D 36 C

Solucién alternativa: Pongamos a = BC, b = AC' y ¢ = AB. En primer lugar
a = 64 4+ 36 = 100. Por el teorema de la bisectriz se tiene

y por el teorema de Stewart

b’>-BD + ¢* - DC = BC(AD? + BD - DC),
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es decir
64b% 4+ 36¢* = 100(362 + 64 - 36) = 360000.

Sustituyendo b = (36/64)c y dividiendo entre 36 queda

36
= 4+1) ¢ =10000
<64+ >C ’

es decir (100/64)c? = 10000, de donde ¢* = 6400 y ¢ = 80. Finalmente b =
(36/64)80 = 45.



Capitulo 3

Prueba Final

A prueba final de la OJM 2012 se realiz6 en la Universidad de Carabobo,

Valencia, el sdbado de junio. La prueba consté de cuatro problemas, cada
uno de ellos con un valor de 7 puntos. Los participantes dispusieron de cuatro
horas para resolverlos.

3.1. Prueba de Primer Ano

Problema 1. Un digito k es un unidivi de un nimero natural n si k es la cifra de
las unidades de algin divisor de n. Por ejemplo, los divisores de 50 son 1, 2, 5, 10,
25 y 50, por lo tanto sus unidivis son 0, 1, 2 y 5. Halle el menor nimero natural
que tenga 10 unidivis.

D C
Problema 2. El lado del cuadrado ABC'D mide
4 cm. M es el punto medio de BC', N es el punto P
medio de AM y P es el punto medio de NC. b VM
Calcule el area del cuadrilatero ANPD.
N
A B

Problema 3. (a) ;Es posible repartir los niimeros 12, 22, 32, 42, 52 62 y 72 en
dos grupos, de manera que la suma de los ntimeros de cada grupo sea la misma?
(b) (Y para los ntimeros 12, 22, 32, 42 52 62, 72, 8% y 92?

Problema 4. Una calculadora tiene dos teclas especiales A y B. La tecla A
transforma el ntmero x que esté en la pantalla en % La tecla B transforma el
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nimero r que esté en la pantalla en 1 — x. Diego comenz6 a pulsar las teclas A,
B, A, B,...en forma alternada. Luego de realizar 2012 pulsaciones, en la pantalla
quedd el ntimero 0,875. ; Qué niimero estaba inicialmente en la pantalla?

3.1.1. Soluciones

1. Sea n el menor nimero natural con 10 unidivis. Entonces cada digito del 0 al
9 debe ser unidivi. Como 0 es unidivi, algtn divisor de n termina en 0 y por lo
tanto n es multiplo de 10. Supongamos ahora que n sea miltiplo de 9. Entonces n
es multiplo de 90. Pero no puede ser 90, pues 4 no es unidivi de 90 (pues ninguno
entre 4, 14, 24, 34, 44, 54, 64, 74 y 84 divide a 90). Tampoco 180, pues 7 no es
unidivi de 180 (ninguno entre 7, 17, 27, 37, 47, 57, 67, 77, 87,...divide a 180).
Pero puede ser 270, que es divisible entre 10, 1, 2, 3, 54, 5, 6, 27, 18 y 9.

Si n no es multiplo de 9, entonces debe ser miltiplo de 19, o 29, o 39, etc., y
por lo tanto de 190, o de 290, o de 390, etc. Pero 190 no puede ser, pues 3 no es
unidivi de 190, y los demas multiplos de 190, 290, 390, etc. son mayores que 270.
Por lo tanto el minimo buscado es 270.

2. Si [] denota érea, se tiene [ABM] = 42 = 4, [NMC] = i[AMC] = 2,
[DCP] = 3[DCN] = 143 = 3, por lo tanto [ANPD] = [ABCD] — [ABM] —
[NMC]—[DCP] =16 —-4—2—3 =17 cm?

| ol

3. (a) Si se puede. La suma de los 7 niimeros es 140, luego la suma de cada grupo
debe ser 70. En el grupo donde estd 72 = 49 se debe agregar niimeros que sumen
21 para llegar a 70, lo cual se logra con 1, 4 y 16. Por lo tanto los grupos son
{12,22 42 72} v {32,52,6%}.

(b) No se puede porque la suma 1% + 22 + ... + 92 tiene 5 sumandos impares
y por lo tanto es impar.

4. Sien la pantalla esta el naumero x, al pulsar A se obtiene % Si a continuacién
se pulsa B se obtiene 1 — % Si luego se pulsa A nuevamente se obtiene

Luego de pulsar B una vez més resulta
z -1 1

z—1 z—-1 11—z
Luego de pulsar A otra vez resulta 1 — z, y si a continuacién se pulsa B se obtiene
x. Es decir que la secuencia de seis pulsaciones ABABAB deja el mismo ntimero
en la pantalla.

Ahora bien, 2012 = 6 - 335 + 2, es decir que pulsar ABAB. .. hasta completar
2012 pulsaciones es lo mismo que pulsar AB. Si el niimero que estaba inicialmente

en la pantalla era x, al pulsar A y luego B resulta 1 — % Entonces 1 — % = 0,875,
de donde % =0,125y x =8.

1-—
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3.2. Prueba de Segundo Ano

Problema 1. Laura escribi6 un ntimero natural N menor que 275, formado por
tres digitos cuya suma es 16. Ordenando los tres digitos de todas las maneras
posibles obtuvo seis niimeros, de los cuales observé que sélo uno era un cuadrado
perfecto. ;Qué ntmero escribié Laura?

Problema 2. Es el mismo que el problema 2 de Primer Afio (ver pag. 41).
Problema 3. Es el mismo que el problema 4 de Primer Afio (ver pag. 41).

Problema 4. Rafael construye una larga fila de dados normales, pegando dos
caras juntas so6lo si ambas tienen el mismo ntmero de puntos. {Serd posible que
la suma de puntos de todas las caras exteriores de los dados sumen 20127

Nota: Un dado es normal si los puntos en cada par de caras opuestas suman 7.

3.2.1. Soluciones

Para las soluciones de los problemas 2 y 3 vea las de los problemas 2 y 4 de
Primer Afio, pag. 42.

1. Los cuadrados perfectos de tres cifras son 102, 112,..., 312. Aquellos cuyas
cifras suman 16 son 132 = 169, 142 = 196, 222 = 484, 232 = 529 y 312 = 961.
Permutando los digitos de 484 no se puede obtener ningtin nimero menor que
275. Como 132 = 169, 142 = 196 y 312 = 961 tienen los mismos digitos, los digitos
del nimero de Laura no pueden ser 1, 6 y 9. Sélo queda por considerar 232 = 529.
El reordenamiento 259 es el tinico menor que 275, y por lo tanto es la respuesta.

4. (Solucion de Luis Uzcategui, Instituto Los Proceres, Estado Bolivar, ganadora
del premio UNEXPO a la solucién més elegante).

Supongamos que sea posible obtener 2012 como suma de las caras exteriores.
Como los puntos de cada par de caras opuestas suman 7, los de las cuatro caras
laterales de cada dado suman 14. Ahora bien, 2012 dividido entre 14 da cociente
143 y resto 10, por lo tanto debe haber 143 dados en la fila y las caras izquierda
del primero y derecha del altimo deben sumar 10. Pero como 143 es impar, la cara
izquierda del primer dado y la derecha del dltimo deben sumar 7. Esta contradic-
ci6bn muestra que no es posible que la suma de puntos de las caras exteriores sea
2012.
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Notas del editor: (a) Es claro que con méas de 143 dados la suma de las caras
exteriores superaria a 144 - 14 > 2012, y con menos de 143 a lo sumo llegaria a
142 - 14 4+ 12 = 2000.

(b) Examinando lo que ocurre con una fila de n dados paran =1, 2, 3 y 4, es facil
darse cuenta de que, si n es par entonces las caras izquierda del primero y derecha
del dltimo son iguales, mientras que si n es impar entonces esas caras suman 7.

3.3. Prueba de Tercer Ano

Los problemas 1 y 4 de Tercer Afio son los mismos que los de Segundo Ano
(ver pag. 43).

Problema 2. Se tienen siete segmentos de longitudes diferentes. La longitud de
cada uno de ellos es un namero entero de centimetros, y el méas corto mide 1 cm.
Se sabe que no es posible escoger tres de ellos que permitan formar un triangulo.
;,Cual es la minima longitud posible del segmento méas largo?

Problema 3. Encuentre todos los pares (a,b) de ntimeros reales con a + b = 1,
para los cuales se satisface la igualdad (a? + b%)(a® + b®) = a* + b*.

3.3.1. Soluciones

2. Sean 1l <a<b<ec<d<e< flaslongitudes enteras (en cm) de los siete
segmentos. Entonces a > 2 y b > 3. Tres segmentos de longitudes < y < z forman
triangulo si y sdlo si z < x + y, por lo tanto no lo forman si y s6lo si z > = + y.
Como los segmentos de longitudes a, b y ¢ no forman tridngulo, debe ser entonces
c>a+b>2+3=5. Analogamente d > b+¢c>3+5=8,e>c+d>5+8=13
vy f>d+e > 8413 = 21. Para asegurarnos de que 21 cm es efectivamente la
minima longitud posible del segmento més largo, consideremos los segmentos de
longitudes 1, 2, 3, 5, 8, 13 y 21. Como cada uno a partir del tercero es mayor
o igual que la suma de dos cualesquiera de los anteriores, no es posible formar
triangulo con tres de ellos.

3. Como a® + b = (a+ b)(a® — ab + b?) = a? — ab + b2, podemos reescribir la
ecuacion dada como (a? +b?)(a? — ab + b?) = a* 4 b*. Calculando y simplificando
nos queda —a3b + 2a?b? — ab® = 0, lo cual se factoriza como —ab(a — b)? = 0. Por
lotantoa =00b=00a—b=0. Como a+ b =1 por hipdtesis, tenemos las
siguientes soluciones y no mas: (0,1), (1,0) y (3, 3).
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3.4. Prueba de Cuarto Ano

Problema 1. Encuentre todos los enteros a diferentes de cero y de 4, tales que

a 2 .
el namero 1 + — también es un entero.
a a

D C
Problema 2. Los segmentos EC, EB, 9
DF y FC dividen al rectangulo ABCD E o
en ocho regiones. En tres de ellas se ha ’
escrito un ntimero que representa su area.
;,Cudl es el area de la region en la que se
encuentra el signo de interrogacion? 35

8
A rF B

Problema 3. (a) Pruebe que para todo n se cumple
n?—(n+1)?—n+2?+m+3)2-n+4)>+n+5>+(n+6)>—(n+7)%=0.

(b) En el pizarron estan escritos los cuadrados de los ntimeros del 1 al 2012: 12, 22,
32...., 20122. Hay que escribir delante de cada ntmero un signo + 6 — de manera
que, al realizar la suma algebraica de los 2012 ntimeros, se obtenga el menor valor
positivo que sea posible. Determine cuél es ese minimo e indique una manera de
distribuir los signos para lograrlo.

Problema 4. Consideremos los puntos 17—16—15—14—13
con ambas coordenadas enteras en el | |

plano cartesiano, en el origen (0,0) se co- 18 5—4—3 12 .
loca el 1, en (1,0) se coloca el 2, en (1,1) | | | | :
se coloca el 3, y asi sucesivamente se van 19 6 1—2 11 28
colocando los enteros positivos en espiral | | | |
alrededor del origen (ver figura). Deter- 20 7T—8—9—10 27
mine las coordenadas del punto donde se | |
colocara el 2012. 2] —92—93—924—95—26

3.4.1. Soluciones

1. Si-%+4+2= % es un entero, entonces a(a — 4) divide a a® +2a — 8 y
por lo tanto a divide a a? 4 2a — 8, de donde a divide a 8. Los enteros distintos
de 4 que dividen a 8 son 1, 2, 8, —1, —2, —4 y —8. Verificando cada uno de ellos
resulta que los dnicos que satisfacen lo pedido son a =2y a = —4.
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Las verificaciones pueden reducirse observando que a — 4 también debe dividir
a 8y como a # 0, a—4 soélo puede ser 1, 2,4, 8, —1, —2 o —8. Es decir que a debe
estar entre 5, 6, 8, 12, 3, 2 y —4. Comparando esta lista con la del parrafo anterior
las coincidencias se reducen a 2, 8 y —4, de los cuales solo satisfacen lo pedido 2
y —4.

Solucién alternativa: Como —%; =1+ ﬁ, la condicién del problema equivale a
que ﬁ—i—% sea entero. Si a > 10 entonces 0 < ﬁ—i—% < %—i—f—o = %—i—% = % <1,
por lo tanto no es entero. Anélogamente si a < —5 se tiene que 0 < |ﬁ + %| <=
% + % < 1. Por lo tanto los enteros buscados estan entre los siguientes: —4, —3,
-2, -1,1,2,3,5,6,7, 8 y 9. Probando con cada uno de ellos se comprueba que
las tinicas soluciones son —4 y 2.

2. [BCE] = $BC-CD = [CDF] = :|ABCD]. Ademés CDF tiene igual érea que
su parte complementaria en el rectangulo, es decir [CDF] = [ADF| + [BCF] =
9+ 2+35+8+4y=>52+x+y. El area buscada es claramente [BCE] —z —y =
[ADF] + [BCF] —  — y = 52. También puede argumentarse directamente que el
area es [BCFE] — [ADF]| — [BCF] +9 + 35 + 8 = 52.

D C
9
E " 9
Y
35
8
A F B

Hay una solucién similar tomando como x e y las areas de los dos tridngulos vacios
en la figura anterior, lo que equivale a permutar las letras ABC'D en BCDA.

3. (a) Se puede hacer desarrollando y operando, o agrupando los términos de a
dos y usando el producto notable de la diferencia de cuadrados:

n?—n+1)?—-n+22+m+3)?-n+4)>+n+52+n+6)* - (n+7)?

=—2n+1)+2n+5)4+2n+9) - (2n+13)=-1+5+9—-13=0.

(b) La parte (a) muestra que para 8 cuadrados consecutivos se pueden poner los
signos de modo que la suma algebraica sea nula. Si se comienza por —12 — 22 —
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32 + 42 = 2 y luego se repite la sucesién de signos + — — + — + +— para cada
grupo de 8 niimeros consecutivos, a partir del 52, resulta

—12 — 22 — 32 42

+5% — 6% — 72 4+ 82 — 92 + 10 + 117 — 122

+13%2 — 142 — 152 + 162 — 172 + 182 + 192 — 202 + - - -

+2005% — 20062 — 20072 + 20082 — 20092 + 2010% 4 20112 — 20122 = 2.

Este es el minimo valor positivo posible, ya que 1 no se puede obtener porque
hay 1006 términos impares y por lo tanto la suma algebraica sera siempre par.

4. Observemos que en el punto (1, —1) se completa un cuadrado de 3 x 3 y alli va
9 =32, en (2,—2) se completa un cuadrado de 5 x 5 y alli va 25 = 52, y entonces
en general en (n,—n) va (2n + 1)2. Como 452 = 2025, en (22, —22) ird el 2025 y
13 unidades a la izquierda, es decir en (9, —22), va el 2012.

3.5. Prueba de Quinto Ano

Los problemas 1, 2 y 3 de Quinto Afio son los mismos que los problemas 1, 3
y 4 de Cuarto Afo, respectivamente (ver pag. 45).

Problema 4. Sea ABC un triangulo equilatero y P un punto interior tal que
PA =5, PB=4, PC =3. ;Cuanto mide el 4ngulo ZBPC?

3.5.1. Soluciones

4. Sea @ el resultado de rotar 60° en sentido horario el punto P alrededor de B.

C

A B

Entonces ABPQ es equilateroy PQQ = BP = 4. Como la rotacion de centro B lleva
PenQy AenC,setiene CQQ = AP = 5. Ahora como PC =3, PQ =4y CQ =5,
el triAngulo PC'Q es rectangulo en P. Finalmente /BPC = Z/BPQ + ZQPC =
60° + 90° = 150°.
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Capitulo 4

Olimpiada de Mayo

A Olimpiada de Mayo es una competencia matematica internacional coordina-
da por la Olimpiada Matematica Argentina (OMA). Consiste en una prueba
escrita de 3 horas de duraciéon y consta de dos niveles: el primer nivel es para
jovenes que no hayan cumplido 13 anos hasta el 31 de diciembre del ano anterior a
la prueba, y el segundo nivel es para jovenes que no hayan cumplido 15 anos hasta
el 31 de Diciembre del ano anterior a la prueba. Cada pais participante envia las
diez mejores pruebas de cada nivel a Argentina para ser puntuadas junto con las
de los demas paises y premiadas por OMA.

4.1. Problemas del Primer Nivel

Problema 1. Pablo dice: “Al dia de mi cumpleafios le sumo 2 y multiplico el
resultado por 2. Al ntiimero obtenido le sumo 4 y multiplico el resultado por 5. Al
nuevo ntmero obtenido le sumo el nimero del mes de mi cumpleafios (por ejemplo,
si es junio, le sumo 6) y obtengo 342.” jCuél es la fecha del cumpleafios de Pablo?
Dar todas las posibilidades.

Problema 2. Llamamos S(n) a la suma de las cifras del entero n. Por ejemplo,
S(327) = 3+ 2+ 7 = 12. Hallar el valor de

A=5(1)—S(2)+S(3) — S(4) + ...+ S(2011) — 5(2012).
(A tiene 2012 términos).

Problema 3. De un cuadrilatero de papel como el de la figura, hay que recortar
un nuevo cuadrildtero cuya area sea igual a la mitad del area del cuadrilatero
original. Solo se puede doblar una o mas veces y cortar por algunas de las lineas
de los dobleces. Describir los dobleces y los cortes y justificar que el area es la
mitad.
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Problema 4. Pedro tiene 111 fichas azules y 88 fichas blancas. Hay una maquina
que por cada 14 fichas azules entrega 11 fichas blancas y por cada 7 fichas blancas
entrega 13 azules. Decidir si Pedro puede lograr, mediante sucesivas operaciones
con la maquina, aumentar en 33 el namero total de fichas, de modo que la cantidad

de fichas azules sea igual a § de la cantidad de fichas blancas. Si se puede, indicar

como hacerlo. Si no se puede, indicar porqué.

Problema 5. En una reunién hay 12 personas. Se sabe que para cada dos personas
A y B de la reunion hay (al menos) otra persona C de la reunion que es amiga de
A y de B. Determinar el minimo nimero de pares de amigos que hay en la reunion.
Cada persona puede integrar varios pares. Si X es amigo de Y entonces Y es amigo
de X.

4.2. Soluciones del Primer Nivel

1. Sean z el dia e y el mes del cumpleanos de Pablo. El nimero que se obtiene
siguiendo las indicaciones del enunciado es ((z+2)2+4)-5+y, que es igual a 342,
segin enunciado. Luego, al aplicar la propiedad distributiva de la multiplicacion
con la suma consecutivamente se tiene (2z4+4+4)-5+y = 342, luego 1024404y =
342, y de alli 10z + y = 302. De la ecuacién obtenida se deduce que el niimero y
termina en 2 ya que el otro sumando siempre tendré por unidad O sin importar el
valor de x; como y representa un mes sélo puede tomar los valores de 1 a 12 y como
debe terminar en 2 sé6lo hay dos posibilidades: y = 2 o y = 12. Es decir que Pablo
naci6 en febrero o en diciembre. Si y = 2 (febrero) entonces 10z = 300, y por ello
x = 30, de modo que Pablo deberia haber nacido el 30 de febrero. Como febrero
tiene a lo sumo 29 dias, y = 2 es imposible. Luego Pablo naci6 en diciembre:
y = 12. Entonces 10z 4+ y = 302 se transforma en 102 = 290 y se obtiene x = 29.
Por lo tanto, Pablo nacié un 29 de diciembre.

2. Si n es par entonces S(n + 1) — S(n) = 1. En efecto, n y n 4+ 1 difieren
solamente en el digito de las unidades, que para n serda 0, 2, 4, 6 u 8 y paran + 1
sera, respectivamente, 1, 3, 5, 7 6 9. Entonces

S(1)=1, 53) - 5(2) =1, S(5) — S(4) = 1,..., S(2011) — 5(2010) = 1.
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Sumando todas las igualdades anteriores resulta

S(1)—5(2)+5(3) — S(4) +...—.5(2010) + S(2011) = 1006
y restando S(2012)=5 resulta

S(1)—8(2)+ S(3) —S(4) + ...+ S(2011) — S(2012) = 1001.

3. Observamos que un doblez en el que se hacen coincidir los extremos de un lado
pasa por su punto medio. De esta manera marcamos los puntos medios de dos
lados opuestos del cuadrilatero. Uniendo cada uno de estos puntos medios con uno
de los vértices opuestos mediante un doblez que pase por ambos, y de modo que
ambos dobleces no se intersequen, obtenemos las lineas de corte. La diagonal que
comparten ambos cuadrilateros y las dos lineas de corte dividen a la figura original
en 4 tridngulos: dos de area a y dos de area b. Esto es asi porque en ambos casos
los dos triangulos tienen bases y alturas iguales. Luego el area del cuadrilatero
original es igual a 2a + 2b y la del cuadrilatero recortado es a + b.

Solucién alternativa: Usando el mismo método que en la solucién anterior,
se dividen los lados opuestos en 4 partes iguales. Las lineas de corte se obtienen
haciendo dos dobleces: el que pasa por los dos primeros puntos marcados en lados
opuestos, y el que pasa por los dos tltimos. La justificacion se deja como ejercicio.

4. Supongamos que Pedro pudo hacerlo. Entonces el numero total de fichas paso
de 111 + 88 = 199 a 199 + 33 = 232. Ademas, si A es el nimero de fichas blancas

5
y B es el numero de fichas azules, se cumplirda A = gB, de donde 232 = A+ B =

- 232
gB—%—B = gB, B = % =87y A =232—87 = 145. Llamemos m a la cantidad
de veces que Pedro cambia 14 azules por 11 blancas y n a la cantidad de veces que

cambia 7 blancas por 13 azules. Entonces

111 — 14m + 13n = 145,
88 + 11m — Tn = 87.
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Luego 13n — 14m =34y Tn — 11m = 1, de donde n = 8 y m = 5. Pedro debe
cambiar 5 veces 14 azules por 11 blancas y 8 veces 7 blancas por 13 azules.

Solucién alternativa: Llamemos m a la cantidad de veces que Pedro cambia
14 azules por 11 blancas y n a la cantidad de veces que cambia 7 blancas por 13
azules. Después de estos cambios la cantidad de fichas azules es 111 — 14m + 13n
y la cantidad de fichas blancas es 88+ 11m — 7n. En total son 111488 — 3m + 6n
fichas y como queremos lograr 33 fichas mas, debe ser 199 — 3m + 6n = 199 + 33,
de donde se obtiene

m=2n — 11. (4.1)

Ademaés, debe ser 111 — 14m + 13n = g(
)
111 — 14(2n — 11) + 13n = 5(88 + 11(2n — 11) — 7n) de donde se obtiene n = 8.

Por ello, m =2 -8 — 11 = 5. Pedro debe cambiar 5 veces 14 azules por 11 blancas
y 8 veces 7 blancas por 13 azules.

88 4+ 11m — Tn), y usando (4.1) se tiene

5. 17 pares de amigos son suficientes, como se aprecia en el grafico, en el que cada
punto representa una persona y cada linea que une dos puntos, una amistad.

Veamos que la condiciéon del enunciado es imposible si hay 16 o menos pares de
amigos. Supongamos que hay 16 pares de amigos. Numeramos las personas de 1 a
12 y denotamos ¢; a la cantidad de amigos de la persona ¢. Notemos que ¢; > 2: no
puede ser que haya un ¢ tal que ¢; = 0, pues se viola ostensiblemente la condicion
del enunciado, y si ¢; vale 1 para algtn ¢, sea j el tinico amigo de ¢. Entonces no
existe una tercera persona k que sea amiga de ¢ y de j, como exige el enunciado.

ci(ei — . :
pares de personas que son ambas amigas de 1.

Ci(Ci — 1)

Con esta notacion, hay

Ahora bien, cada par de personas tienen que estar en el conjunto de los

pares de personas que son ambas amigas de 4, para algun i. Como el total de pares
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2-11
= 66 tenemos

que se forman con 12 personas son

ci(cn —1 colcg — 1 cio(cia — 1
1(12 )+2(22 )+ 12(c12 )

> 66, es decir

01(01 -1)+ 02(02 -1 +... +ca(c2—1) > 132.

Si hay 16 o menos pares de amigos, entonces ¢; +co + ...+ c12 < 2-16 = 32, pues
cada amistad se cuenta 2 veces, una por cada amigo que participa. Por otra parte,
2 < ¢; <11, de modo que 2 < ¢; < 10 para todo i, pues 11 -2+ 11 > 32. Ahora
bien, si 2 < j < k < 10, entonces j(j — 1)+ k(k—1) < (j —1)(j —2) + (k + 1)k.
En efecto, esta desigualdad equivale a j2 —j + k? — k < j2 —3j + 2+ k% + k,
o sea, 2j < 2k + 2, que es verdadera si 2 < j < k < 10. Esto significa que si
alguien con j amigos pierde un amigo y alguien que tiene k£ amigos gana un amigo
entonces la suma c¢j(c; — 1) + ca(ca — 1) + ... + ¢c12(c12 — 1) aumenta. Y el mayor
valor de esta suma se alcanza cuando uno de los ¢; vale 10 y los restantes valen
2, o sea cuando no se puede hacer la operaciéon de quitar un amigo a uno con
pocos amigos y agregarle un amigo a uno con mas amigos. El maximo es igual a
11-2410-9 =112 < 132. Esto demuestra que 16 amistades no son suficientes.

4.3. Problemas del Segundo Nivel

Problema 1. Un ntmero de cuatro cifras es tartamudo si tiene las dos primeras
cifras iguales entre si y las dos ultimas cifras iguales entre si, por ejemplo 3311
y 2222 son nameros tartamudos. Hallar todos los niimeros tartamudos de cuatro
cifras que son cuadrados perfectos.

Problema 2. Se tienen dos octégonos regulares de cartulina. Los vértices de
cada octogono se numeran de 1 a 8, en cualquier orden (el orden para un octdégono
puede ser diferente al del otro). Luego los octogonos se superponen, de modo que
cada vértice de uno quede en contacto con un vértice del otro. Los niimeros de
los vértices en contacto se multiplican, y los 8 productos obtenidos se suman.
Demostrar que, cualquiera sea el orden en que hayan sido numerados los vértices,
siempre es posible superponer los octogonos de manera que esa suma sea mayor o
igual que 162.

Problema 3. En el triangulo ABC, se verifica que /B = 2ZC y ZA > 90°.
Llamamos M al punto medio de BC'. La perpendicular por C' al lado AC corta a
la recta AB en el punto D. Demostrar que ZAMB = ZDMC.

Problema 4. Se dan seis puntos de manera que no haya tres sobre una misma
recta y que las longitudes de los segmentos determinados por estos puntos sean
todas distintas. Consideramos todos los tridngulos que tienen sus vértices en estos
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puntos. Demostrar que hay un segmento que es a la vez el lado mas corto de uno
de esos triangulos y el lado mas largo de otro.

Problema 5. Hay 27 cajas ubicadas en una fila; cada una contiene por lo menos
12 bolitas. La operacion permitida es transferir una bolita desde una caja hacia
su vecina de la derecha, siempre y cuando dicha vecina contenga més bolitas que
la caja desde la que se hara la transferencia. Diremos que una distribucion inicial
de las bolitas es feliz si es posible lograr, mediante una sucesiéon de operaciones
permitidas, que todas las bolitas queden en una misma caja. Determinar cuéal es
el menor ntimero total de bolitas con el que se puede tener una distribucion inicial
feliz.

4.4. Soluciones del Segundo Nivel

1. El nimero es de la forma aabb asi que es divisible entre 11, como ademés es
un cuadrado debe ser multiplo de 121. Por lo tanto el niimero es de la forma 121p

donde p debe ser un cuadrado. Como el nimero es de 4 cifras entonces esta entre

1100 9999
1100 y 9999, asi que o1 <p< o1 es decir, 10 < p < 82. Los posibles valores

de p son 16, 25, 36, 49, 64, 81, de los cuales hay uno solo que da soluciones y es el
que corresponde a 64. El ntimero es 7744 = 882.

Solucién alternativa: Dado que aabb = 103a+10%a+10b+b = 11(100a+b) y
aabb es un cuadrado, debe ser 100a+b = 11-k*(k € N). Luego 99a+a+b = 11-k?,
de donde a + b debe ser un miltiplo de 11. Hay 8 casos, con a = 9,8,7,6,5,4,3,2
y respectivamente b = 2,3,4,5,6,7,8,9. Como n = aabb es un cuadrado, b solo
puede valer 0, 1, 4, 5, 6 6 9. Por lo tanto, los casos posibles son 2299, 7744, 6655
y 5566, y el tinico cuadrado es 7744 = 882.

2. Escojamos un vértice del primer octégono y sean aq,as,...,as los nimeros
que se encuentran al recorrer los vértices, a partir del escogido, en sentido horario.
Analogamente, sean by, b, ..., bg los nimeros que se encuentran al recorrer los
vértices del segundo octoégono, en sentido horario, a partir de uno de ellos. Si el
vértice 1 del primer octégono se superpone al vértice 5 del segundo, entonces la
suma obtenida es S; = ai1b; + agbj41 + ... + agbjyr = Zl a;biy;j—1, donde los
subindices se toman moédulo 8. Entonces

8 8 8 8 8
IEED ) AUSEES 30 sSSP oy ]
j=1 j=11i=1 i=1  j=1 i=1 j=1
Pero Zle a; = Z?:l bitj—1= Zlei = 36, por lo tanto, Z?:l S; = 36%. Como
los 8 sumandos S; no pueden ser todos menores que 36%/8 = 162 (pues entonces
la suma de ellos serfa menor que 362) debe existir al menos un j para el cual
S; > 162.
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3. La recta que pasa por A y es paralela a BC corta a DM y a DC' en los puntos
N y F respectivamente. Se sigue que AN : BM = DN : DM = NF : MC.
Como BM = MC, resulta AN = NF.Y como ademéas ZACF = 90°, tenemos
que N es el circuncentro del triangulo ACF, por lo que AN = NC, de manera
que ZNCA=/NAC = ZACB. Asi pues, /NCB =2-/ACB = ZABC'. Como
AN || BC, el cuadrilatero ABCN es un trapecio isosceles con AB = NC'. Por
consiguiente AABM 2 ANCM y LZAMB =/ZNMC = ZDMC.

Solucién alternativa: La mediatriz de BC corta a AB en el punto E. Enton-
ces /ZECB =/EBC =2-/ZACB y, por tanto, /ZECA = ZACB, con lo que CA
es la bisectriz interior del angulo en C' en el tridngulo EBC'. Dado que CD 1 AC,
CD es la bisectriz exterior del 4ngulo en C' en AEBC'. Por consiguiente, tenemos
AE: AB=EC:BC =FED : BD, de donde

AE : ED = AB : BD. (4.2)

Como ZEM B = 90°, de (4.2), por el reciproco del teorema de la bisectriz interior
y exterior, resulta que ZAMFE = ZEMD, de donde se obtiene inmediatamente
/AMB = /ZDMC.
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4. Coloreamos el lado mas corto de cada triangulo de verde y pudiera ser que de
esta forma alguno de los segmentos se colorean de verde méas de una vez, pero esto
no es esencial. Si el resto de los segmentos se pintan de azul, se tienen seis puntos
donde todos los posibles segmentos que los unen (15 segmentos) estan coloreados
de verde o de azul. Es bien conocido (aplicacion sencilla del principio del palomar)
que habra al menos un tridangulo 7" en el que sus tres lados tienen el mismo color:
verde o azul. Veamoslo. De cada punto salen 5 segmentos, entonces habra tres
del mismo color, por el principio del palomar. Digamos color A. Consideramos los
otros extremos de esos tres segmentos. Si algin par de ellos estd unido por un
segmento de color A, hemos terminado. Si no, los tres segmentos que los unen son
de color By, de nuevo, hemos terminado. Necesariamente el color de los lados de
este tridngulo T seréd verde, pues el tridngulo ya tiene su lado mas corto pintado
de verde. Entonces el lado mas largo de T estara coloreado de verde, y por tanto
sera el méas corto en algiin otro tridngulo.

5. El minimo es 1000, que se alcanza para la distribucién 12, 13, 15, 17,..., 59, 61,
63 (los nameros consecutivos difieren en 2, excepto entre los dos primeros ntimeros,
el 12 y el 13). Esta sucesion satisface los requisitos. Cada bolita de la primera caja
puede «viajar» hasta la dltima. Una vez vaciada la primera caja, cada bolita de
la segunda puede llevarse a la ultima, y asi siguiendo, se vacian una a una todas
las cajas y se colocan todas las bolitas en la ultima caja.

Como las bolitas no retroceden, si el objetivo es alcanzable todas las bolitas
deben finalizar en la ultima caja de la derecha. Ademas, para que todas las cajas
puedan intervenir en alguna operacion permitida, las cantidades iniciales de bolitas
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en las cajas forman una sucesion creciente de nimeros. Consideramos cualquier dis-
tribucién que permita lograr el objetivo y una sucesion de operaciones permitidas
con las que se llevan todas las bolitas a la tltima caja. Sea 12 < a1 < aq,... < a7
la sucesion de las cantidades iniciales de bolitas en las cajas. Supongamos que
hay cajas consecutivas a; y a;y1 tales que a;11 = a; + 1; a un par de cajas con
estas caracteristicas lo llamamos par especial. Para un par especial, la primera
operacion en la que alguna de las cajas ¢ o i + 1 esta involucrada (porque se le
agrega o se le quita una bolita) es la operacién que consiste en pasar una bolita
de la caja i a la caja i + 1, porque si no seria imposible continuar el proceso. (En
particular, esto implica que no pueden ser simultdneamente especiales los pares
i,i+1ed+ 1,4+ 2.) Entonces podemos efectuar primero todas las operaciones
que involucran a los pares especiales, luego realizar las operaciones restantes. Hay
una excepcion: si las cajas 1 y 2 son un par especial y a; = 12, no realizamos por
el momento la operacién con esas cajas. Esto garantiza que cada caja contiene al
menos 12 bolitas después de efectuar la operacion a los demés pares especiales.
Fijemos nuestra atencion en la sucesion by, bo,. .., bay que se obtuvo al realizar las
operaciones con los pares especiales. Las restantes operaciones hacen que todas las
bolitas terminen en la dltima caja, y by > 12; entonces esta distribucion también
es admisible. Ademés, by > by y bjp1 > b; + 2 para i = 2,3,...,26. Mas aun,
como se supuso que habia al menos una operacién con pares especiales, tenemos
que bj+1 = b; + 3 > b; + 2 para al menos un indice i. Esto se debe a que luego de
aplicar la operacién a un par especial ¢,i + 1, la diferencia a; 1 — a; se transforma
en 3. Entonces podemos decir que tenemos una distribucién admisible con la mis-
ma cantidad total de bolitas que la original, en la que cada nimero b; es al menos
tan grande como el ntmero correspondiente en la sucesiéon 12, 13, 15, 17,..., 59,
61, 63 del primer parrafo. Ademaés, al menos un b; es estrictamente mayor. En
conclusion, si existen pares especiales entonces el namero total de bolitas no es
minimo. Entonces basta mirar las distribuciones tales que 12 < a7 < as — 1y
a;+1 > a; + 2 para i = 2, 3,..., 26. Entre todas ellas, es claro que el minimo se
alcanza si 12 =a; = a2 — 1y a;41 = a; + 2 para 2 < ¢ < 26. Esto conduce a la

13 + 63
sucesion 12, 13, 15, 17,..., 59, 61, 63, cuya suma es 12 + 13103 96 = 1000.
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Capitulo 5

Olimpiada Matematica de
Centroamérica y el Caribe

A XIV Olimpiada Matematica de Centroameérica y el Caribe tuvo lugar en

La Herradura, La Paz, El Salvador desde el 15 hasta el 23 de junio de 2012.

En la misma participaron doce paises: Colombia, Costa Rica, El Salvador, Gua-

temala, Honduras, Jamaica, México, Nicaragua, Panaméa, Puerto Rico, Repiiblica
Dominicana y Venezuela.

Venezuela particip6é con una delegacion integrada por los estudiantes Rafael
Aznar (Los Arcos, Distrito Capital), Luis Ruiz (Las Colinas, Edo. Lara) y José
Guevara (Los Proceres, Edo. Bolivar). El Jefe de la delegacion fué José Heber
Nieto y la tutora Estefania Ordaz.

5.1. Problemas

Primer Dia

Problema 1. Hallar todos los enteros positivos que sean iguales a 700 veces la
suma de sus digitos.

Problema 2. Sea + la circunferencia circunscrita al triangulo acutangulo ABC.
Sea P el punto medio del menor arco BC. La paralela por P a la recta AB
intercepta BC, AC' y v en los puntos R, S y T, respectivamente. Se definen los
puntos K y L como las intersecciones de AP con BT y BS con AR. Demostrar
que la recta KL pasa por el punto medio de AB siy solo si C'S = PR.

1 1
a+b+b+c+c+a

Problema 3. Sean a, b, ¢c nimeros reales que satisfacen
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y ab+ bc+ ca > 0. Demostrar que

abe
a+b+c———— >4
ab + be + ca

Segundo Dia

Problema 4. Trilandia es una ciudad muy peculiar. La ciudad tiene forma de
tridngulo equilatero de lado 2012. Las calles dividen la ciudad en varios bloques
que tienen forma de tridngulo equilatero de lado 1. También hay calles en el borde
de Trilandia. En total hay 6 036 calles. El alcalde quiere ubicar puestos de vigilancia
en algunas esquinas de la ciudad, para vigilar las calles. Un puesto de vigilancia
puede vigilar todas las calles en las que esté ubicado. ;Cual es la menor cantidad
de puestos que se requieren para poder vigilar todas las calles de Trilandia?

Esta es una de las 12 calles
en este modelo reducido

Problema 5. Alejandro y Luisa son una pareja de ladrones. Cada dia por la
manana, Luisa le roba a Alejandro un tercio de su dinero, pero por la tarde sufre
de un inusual ataque de conciencia y le da la mitad de todo el dinero que ella tiene.
Si Luisa roba por primera vez en el dia 1, y antes de eso no tenia dinero, jcual es
la menor cantidad entera positiva de dinero que Alejandro debe tener para que al
final del dia 2012 ambos tengan una cantidad entera de dinero?

Problema 6. Sea ABC un tridngulo con AB < BC, y sean F y F puntos en AC
y AB, respectivamente, tales que BF = BC' = CE, ambos ubicados en el mismo
lado que A respecto de BC. Sea G la interseccién de BE con C'F. Se toma un

punto H sobre la paralela a AC por G tal que HG = AF (con H en distinto lado

/BAC
que C respecto de BG). Demostrar que ZEHG = 5

5.2. Soluciones

1. Si N cumple la condicién entonces debe ser multiplo de 100 y termina en 00. La
suma de sus digitos es igual a la suma de los digitos de n = N/100, y el problema
se reduce a hallar los enteros positivos n que sean iguales a 7 veces la suma de sus
digitos.
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Evidentemente no hay ninguno de éstos de una sola cifra. Sin = 10a +b y
n = T(a+b), entonces 3a = 6b y a = 2b. Resultan asi para n los valores 21, 42, 63
y 84, que generan las soluciones 2100, 4200, 6300 y 8400.

Veamos que no hay mas soluciones. Si n = 105as, + 10 1ap_1 +-- -+ 10ag +ag,
conk>2 yn="7(ar+ar-1+ -+ ag), entonces

(10% — T)ay + (10F~* — Tag_1 + - - - + 3a1 = 6ao.

pero 6ag < 6-9 = 54, mientras que el miembro izquierdo es al menos 10* —7 > 93.
En conclusion hay sélo 4 soluciones, a saber: 2100, 4200, 6300 y 8400.

P

Como AB || PT, entonces ABPT es un trapecio isosceles, y por tanto ZBPR =
JATP = /ZSCP. Como P es punto medio del arco BC se tiene PB = PC.
Observemos que C'S = PR si y s6lo si ABRP = APSC, que es equivalente a la
igualdad ZBRP = ZCSR. Ademas la igualdad ZBRP = ZCSR es equivalente a
LABC = ZBAC, es decir, AC = CB.

Por otro lado, sea J el punto medio de AB. Como ABPT es trapecio isésceles
se tiene KJ 1 AB. Por el teorema de Thales se tiene % = %. Los puntos C, L
y J estan alineados puesto que % . % . % =1 (Teorema de Ceva). Finalmente
observamos que la recta K L contiene a J siy s6losi C'J 1 AB o, equivalentemente,
AC = CB.

Solucion Alternativa 1: Sea J punto medio de AB. Como /PAB = /TBA
entonces K estd en la mediatriz de AB, y como RS || AB entonces L esta en la
mediana JC. Si L, K, J estan alineados entonces el triangulo ABC es isosceles,
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entonces /PAC = /TBC y por tanto ZACP = /TPB. Como P es punto medio
del arco BC se tiene que BP = PC' y con esto APSC = APRB, por lo tanto
CS = RP.

Reciprocamente, si C'S = RP entonces APSC = APRB, de aqui se dedu-
ce que NABC es isosceles, entonces la mediana y la mediatriz relativas a AB
coinciden, por tanto K, L, J estan alineados.

Solucion Alternativa 2:

Probar que AP es bisectriz de ZCAB, J € CL U AB. Se demuestra por Ceva
y Thales que C'L es mediana de AB. Usando que los trapecios ABPT y ATCP
son isosceles, se prueba que T'S = SC.

Si K, L, J estan alineados, como C'L es mediana K pertenece a esa mediana.
Sea X e AKNBC y Q € BKNAC y se prueba que ABQX es trapecio isosceles
y por tanto el triangulo ABC es isosceles. De ahi se prueba que ABRP = AAST,
lo que implica PR =TS y por tanto PR = CS.

Reciprocamente, si C'S = PR usando que ABPT es trapecio isosceles se llega
a que ANATS = ABPR. Ya que ATCB es ciclico AABC' es isosceles y de aqui
que K es incentro de AABC y con esto C'L pasa por K. Por lo tanto, K, L, J
estan alineados.

3. Manipulacion algebraica muestra que
(a+b+c)(ab+bc+ca) —abe=(a+b)(b+c)(c+a) (5.1)
La hipotesis del problema es equivalente a
(a+b)(b+c)(c+a)=(a+b)(b+c)+(b+c)(c+a)+(c+a)(a+b). (52)
Maés manipulaciones algebraicas muestran que

(a+b)(b+c)+ (b+c)(ct+a)+(c+a)(at+b)=a*+b*+c*+3(ab+be+ca).
(5.3)
Dado que se verifica la desigualdad,

a’ + b+ > ab+ be + ca. (5.4)
Usando (5.1)-(5.3) y la desigualdad anterior se comprueba que,
(a+b+c)(ab+ bc+ ca) — abe > 4 (ab + be + ca)
Dividiendo por ab + bc + ca > 0,

abc
a+b+c— —M— >4
ab+ bc+ ca
3
En (5.4) la igualdad se cumple solamente sia =b=c= 5

4. Considérese el mapa de la ciudad como se presenta a continuaciéon, numerando
las esquinas del borde tal como se indica. Se mostrara que el minimo es 3017.
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Rs Q2012
R3 Q2011

Ry Q2010

AV
EANAVAVAY
JAVAVAVA \VAVAVAYS

Py Py Py Py P10 P11 Pao12

Considérense las calles P2R2012, P3R2011, ceey P1006R1008, R2Q2012, R3Q2011,
ey RlOOGQlOOSa Q2P2012, Q3P2011, cey Q1006P1008- Este es un conjunto de 3015
calles, 1005 en cada direccién. No hay dos de estas calles que se puedan vigilar
con un mismo puesto de vigilancia, de modo que se requieren por lo menos 3015
puestos de Vigilancia. Las calles P1007R1007, R1007Q1007 y Q1007P1007 no pueden
vigilarse con ninguno de los puestos de las calles anteriores y se necesitan al menos
2 puestos mas para cubrirlas. En total, se requieren minimo 3017 puestos.

Para mostrar que esto es suficiente, considérese la configuracién en que hay
puestos de Vigilancia en Pg, P3, cey P1007, QQ, Q3, ceey Q1007, RQ, R3, ceey Rlooﬁ.
Esta configuracion cumple con las condiciones del problema.
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5. Sea {an} y {bn} las respectivas cantidades de dinero de Alejandro y Luisa al
final del n-ésimo dia. Las condiciones del problema son entonces

5 1
Apn41 = gan + Ebn

1 1
anrl = gan + Ebn

Primero notemos que la cantidad a,, + b, es constante e igual a ag + bg = ag, asi
que basta con que uno de los dos chicos tenga una cantidad de dinero entera.

De las dos ecuaciones se puede despejar una relaciéon que solo involucra la
cantidad de dinero de uno de los dos, digamos Alejandro: a,+1 = (4a, — an—1)/3.
Resolviendo esta relacion de recurrencia obtenemos una férmula cerrada para a,:

" ap(3"t1 +1)
L 4.3n

De aqui es claro que aggi2 = ap(32°13 +1)/(4 - 32912) serd entero si y sélo si 4- 32012
divide a ap(32°'3 +1). Ya que 4 divide a 32°*3 + 1, concluimos que el menor valor
de ag tal que aso12 es entero es 32012,

Soluciéon Alternativa 1: Del enunciado se deduce que:

1 1
by, = by 1+ —an_
g -1t gin-1

1 5
n = —bn7 —Up—
a 5 1+66L 1

Despejando una recurrencia se llega a alguna de las siguientes dos expresiones:

1 agp 1 Qg
bn:_bn— — 0 n — 5Un— e
gin-1T g 04 = gen1 g

Ambas recurrencias se resuelven iterando y se llega a:

3" 1
b, =
40730
3t 41
a, = ay————
VD

Se demuestra que 4]3" — 1 y 4|3"*. Luego se concluye que 32°*2|aq y por lo tanto
el menor niimero es ag = 32012,

Solucién Alternativa 2: Sea ag el dinero que posee Alejandro. Note que en los
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primeros 5 dfias, analizando la columna de Luisa:

. ao
Primero = —
6
2
Segundo = %
13
Tercero = a0
54
40&0
Cuarto =
uarto 162
. 121&0
t =
Quinto 156
De estos casos puede conjeturarse que en dado un ntimero par n, las cantidades de
3" —
dinero para Alejandro y Luisa a,, y b, son de la forma a,, = % v by, = (3%

con (z,3) = 1.

Dado que la suma a,, +b,, es entero, basta con el analisis de uno de los dos ntimeros
por lo que se aplicara induccién sobre n y se demostrara solamente para b,,.

Se tiene que al final del dia k + 1:

(3™ + 2x)

b = 00Ty

De igual manera se tiene que en el dia k + 2:

4o + 31 453
4. 3k+2

Analizando médulo 4 se demuestra que 4|4z + 3+ 4+ 5. 3%,
Ademas (4z + 381 +5.3% 3) = (42,3) = (z,3) = 1.

bn = Qo

k-ao

Esto termina la induccion, por lo que el dia 2012, b,, = 32012

— 32012

lo cual implica que

320121k . ag v esto es: 32012|aq el minimo es ag

Solucién Alternativa 3: Similar a la solucién anterior conjeturemos que el dia

3"—1 3ntiyg

n Luisa tiene (T’) g%y Alejandro ( T3 ) ap. Se prueba por induccién sobre

n que se cumplen estas 2 expresiones, es decir en el dia n + 1 Luisa tendria,

1[1 <3”—1> apg 1 /3" 41 1 /3" -1\ ao
— | = — 4 = — ] ag — — - -
212 2 3 3\ 4.3" 2 2 3+l

Lo mismo sucede para el caso de Alejandro por lo que al finalizar el dia 2012 Luisa

tendria
32012__ 1 ag
4 32012
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32012 +1
( 4 . 32012 a0> :
Analizando en médulo 4 las expresiones 32912 + 1 y 32013 — 1 se demuestra que
ambas son multiplos de 4. Por lo tanto para que ambas cantidades sean enteras,

es suficiente con que 32012|a0
Por lo que el minimo es ag = 32912,

y Alejandro tendria

6.

G F c

Sea I4 el excentro de AABC relativo al vértice A. Notar que /GBC = /BEC =
90°~1/BCE = /I,CB, de donde BG || Cl4;y de manera analoga CG || Bl4. Se
obtiene que BGC1 4 es un paralelogramo, de donde es posible concluir GB = Cl 4
y ZHGE = LACI 4.

Aplicando el Teorema de Menelao en el triangulo AABE con respecto a la trans-

versal FGC se tendria:
AP BG EC
FB GE CA

Pero FB = CE, GB = Cly y FA = HG. Por lo tanto £ = 2% implicando

NACI4 ~ ANHGE. Esta semejanza permite concluir que ZFHG = ZCAl, =
1 /BAC.



Capitulo 6

Olimpiada Iberoamericana de
Matematica

A XXVII Olimpiada Iberoamericana de Matematica tuvo lugar en Cochabam-

ba, Bolivia, del 1 al 6 de octubre de 2012. En la misma participaron dieciocho

paises: Argentina, Bolivia, Brasil, Chile, Colombia, Costa Rica, Ecuador, El Salva-

dor, Espana, Guatemala, México, Nicaragua, Panama, Paraguay, Pert, Portugal,
Puerto Rico y Uruguay. Portugal gané la Copa Puerto Rico.

6.1. Problemas

(Primer Dia)

Problema 1. Sobre el rectangulo ABCD se dibujan los tridngulos equilateros
BCX y CDY de modo que cada uno comparte puntos con el interior del rectan-
gulo. La recta AX corta a la recta DC' en P. La recta AY corta a la recta BC' en
Q. Demostrar que el triangulo APQ es equilatero.

Problema 2. Un entero positivo es bisumado si lo podemos escribir como suma
de dos enteros positivos que tengan la misma suma de digitos entre si. Por ejemplo,
2012 es bisumado pues 2012 = 200547 y tanto 2005 como 7 tienen suma de digitos
igual a 7. Encontrar todos los enteros positivos que no son bisumados.

Problema 3. Sea n un entero positivo. Dado un conjunto {ai,as,...,a,} de
enteros entre 0 y 2" — 1 inclusive, a cada uno de sus 2" subconjuntos se le asigna
la suma de sus elementos; en particular, el subconjunto vacio tiene suma 0. Si estas
2" sumas son todas distintas modulo 27, se dice que el conjunto {ai,as,...,a,}
es n-completo. Determinar, para cada n, la cantidad de conjuntos n-completos.
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(Segundo Dia)

Problema 4. Sean a, b, v, d nimeros enteros positivos tales que a —b+c—d es
impar y divide a a2 —b?>+c?—d?. Demostrar que a—b+c—d divide a a” —b"+c*—d"
para todo entero positivo n.

Problema 5. Sea ABC un triangulo y sean P y @ los puntos de interseccion
de la paralela a BC' por A con las bisectrices exteriores de los angulos B y C,
respectivamente. La perpendicular a BP por P y la perpendicular a C'QQ por @ se
cortan en R. Sea [ el incentro de ABC. Demostrar que AI = AR.

Problema 6. Demostrar que para todo entero positivo n existen n enteros po-
sitivos consecutivos tales que ninguno es divisible por la suma de sus respectivos
digitos.

6.2. Soluciones

1. Como X pertenece a la mediatriz de AD es claro que X es punto medio
de AP. Analogamente Y es punto medio de AQ. Entonces AAPQ y NAXY
son homotéticos, y AAPQ es equilatero si y sélo si AAXY lo es. Pero AYCX,
AY DA y ANABX son congruentes, pues tienen dos lados respectivamente iguales
a los del rectangulo ABCD y los angulos comprendidos de 30°. Por lo tanto
AX = XY =YA.

F
X
4 D
Y
B Q C

2. Los nimeros pares obviamente son bisumados. Si examinamos los impares, los
primeros que no son bisumados son: 1, 3, 5, 7, 9, 29, 49, 69, 89, 199, 399,. .. Esto
nos lleva a conjeturar que todos los enteros positivos son bisumados excepto los de
la forma a99...9 con a y k de diferente paridad. Veamos primero que ninguno de

k
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estos es bisumado. En efecto, si a99...9 = bgby ... b + cocy . . . ¢, (donde algunos
b; o ¢; a la izquierda pueden ser nulos) entonces es claro que no hay arrastres y que
bo+co=ayb;+ci=9parai=1,...,k. Esdecir que Zf:o bi—i—Zf:O c; = a+9k.
Si a y k tienen diferente paridad entonces a + 9% es impar y por lo tanto Zf:o b;
y Zf:o ¢; no pueden ser iguales.

Un ndamero agpag - ..ax con un niamero par de cifras impares es bisumado. En
efecto, si a; espar pongamos b; = ¢; = a/2. Las cifras impares las agrupamos
de a pares. Si por ejemplo a; = 2r + 1y a; = 25+ 1 son uno de esos pares,
entonces pongamos b; =r+ 1, ¢; =7, b; = 5, ¢; = s+ 1. Por ejemplo 145387 =
122243 + 23144. Observemos que los b; y los ¢; son menores o iguales que 5, y que
solo pueden ser 5 si a; = 9.

Veamos ahora que cualquier nimero n = aga; ...ax con a; # 9 para algin
i > 0 es bisumado. Por lo que acabamos de ver, es suficiente tratar el caso en que
hay un namero impar de cifras impares. Tomemos el menor i > 0 tal que a; # 9.
Entonces a;_1 > 0y, si se sustituye a;_1 por a;_1 — 1 se obtiene un ntimero n’
con un namero par de cifras impares, que por consiguiente es bisumado y se puede
escribir como bgby . .. b +cpc - . . ¢ como vimos en el parrafo anterior. Ahora bien,
como a; # 9 entonces b;, ¢; < 4, por lo cual podemos sustituir b; y ¢; por b; +5 y
¢; + 5 respectivamente, obteniendo dos niimeros con igual suma de digitos y cuya
suma es n.

Sea n un entero positivo. Dado un conjunto {ai,as,...,a,} de enteros entre 0
y 2" — 1 inclusive, a cada uno de sus 2" subconjuntos se le asigna la suma de sus
elementos; en particular, el subconjunto vacio tiene suma 0. Si estas 2" sumas son
todas distintas modulo 2™, se dice que el conjunto {a1,as,...,a,} es n-completo.
Determinar, para cada n, la cantidad de conjuntos n-completos.

3. Sea S(n) la cantidad de conjuntos n-completos. Para n = 2 hay 7 subconjuntos
de {0,1,2,3} con 2 elementos, de los cuales los tnicos 2-completos son {1,2} y
{2,3}, es decir que S(2) = 2.

Sea k un entero impar y supongamos que {ai,as,...,a,} es n-completo. Sea
bi = ka; (méd 2™) el resto de la division entera de ka; entre 2. Entonces el
conjunto {by,bs,...,b,} es n-completo. En efecto, si dos sumas de diferentes b;’s
fuesen congruentes modulo 2", las correspondientes sumas de ka;’s también lo
serian, y como k es impar habria dos sumas de diferentes a;’s congruentes modulo
2", contradiciendo el hecho de que {a1,as,...,a,} es n-completo.

Si{ai,as,...,a,} es n-completo entonces algtn a; es impar (de lo contrario no
se podria obtener ninguna suma impar). Sin pérdida de generalidad supongamos
que a; es impar. Sea ¢ un inverso multiplicativo de a; moédulo 2", es decir un
entero entre 0 y 2" — 1 tal que ca; = 1 (mdéd 2™). Si b; = ca; (mdéd 2™) entonces
{1,ba,...,b,} es n-completo.

Sea A el conjunto de sumas modulo 2" de los subconjuntos de {1,bs,...,b,}
que no contienen al 1, y B el conjunto de las sumas modulo 2™ de los subconjuntos
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que si contienen al 1. Notemos que tanto A como B tienen 2"~ ! elementos y que
la unién de A y B es el conjunto de todos los restos médulo 2.

Afirmamos que todos los restos pares estan en A y todos los impares en B.
Procedamos por induccion: el 0 claramente estd en A, porque es la suma del
conjunto vacio. El 1 claramente esta en B. Supongamos que ya lo probamos hasta
r. Si r es par, sabemos que hay un subconjunto que no contiene al 1 con suma
r. Entonces le agregamos el 1 y tenemos un subconjunto que contiene al 1 con
suma r + 1, es decir que el impar r 4+ 1 estd en B. Si r es impar, supongamos que
r + 1 estuviese en B para llegar a un absurdo. Entonces habria un subconjunto
que contiene al 1 con suma r 4+ 1, y quitdndole el 1 se tiene un subconjunto que
no contiene al 1 con suma 7, que es impar, absurdo por hipétesis inductiva.

Observemos que como todos los niimeros en A son pares, todos los nameros del
conjunto {ba,...,b,} son pares, y por lo tanto también as,..., a, son pares. Es
decir que en cualquier conjunto n-completo hay exactamente un nimero impar.

Ademas, como las sumas de los subconjuntos de {bs,...,b,} son todos los
restos pares modulo 2", las sumas de los subconjuntos de {b2/2,...,b,/2} son
todos los restos modulo 2771, es decir que {b2/2,...,b,/2} es (n — 1)-completo.

Procediendo a la inversa se pueden construir todos los conjuntos n-completos a
partir de los (n—1)-completos. Para ello se toma un (n—1)-completo, sus elementos
se multiplican por 2, se les agrega el 1, y finalmente se multiplica por cualquier
impar entre 1 y 2" — 1 (moédulo 2"). Esto muestra que S(n) = 2" 1S(n — 1), y
por lo tanto

n(n—1)
—a

S(n) =2"712"72. .92 §(n — 2) = 20T DF(EDFAL = 9

4. Seam =a—b+c—d. Entonces a +c=b+d (méd m) y a®> + ¢ = b? + d?
(méd m). Elevando la primera congruencia al cuadrado y restandole la segunda
resulta 2ac = 2bd (méd m), pero como m es impar, se tiene que ac = bd (méd m).
Probaremos por inducciéon que a™ 4 ¢® = "™ 4+ d™ (mdéd m) para todo n > 1. Para
n =1y n = 2 es cierto. Supongamos que a* + c* = b* + d* (méd m) para
k=1,2,...,n. Entonces multiplicando las congruencias a + ¢ = b+ d (méd m) y
a™+ " =b"+d" (méd m) miembro a miembro se tiene

(a+c)(a"+c")=0B+d)O"+d") (mbéd m),
es decir
a4 pac(a@ T ) =0 T bd(0 T+ d™) (mbd m).

Pero como ac = bd (méd m) y a® 1+t ="t +d"! (mbéd m) por hipotesis
inductiva, resulta a®t! + ¢! = p»*+! + "+ como queriamos.

5. Sea I, el excentro correspondiente al vértice A. La bisectriz de ZBAC y las
bisectrices exteriores de ZABC'y /BC A pasan por I, es decir que I,, I y A son



6.2 Soluciones 71

colineales. Como /I,BI = ZI,CI = 90°, los puntos I,, B, I y C son conciclicos
(pertenecen a la circunferencia de diametro I1,) y por lo tanto ZCI,I = ZCBI.
Del mismo modo I,,, P, Ry @ son conciclicos (pues ZI,PR = ZI,QR = 90°) y por
lo tanto ZQI,R = ZQPR. Pero QP || CBy RP || IB (pues RP | PB 1 IB), por
lo tanto ZQPR = Z/CBI y resulta ZQI,R = /CBI = Z/CI,I. Por lo tanto R es
colineal con I, I y A. Ahora bien, APAB es is6sceles pues ZAPB = ¢ = /PBA,
luego el pie H de la altura desde A es el punto medio de PB, y por el teorema de
Tales A es el punto medio de RI.

Solucion alternativa: Sean X e Y los puntos de interseccion de BI y CI con PQ,
respectivamente. Como ZAXB = /XBC = /X BA resulta AX = AB, y analo-
gamente AB = AP, es decir que A es punto medio de PX. Por un razonamiento
anélogo A es punto medio de Y Q. Entonces la simetria de centro A transforma P en
XyQenY.Perocomo/YXB=/XBC=/RPQy/ZQYC =/YCB = /ZRQP,
las rectas PR y QR se transforman en las X B e Y, respectivamente, y la inter-
seccidon R se transforma en I, de donde AR = Al.
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R

6. Sea S(a) la suma de los digitos de a. Probaremos que para cualquier k > 4 existe
A tal que 10F - A+ j no es divisible entre S(10* - A+ j), para j = 1,2,...,10F — 1.
Es claro que esto es suficiente.

Primero observemos que para cada natural ¢, por el postulado de Bertrand,
existe un primo p; tal que 2°=1 - 10¥ < p; < 2% - 10*. Consideremos p1, pa,...pok ¥
sea P el producto de esos 9k primos. Como todos los p; son menores que 2°¢10% =
83k10% < 10%*, su producto P es menor que (10%F)%% = 1036%” . Es decir que P tiene
a lo sumo 36k? cifras y por lo tanto S(P) < 9-36k? = 324k>. Pero es facil ver que
324k% < 10* para k > 4, por lo tanto ningtn p; divide a S(P). Entonces S(P) tiene

un inverso multiplicativo b; médulo p; paracadai = 1,...,9k. Consideremos ahora
el sistema de congruencias S(P)z+i =0 (mdd p;),i = 1,2,...,9k. Este sistema es
equivalente a © = —ib; (mdd p;), que por el teorema chino de los restos tiene una

solucion x entera positiva. Sea ahora A el niimero obtenido concatenando x copias
de P. Entonces S(10F - A + j) = S(A) + S(j) = S(P)z + S(j) es divisible entre
Ps(j), Pero como pg;y divide a Py por lo tanto a A, y como 0 < j < 10%F < Ds(j)s
resulta que pg(;) no divide a 10% - A + j. Por lo tanto, S(10* - A + j) no divide a
10% - A + 7, y listo.
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Olimpiada Internacional de
Matematica

STA seccion esta dedicada a la Olimpiada Internacional de Mateméaticas 2012,
IMO, celebrada en Mar del Plata, Argentina, del 4 al 16 de Julio. Nuestro
equipo estuvo integrado por la joven Rubmary Rojas, del colegio San Vicente de
Paul, de Barquisimeto, Diego Pena, colegio Los Hipocampitos, Altos Mirandinos
y Sergio Villarroel, colegio San Lazaro, Cumané. La tutora de la delegacion fue
la profesora Laura Vielma, de la Academia Washington y el jefe de delegacion, el
profesor Rafael Sanchez Lamoneda, de la UCV. El joven Diego Pena obtuvo una
Menciéon Honorifica por su solucion al problema 1 de la competencia. Las soluciones
que damos a los problemas planteados son las oficiales del banco de problemas, y
en el problema 1 mostramos ademas la solucién dada por Diego Pena.

7.1. Problemas

Primer Dia

Problema 1. Dado un triangulo ABC, el punto J es el centro del excirculo
opuesto al vértice A. Este excirculo es tangente al lado BC en M, y a las rectas
AB y AC en K y L, respectivamente. Las rectas LM y BJ se cortan F, y las
rectas KM y CJ se cortan en G. Sea S el punto de interseccion de las rectas AF
y BC, y sea T el punto de interseccion de las rectas AG y BC. Demostrar que M
es el punto medio de ST.

Problema 2. Sea n > 3 un entero, y sean as,as, ..., G, numeros reales positivos
tales que asas . ..a, = 1 Demostrar que
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(14 a2)?*(1+a3)*...(1 +a,)* >n"

Problema 3. El juego de la adivinanza del mentiroso es un juego para dos
jugadores A y B. Las reglas del juego dependen de dos enteros positivos k y n
conocidos por ambos jugadores. Al principio del juego, el jugador A elige enteros
zy Nconl <z < N.El jugador A mantiene = en secreto, y le dice a B el
verdadero valor de N. A continuacion, el jugador B intenta obtener informacion
acerca de x formulando preguntas a A de la siguiente manera: en cada pregunta, B
especifica un conjunto arbitrario S de enteros positivos (que puede ser uno de los
especificados en alguna pregunta anterior), y pregunta a A si  pertenece a S. El
jugador B puede hacer tantas preguntas de ese tipo como desee. Después de cada
pregunta, el jugador A debe responderla inmediatamente con si o no, pero puede
mentir tantas veces como quiera. La tnica restriccién es que entre cualesquiera
k + 1 respuestas consecutivas, al menos una debe ser verdadera. Cuando B haya
formulado tantas preguntas como haya deseado, debe especificar un conjunto X
de a lo méas n enteros positivos. Si x pertenece a X entonces gana B; en caso
contrario, pierde. Demostrar que:

1. Sin > 2F, entonces B puede asegurarse la victoria.

2. Para todo k suficientemente grande, existe un entero n > 1,99* tal que B no
puede asegurarse la victoria.

Segundo Dia

Problema 4. Hallar todas las funciones f : Z — Z que cumplen la siguiente
igualdad

F@)? + f(0)* + f(e)* = 2f(a) f(b) + 2f (b) f(c) + 2f(c) f(a),
para todos los enteros a, b, ¢ que satisfacen a + b+ ¢ = 0.
(Z denota al conjunto de los nimeros enteros)

Problema 5. Sea ABC un triangulo tal que ZBCA = 90°, y sea D el pie de la
altura desde C. Sea X un punto interior del segmento C'D. Sea K el punto del
segmento AX tal que BK = BC. Analogamente, sea L el punto del segmento BX
tal que AL = AC. Sea M el punto de interseccion de AL y BK. Demostrar que
MK =ML.

Problema 6. Hallar todos los enteros positivos n para los cuales existen enteros
no negativos ai, as,. .., a, tales que
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7.2. Soluciones

1. Sea I' el excirculo opuesto a A y centro J. Sea o = LCAB, § = ZABC'y
v = ZBCA. Como la recta AJ es la bisectriz de «, tenemos

LJAK = /JAL = %

Sea w la circunferencia de diametro AJ. Como AK y AL son rectas tangentes a
I" tenemos que
LAKJ = ZALJ =90°.

En consecuencia los puntos K y L estan en w.

A

=. J ;

Como BK y BM son tangentes a I', entonces el triangulo K BM es isosceles. Por

otra parte la recta BJ es bisectriz del angulo /K BM, por lo tanto /ZMBJ =

90° — 8 y ZBMK = 5. Analogamente, ZMCJ =90° — 3 y ZCML =1
Ademés /BMF = Z/CML,y ZJBS = /M BF, por ser opuestos por el vértice.
En consecuencia,

ZLFJ+/ZBMF = 180°—-/ZMBF
= 180° - 4ZJBS
= LMBJ

por lo tanto,

/LFJ = /MBJ — /BMF = (90° — g) - % - %4LAJ.
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En consecuencia F' esta en w.

Anélogamente, G también estd en w. Como AJ es un diametro de w, tenemos
finalmente que ZAFJ = ZAGJ = 90°

Consideremos ahora las rectas AB y BC, ellas son simétricas con respecto a
la bisectriz exterior BF'.

Como AF es perpendicular a BF y KM es perpendicular a BF', los segmentos
SM y AK también son simétricos con respecto a BF y por lo tanto SM = AK.

Por simetria TM = AL, y con esto tenemos lo que queremos demostrar pues

AK y AL son tangentes al excirculo desde A y por lo tanto son iguales y entonces
SM =AK = AL=TM.

Solucién de Diego Pena. Sean [; la recta que contiene a F';, M y L y l2 la recta
que contiene a G, M y K. Aplicando el teorema de Menelao a [y y al triangulo

ASC' tenemos que
AS SM CL

FS MC TA - @
Aplicando el teorema de Menelao a ls y al tridngulo AT M tenemos que

AK BM TG _ o)

KB MT GA

Como AK, AL, BK, BM, CM y CL son tangentes al excirculo I' del tridngulo
ABC opuesto a A, tenemos que

AK =AL, BK=BM y CM =CL. (3)
Multiplicando (1) por (2) y reordenando nos queda:

SM AF GT CL AK BM

pero reordenando las igualdades en (3) podemos simplificar y queda:

SM AF
MT FS " @
Supongamos que FG || ST. Entonces por el teorema de Tales, f,—‘g = % implica

que % . % =1y reemplazando en (4) nos diria que SM = MT, por lo tanto M

es el punto medio ST'. Es decir: si F'G y ST son paralelas, entonces M es el punto
medio de ST.

Demostraremos ahora que FG y ST son paralelas. Sean D y P los puntos
medios de M K y M L respectivamente. Como J es el centro de I', entonces JM =
JK. Como ya vimos en (3), BK = BM. Luego, tenemos que BJ es la mediatriz de
KM. Es decir, J, D y B son colineales y ZBDM = 90°. De igual manera vemos
que CJ es la mediatriz de M L por lo que C, P y J son colineales y ZCPM = 90°.
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Como /GPF = /CPM =90°y /ZFDG = ZBDM = 90°, los angulos /GPF' y
ZGDF son iguales y entonces el cuadrilatero GPDF es conciclico, de donde;

LFGM = /FGD = /FPD = ZMPD.

Como D y P son los puntos medios de MK y ML, tenemos que DP es paralela
a KL, por lo tanto /AMLK = /ZMPD. Como BM es tangente a I', /BMK =
/MLK. Por ser angulos opuestos por el vértice, /GMC = /BMK . Entonces
tenemos que:

LGMC =/4BMK =/MLK = ZMPD = ZFGM.

Por lo tanto las rectas F'G y MC son paralelas. Pero las rectas MC y ST son la
misma recta, entonces F'G y ST son paralelas y la demostracion es completa.

2. Comencemos haciendo una sustitucion, con la finalidad de obtener una desigual-
dad equivalente, pero que nos permita trabajarla mejor. Con este fin, consideremos

n — 1 ntmeros reales positivos z1,...,2,—1 > 0 y hagamos
T2 I3 _ Tp—1 !
a2 = —,043 = —,...,0p-1 = , An = .
T €2 Tp—2 Tn—1

Entonces tenemos las siguientes equivalencias,

(14 a2)?*(1+az)®--- (1 +a,)" >n" &
L2\2 L33 L1 \n n
1+ —=)1+—=) --1+—)">n" &
(14 2R+ 2P (1 2y >
(z1 +22) (20 + 23)% -+ (1 + 20)" > 023252,
para todo x1,...,x,_1 > 0.
Usando ahora M A — MG en cada factor del lado izquierdo de la ultima de-
sigualdad, tenemos:

(xl + 1'2)2 2 22$1$2
(z2 + x3)° = (2% + 3)? > 33(22) 24
(w3 + 174)4 = (3%g + x4)4 > 44(1_33)3174
(@n—1+21)" = ((n — 1)?_711 +x)" > nn(wnn:f )l

Multiplicando ahora miembro a miembro obtenemos:

(1 4+ 22)% (2o + 23)% ... (g +21)" > n"a:fxg cTy .

La igualdad ocurre si x1 = xa, o2 = 223, Zn—1 = (n — 1)z1, lo cual implica
que 1 = (n — 1)lzy. Pero como 21 > 0 y n > 3, tenemos una contradiccion y por
lo tanto la desigualdad es estricta, como queriamos demostrar.
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3. (a) Supongamos que el jugador B ha determinado un conjunto 7' de m elemen-
tos que contiene a x (al principio del juego T'= {1,2,...,N}). Si m < n entonces
B gana. Si m > n > 2F veremos que B puede descartar uno de los elementos de
T como candidato a x. Asi podra ir descartando elementos uno tras otro hasta
quedar con un conjunto 7' de n elementos, ganando. Comencemos por etiquetar
los elementos de T con enteros consecutivos a partir del 0. En lo que sigue nos
referiremos a los elementos de T' por sus etiquetas. Primero B pregunta si x esta
en {2*} (es decir, si x es el elemento de T etiquetado como 2%). Si la respuesta es
negativa, repite la pregunta hasta obtener un SI o completar k + 1 preguntas, lo
que ocurra primero. Si obtiene una sucesion de k + 1 respuestas negativas, alguna
de ellas (y por lo tanto todas) es verdadera, es decir que se puede descartar 2F de
T. Si en cambio obtiene un SI, B continda preguntando, para ¢ desde 1 hasta k,
si x estd en el conjunto de los elementos de T' que tienen un 1 en la posicion i (de
derecha a izquierda) de su representacion binaria. Con las respuestas B construye
un nimero y (0 < y < 2*) poniendo, en la posicién i, un 0 si la respuesta fue SI
o un 1 si la respuesta fue NO. Una de las dltimas k + 1 respuestas fue verdadera,
luego o bien & = 2* o bien z difiere de y en alguna de las primeras k posiciones
binarias; en cualquier caso y # x, es decir que se puede descartar y de T'.

(b) Sea A = 0,995. Definamos una estrategia para A asi: se toma N =n+1y x
cualquiera en {1,2,..., N}. Tomemos n = | (2 — A\)\**1| — 1. Como

n (2 = AAEFL 2
1,99% = 1,99%

2
_ k _
= 0,005\ T.90F”

donde a = A/1,99 > 1, es claro que para k suficientemente grande se tiene n >
1,99%.

Ahora para cada i € {1,2,...,n+ 1} sea m; la cantidad de respuestas conse-
cutivas anteriores al momento presente que serian falsas si el nimero a adivinar

fuese 7. Sea
n+1

=A™
=1

Para cada pregunta que B formule, A dara la respuesta que minimice ®. Probare-
mos que esta estrategia en ningin momento violara la condicién sobre el maximo
de respuestas falsas consecutivas y mas aun, garantiza la victoria de B. Ambas
cosas quedaran probadas si se muestra que en todo momento ® < A\t ya que
entonces ningtn m; llegara a valer k + 1 y, como la estrategia es independiente de
x, B no podré hacer ninguna deducciéon acerca de z.

Inicialmente el valor de ® es

n+1
DN =n 1= 2NN\ < AR
1=1
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. n
Supongamos que en cierto momento ® =

si z pertenece a cierto S. Segun que A responda SI o NO, el nuevo valor de ® sera

P, :ZHZAW“ o ®2:2Ami+1+21.

= iZs i€s iZs

+11 A < \Ft1y que B ha preguntado

Segtin la estrategia, A respondera de modo que el nuevo valor de ® sea min(®1, P5).
Pero

n+1
Oy 4Py =n+1+ D AT =n 142D < (2 AT 4 A2 = o)k
i=1

de donde 1
Hlfn(‘l)l,(I)Q) < 5(‘1)1 + (1)2) < AkJrl.

4. Comenzamos dando valores de a, b y ¢, a fin de obtener informacién inicial
sobre las funciones buscadas.
Consideremos a = b = ¢ = 0, entonces

3f(0)* = 6£(0)*
y tenemos que
f(0)=0. (1)
Hagamos ahora b = —a y ¢ = 0, entonces
f@)* + f(=a)® = 2f(a) f(~a).

es decir,(f(a) — f(—a))? = 0 y en consecuencia para todo entero a, f(a) = f(—a),
es decir f es una funcién par.
Ahora hagamos b = a y ¢ = —2a, entonces

2f(a)* + f(2a)* = 2f(a)® + 4 (a) f (2a).
Por lo tanto
f(2a)(f(2a) —4f(a)) =0

y entonces
f(2a)=0 06 f(2a)=4f(a) paratodoa € Z. (2)

Supongamos ahora que para algtin r > 1 f(r) = 0, entonces sustituyendo b = r y
c= —a —r, nos queda

fla)? + fla+r)* =2f(a)f(a+r).

Por lo tanto

(flatn) - f@) =0,
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es decir, f(a +r) = f(a) para todo a € Z y en consecuencia f es periddica con
periodo 7.

En particular si f(1) = 0, entonces f es la funciéon nula, la cual claramente
satisface la ecuacién funcional original.

Para el resto del analisis, supongamos que f(1) = k # 0. Por (2) hay dos
posibilidades, o bien f(2) =0 o bien f(2) = 4k.

Si f(2) = 0, entonces f es periddica de periddo 2, y tenemos f(2n) = 0 para
todon € Zy f(2n+ 1) = k para todo n € Z.

esta funcién es una solucién para todo k € Z. Esto sera veificado al final.

Supongaomos entonces que f(2) = 4k # 0.

De nuevo por (2), o bien f(4) =0 o bien f(4) =4f(2) = 16k # 0.

Si f(4) =0, entonces f es periddica de periodo 4 y

fB) =f(=1+4)=f(-1)=f1) =k #0,

en consecuencia tenemos que f(4n) =0, f(dn+1) = f(4n+3)=ky f(4n+2) =
f(2) = 4k, para todo n € Z.

Esta funcion también es una de las soluciones buscadas, como verificaremos al
final.

Para el resto del analisis supongamos que f(4) = 16k # 0.

Sabemos entonces que f(1) = k, f(2) = 4k y f(4) = 16k. Calculemos ahora
f(3). Para ello consideraremos las sustituciones: a = 1, b =2, ¢ = =3y a = 1,
b=3,c=—4.

En el primer caso

FO?+ £(2)? + £(3)* = 2f(1)£(2) + 2f(2) £ (3) + 2f(3) £ (1),

es decir
k? 4+ 16k + £(3)* = 8k* + 8f(3)k + 2f(3)k

o bien
f(3)% = 10kf(3) + 9k* = 0.

Resolviendo esta ecuacion cuadratica en f(3), nos da las soluciones f(3) = 9k o
f(3) = k. Dicho de otra forma, f(3) € {k,9k}.

En el segundo caso, procediendo de manera analoga nos queda la ecuacién
cuadrética en f(3), f(3)% — 34k f(3) + 225k% = 0 y entonces f(3) € {9k, 25k}.

Por lo tanto f(3) = 9k.

Tenemos entonces que f(0) =0, f(1) =k, f(2) =4k, f(3) =9 y f(4) = 16k.
Demostraremos por inducciéon para todo = € Z, que la dnica posibilidad para f,
cuando f no es periddica y f(1) = k # 0, es que f(z) = kz?, para todo x € Z.
Supongamos que n > 4 y que f(z) = kx?, para todo entero x € [0,n]. Haciendo
las sustituciones a = n,b=1,c=n—-1lya=n—-1.b=2,¢=—-n—1, un
analisis similar al anterior nos lleva a que f(n + 1) € {k(n + 1)%, k(n — 1)?} y
fn+1) € {k(n+1)2k(n—3)?}.
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Como k(n —1)% # k(n — 3)2, pués n > 4, tenemos que f(n+1) =k(n+1)2,y
esto completa la induccién. En consecuencia f(x) = kz? para todo # > 0 y como
f es una funcién par, entonces f(x) = ka? para todo x € Z.

Demostremos ahora que f(x) = kx? es una solucién. Sean a, b y ¢ nimeros
enteros tales que, a + b+ ¢ = 0. Entonces ¢ = —a — b y como f es par, nos queda
que:

F@)?+ F0)% + £(0)* = f(a)® + f(b)2 + fla+b)? = K2a* + k*b* + k*(a + b)*.
Por otra parte
2f(a)f(b)+2f(D)f(a+b)+2f(a+b)f(a) = 2k*a®b® +2k*b* (a+b)? +2k*(a+b)?a?,

pero como se puede ver calculando directamente, a*+b*+(a+b)* = 2a2b?+2b%(a+
b)?2+2(a+b)%a? y como k # 0, tenemos que f(z) = kz? cumple la condicién pedida
y es una solucién.

En conclusion, las unicas soluciones posibles son la funciéon nula, fi(z) = 0,
para todo z € Z, la funcion dada por fo(x) = ka? para todo x € Z y ademés las

siguientes:
0 siz es par,
fa(x) = {

k six esimpar,

(0 siz=0 (méd4),
fa(x)=<k siz=1 (mdbd 2),
(4% siz=2 (mdd 4),

para cualquier entero k # 0.

Ya hemos verificado que las dos primeras, f1 y f2 son soluciones, solo nos queda
para finalizar la demostracion, verificar que también lo son f3 y f4.

Veamos que f3 es una solucién. Sean a, b y ¢ ntumeros enteros tales que, a +
b+ ¢ = 0. Entonces, o bien los tres son pares, o dos son impares y uno es par. Si
los tres son pares, entonces

fa(a) = f3(b) = f3(c) = 0 y se satisface la igualdad inicial. Si solo dos son
impares y el otro es par, por la simetria de la igualdad inicial, podemos decir
sin pérdida de generalidad que a y b son impares y ¢ es par. Entonces f3 es una
solucién, pues ambos lados de la igualdad son iguales a 2k2.

Para el caso de f; usamos un argumento similar de paridad y simetria de
la igualdad inicial y asi se reduce la verificacion a las ternas (0, k, k), (4k, k, k),
(0,0,0) y (0,4k,4k), donde cada terna nos indica los valores de f(a), f(b) y f(c),
respectivamente. Un calculo sencillo nos muestra que en cada caso se verifica la
igualdad inicial.

5. Sea C' la reflexion de C con respecto a la recta AB y sean w; y wsy las
circunferencias con centros en A y B y que pasan por L y K respectivamente.
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Como AC'" = AC = AL y BC' = BC = BK, ambas circunferencias wi y ws
pasan por C'y C".

Como ZBCA =90°, AC es tangente a wy en C' 'y BC es tangente a wy en C.

Sea K7 # K el otro punto de interseccion de AX con wy y sea L1 # L el otro
punto de interseccién de BX con wq.

Por las potencias del punto X con respecto a ws y wi tenemos

XK - XK, =XC-XC'=XL- XLy,

por lo tanto, K1, L, K y Ly estan en una circunferencia ws.
Por otra parte la potencia de A con respecto a ws nos dice que,

AL? = AC? = AK - AK},

indicando que AL es tangente a w3 en L.
Analogamente, BK es tangente a w3 en K. Por lo tanto MK y ML son tan-
gentes a w3 desde M y en consecuencia MK = M L.

w2 Kl
Ly w1
w3
X
M
A Co B
C//
6. Demostraremos que los ntimeros enteros no negativos ay, as,. .., a,, existen si
ysolosin=1 (méd 4) o n =2 (mdd 4).
Sea Zzzl y% =1, con aj, asg,..., a, enteros no negativos. Desarrollando el
lado izquierdo de la igualdad y despejando tenemos que 1-x1+2-x9+- - -+n-x, = 3%,
donde z1, x2,..., x, son potencias de 3 y a > 0. Observemos que el lado derecho

de esta tltima igualdad es un ntimero impar y que la paridad del lado izquierdo
es la mismade1+2+---+n. Porlotantosil-z1 +2-29+---+n-x, €s
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impar, entonces 1+ 2+ ---+n es impar y esto implica que n =1 (méd 4) on = 2
(méd 4). Ahora nos queda demostrar la proposicion reciproca.

Diremos que una sucesion by, ba,. . ., b, es factible si existen enteros no negativos
ai, as,..., a, tales que
1 1 1 b1 b b,
2Tl+272+.'.+27n_371+372+'.'+37n_1'
Sea by, un término de una sucesion factible by, bs,. .., b,, con exponentes a1, as,. . .,

an, COMO antes, y sean u, v enteros no negativos tales que u + v = 3b;. Obsérvese
que
1 1 u v by
2a,+1 + 2ap+1 2Tk Y 3ar+1 + Jarp+l 3Tk'

Esto implica que la sucesion by, ...,bg—1,u,v,bg41,...,b, es factible, con expo-
nentes a; para los términos b; con ¢ # k, y para los nuevos términos u y v ponemos
el exponente ay + 1. Reciprocamente, si reemplazamos dos términos u y v de una
sucesiéon por un término “;r” y la nueva sucesién que asi obtenemos es factible,
entonces la sucesion original también es factible. Denotemos por «,, la sucesion
1,2,...,n. Para demostrar que «,, es factible paran = 1,2 (mdéd 4), la transforma-
mos haciendo n — 1 reemplazos {u, v} — “—'?':” en la sucesion de un solo término a,
la cual es factible, con a; = 0. Es importante observar que si m y 2m son términos
de una sucesion, entonces {m,2m} — m, por lo que, de ser necesario, podemos

ignorar a 2m. Esta observaciéon es muy importante en el resto del razonamiento.

Sea n > 16. Demostremos que «,, se puede reducir a «,_12 por medio de 12
operaciones. Escribamos n = 12k +r, donde k > 1y 0<r <11.Si0<r <5,
entonces los tltimos 12 términos de «,, se pueden dividir de la siguiente manera:
dos conjuntos singulares, {12k — 6} y {12k} y los siguientes 5 subconjuntos de 2
elementos:

{12k —6—14,12k— 644}, i=1,....,5—r,
{12k — j, 12k +j}, j=1,...,r

(En el caso r = 0,5 hay un solo tipo de subconjunto de 2 elementos).

Ahora, por la observaciéon hecha arriba, podemos ignorar a 12k — 6 y a 12k, ya
que 6k—3 y 6k aparecen en «y,. Ademés las 5 operaciones {12k—6—1i, 12k—6+4i} —
8k — 4y {12k — j, 12k + j} — 8k, sustituyen los 10 términos en estas parejas por
5 nuevos términos iguales a 8k — 4 o 8k. Como 4k — 2 y 4k siguen presentes en la
sucesion, todos estos términos se pueden ignorar también. De hecho la desigualdad
4k < n — 12 es equivalente a 8k > 12 — r, la cual es evidentemente cierta para
r =4,5, y en el caso en el cual r € {0,1,2,3}, tenemos que n > 16 implica que
k > 2 y por lo tanto, 8k > 12 — r es cierta. Esto indica que «a,, se ha reducido a
Ap—12-
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El caso 6 < r < 11 es analogo. Consideremos los conjuntos {12k} y {12k + 6}
y los 5 subconjuntos de 2 elementos

{12k — i, 12k 44}, i=1,...,11—r,
{12k +6—j,12k+6+4}, j=1,...,r—6.

Al igual que antes ignoramos los conjuntos de un solo elemento y luego removemos
los pares por medio de las operaciones {12k —i, 12k +1i} — 8k y {12k +6 —j, 12k +
6+ j} — 8k + 4. Los 5 nuevos términos que aparecen, a saber, 8k y 8k + 4 los
podemos ignorar pues como k > 1y r > 6, entonces 4k + 2 < n — 12 y obtenemos
de nuevo a la sucesiéon ay,,_o.

El problema se reduce entonces a 2 < n < 15, pero como n = 1,2 (méd 4), el
problema se reduce atn maés, a saber, a considerar solo n € {2,5,6,9,10,13,14}.
Los casos n = 2,6, 10,14 se reducen a los casos n = 1,5,9, 13, respectivamente,
pues podemos ignorar el ultimo término par en la correspondiente av,,. Paran = 5,
aplicamos la operacion {4,5} — 3, asi obtenemos la sucesion 1,2, 3,3, aplicamos
luego {3, 3} — 2, de esta forma nos queda 1, 2, 2, e ignoramos los dos 2. Paran = 9,
ignoramos primero al 6, luego aplicamos {5,7} — 4, {4,8} — 4y {3,9} — 4,
obteniendo la sucesion, 1,2,4,4,4. Ignoramos entonces las tes veces que ocurre el
4 y luego al 2. Finalmente n = 13 se reduce a n = 10 por medio de {11,13} — 8 e
ignorando al 8 y al 12. De esta forma terminamos la demostracion.



(Glosario

Angulo inscripto. Si A, B y C son puntos de una circunferencia de centro O, se
dice que el angulo ZABC esté inscripto en la circunferencia y que subtiende

el arco AC que no contiene a B. La medida de ZABC es igual a la mitad
del angulo central ZAOC.

Angulo semiinscripto. Es el que tiene el vértice en una circunferencia, un lado
tangente a la misma y el otro secante.

Centro radical. Dadas tres circunferencias con centros no alineados, es el tnico
punto que tiene igual potencia respecto a todas ellas.

Ceviana. Es cualquier segmento que una un vértice de un tridngulo con un punto
del lado opuesto.

Circulo de Apolonio. Es el lugar geométrico de los puntos P del plano tales
que su razon de distancias a dos puntos dados A y B es una constante dada
r > 0, 7 # 1. Es una circunferencia cuyo centro esta sobre el segmento AB.
(Sir =1 el lugar geométrico es la mediatriz del segmento AB).

Circuncirculo. Es la (tnica) circunferencia que pasa por los tres vértices de un
triangulo.

Circunferencia circunscripta. Ver Circuncirculo.
Coeficiente binomial. Es el coeficiente de x* en el desarrollo de (1 + z)". Tam-

bién es igual al ntimero de subconjuntos de k elementos que tiene un conjunto

de n elementos. Se denota (2) y puede calcularse asi:

<n>_ nl nn—1)-(n—k+1)

~kl(n—k)! 1-2:3---n

i .
Colineales. Dicese de los puntos que estan sobre una misma linea recta.

Coprimos (o primos relativos). Dicese de dos ntimeros enteros sin factores
primos comunes (o, equivalentemente, cuyo maximo comin divisor es 1).
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Cuadrilatero ciclico (también llamado conciclico o inscriptible). Es un cua-
drilatero que puede ser inscripto en una circunferencia, es decir, tal que
alguna circunferencia pasa por sus cuatro vértices. Una condicién necesa-
ria y suficiente para que un cuadrilatero sea ciclico es que tenga un par de
adngulos opuestos suplementarios.

Cuaterna armoénica. Los puntos alineados A, B, C' y D forman una cuaterna
armonica si 'y solo si exactamente uno de los puntos A y B pertenece al

< AC _ BC

segmento C'D y ademés se cumple 45 = Z5.
Eje radical. Dadas dos circunferencias no concéntricas, es el lugar geométrico de
los puntos que tienen igual potencia respecto a ambas. Siempre es una recta

perpendicular a la que une los centros de ambas circunferencias.

Excentro. Es el punto en que concurren la bisectriz de un angulo y las bisectrices
exteriores de los otros dos adngulos de un tridngulo. Como equidista de los
tres lados del triangulo, es el centro de una circunferencia tangente a ellos y
exterior al tridngulo.

Incentro. Es el punto en que concurren las tres bisectrices de un triangulo. Como
equidista de los tres lados del tridngulo, es el centro de una circunferencia
tangente internamente a ellos.

Incirculo. Es la circunferencia tangente internamente a los tres lados de un tridn-
gulo.

Potencia. Sean P un punto, I' una circunferencia y r una recta que pase por
P y corta a la circunferencia en A y B (si r es tangente a I' consideramos
que A = B). Entonces el producto PA - PB no depende de r, y su valor es
por definicién la potencia de P respecto a I', Pot(P,T"). Las distancias PA y
PB se consideran orientadas, es decir que la potencia es positiva o negativa
segtn que P sea exterior o interior a I'. Obviamente Pot(P,T") = 0 si y solo
si P pertenece a I'.

Principio de las casillas. Si n objetos se distribuyen en k cajas, y n > k, en-
tonces alguna caja recibe més de un objeto.

Razén aurea. Se dice que un punto C divide a un segmento AB en media y
extrema razon si AB/BC = AC/AB. En este caso a la razon AC/AB se
le conoce como razén durea, nimero dureo, divina proporcién y varios otros
nombres. Se suele denotar con la letra griega ¢ y su valor es

1+5
=
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Teorema de Ceva. Sea ABC un triangulo y sean P, ) y R tres puntos ubicados
respectivamente en las rectas BC, CA y AB y diferentes de A, B y C.
Entonces AP, BQ y C'R son concurrentes si y solo si

AR BP CQ 1
RB PC QA
Nota: las medidas en cada recta se toman orientadas.

Teorema de la bisectriz. Sean ABC un triangulo, V' el punto en que la bisectriz
desde A corta al lado BC' y U el punto en que la bisectriz exterior por A
corta a la prolongacion del lado BC'. Entonces

VB _UB_AB__BC
VC UC AC AB+ AC’

Admite los siguientes reciprocos:

1. Si V es un punto del lado BC del AABC'y % = ﬁ—g entonces AV es la
bisectriz del ZBAC.

2. Si U es un punto de la prolongacion del lado BC' del AABC'y % = ﬁ—g
entonces AU es la bisectriz exterior del Z/BAC.

3. 51 V y U son puntos del lado BC' y de su prolongacién, respectivamente,
del AABC, y si % = % y LZUAV = 90°, entonces AV es la bisectriz
interior y AU es la bisectriz exterior del Z/BAC.

Teorema de Menelao. Sea ABC un tridngulo y sean P, Q y R tres puntos
ubicados respectivamente en las rectas BC, CA y AB y diferentes de A, B
y C. Entonces P, @ y R estan alineados si y soélo si

AR BP CQ _ |
RB PC QA

Nota: las medidas en cada recta se toman orientadas.

Teorema de Stewart. Sean ABC un triangulo, D un punto del lado AB, p =
CD, m = AD y n = DB. Este teorema afirma que c(mn + p?) = a®*m + b*n.

Terna pitagoérica. Es un conjunto de tres enteros positivos a, b y ¢ que cumplen
la relacion a? 4+ b*> = ¢%. Si med(a,b,c) = 1 la terna se dice primitiva. En
ese caso a y b deben ser de diferente paridad, digamos a impar y b par, y
se puede probar que existen enteros u y v, coprimos y de diferente paridad,
tales que a = u? — v, b=2uv y ¢ = u? + v2.



Estudiantes Premiados en la Final Nacional de
la Olimpiada Juvenil de Matematicas 2012

Nombre
Franklin Bello
Gabriel Matute

Juan Cabrera

Eugenia Hernandez

Miguel Rémer
Ruben Sucre

Johann Bastardo
Luis Cedeno
Sofia Fleitas
Leoén Herdan
Luis Kuffner
Maria Leon
Ignacio Munoz
Wemp Pacheco
Vitor Pombo
Valeria Sanchez
Herenia Sarabia
José Vitale

Ronald Blanco
Maria Cecilia Davila
Veruska Villarroel

Rafael Aznar
Miguel Pena
Luis Uzcategui

Primer Ano
Medallas de Oro

Instituto
Iberoamericano
Academia Washington

Medallas de Plata

Santiago de Leon
Academia Merici
San Ignacio
San Ignacio

Medallas de Bronce

Iberoamericano
Liceo Los Robles
Los Caminos
Moral y Luces
Colegio Francia

Segundo Ano
Medallas de Oro

Los Arcos
Los Hipocampitos
Los Proceres

Estado
Bolivar
Distrito Capital

Distrito Capital
Distrito Capital
Distrito Capital
Distrito Capital

Bolivar

Zulia

Portuguesa
Distrito Capital
DDistrito Capital

Altamira Zulia
Santiago de Leon Distrito Capital
Calicantina Aragua
Olga Bayone Carabobo
Escuela Bella Vista Zulia
Independencia Lara
San Gabriel Arcangel Carabobo
Menciones de Honor
San Agustin ~ Zulia
U. E. Paideia Mérida
San Lazaro Sucre

Distrito Capital
Miranda
Bolivar



Sara Camacho
Jose Guevara
Cesar Leon
Carlos Nicolas
Miguel Orduz
Luis Sanchez

Juan Comella
Oscar Lopera
Lerones Marcos
Veroénica Paulon
Luis Pérez
Nicolas Raga
Karen Taub

Sofia Castejon

Amanda Deftereos

Filippo Elmi
Rebeca Quintero
Samuel Valery

Juan Cramer
Luis Ruiz

Medallas de Plata

I.LE.A. El Peni6n
Bella Vista

Gustavo H. Machado
San Agustin
Independencia

I.LE.A. El Pen6n

Medallas de Bronce

Bellas Artes
Independencia

Cristo Rey Santa Monica
Los Hipocampitos

Nuestra Sefiora De Lourdes

Escuela Bella Vista
Moral Y Luces

Menciones de Honor

Aleméan de Maracaibo
I.E.A. El Penién
Claret

I.E.A. El Penién
Monsenor Bosset

Tercer Ano
Medallas de Oro

San José Maristas
Las Colinas

Medallas de Plata

Daniel Bastardo
Jesus Bastardo
Arturo Story

Los Hipocampitos
Iberoamericano
San Ignacio

Medallas de Bronce

Daniel Calderas
Laura Castillo
Maria Costantini
Carlos Fernandez
Ricardo Mathison
Jorge Navia

Colegio Francia
Altamira

San Lazaro
Colegio Cumbres
LLE.A. El Penon
Bellas Artes

Distrito Capital
Aragua

Aragua

Zulia

Lara

Distrito Capital

Zulia

Lara

Distrito Capital
Miranda
Carabobo

Zulia

Distrito Capital

Zulia

Distrito Capital
Zulia

Distrito Capital
Mérida

Aragua
Lara

Miranda
Bolivar
Distrito Capital

Distrito Capital
Zulia
Sucre
Distrito Capital
Distrito Capital
Zulia
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Menciones de Honor

Luis Dominguez San Ignacio Distrito Capital
Arnaldo Escalona Cristo Rey  Carabobo
Maria Daniela Martin Las Colinas Lara

Cuarto Ano
Medallas de Oro

Gianpaolo Cuticchia San José Maristas Aragua
Rubmary Rojas San Vicente De Paul Lara
Pedro Romero LLE.A. El Penon Distrito Capital
Medallas de Plata
Joel Arteaga  Juan XXIII Carabobo

Luis Requiz  LE.A. El Pen6én  Distrito Capital

Medallas de Bronce

Daniel Nufiez Valle Alto Miranda
Juan Ocando Republica De Venezuela Trujillo

Menciones de Honor

Jorge Millano  Andrés Eloy Blanco Zulia

Quinto Ano
Medallas de Oro
Diego Penna  Los Hipocampitos Miranda

Medallas de Plata

Elizabeth Acosta  Cristo Rey Santa Monica Distrito Capital
Juan Balzan Colegio Francia Distrito Capital
Ezequiel Quijada  Nuestra Senora De La Paz ~ Anzoategui
Mariana Saavedra Nuestra Senora De Lourdes Carabobo

Sergio Villarroel San Lazaro Sucre
Medallas de Bronce
Alessandro Carlucci  Emil Friedman Distrito Capital
Jorge Pérez Simén Bolivar Monagas
Jeremy Rojas Andrés Eloy Blanco Zulia

Menciones de Honor

Andrea Nufiez ~ San José Maristas  Aragua
Santiago Rojas I1.E.A. El Penén Distrito Capital



Premios Especiales

Rubmary Rojas (San Vicente de Paul, Edo. Lara)

Premio de la Fundaciéon Empresas Polar a la mejor prueba.

Luis Uzcategui (Los Proceres, Edo. Bolivar)

Premio UNEXPO a la respuesta mas creativa.

Lisandro Alvarado (Estado Miranda)
Premio Eduardo Contreras al Coordinador més destacado.

Olimpiada de Mayo 2012

Nivel 1

Nombre Instituto Ciudad Premio

Rodrigo Lobo Iberoamericano  Puerto Ordaz Oro

Johann Bastardo Iberoamericano  Puerto Ordaz Plata

Luis Kuffuen Colegio Francia Caracas Bronce

Maria Cecilia Davila Escuela Paideia Mérida Mencién H.

Maria Le6n Altamira Maracaibo Mencién H.

Vicente Mirabal San Pedro Barquisimeto  Mencién H.

Oriana Ortega Loefling Puerto Ordaz  Mencién H.

Valeria Séanchez Bella Vista Maracaibo Mencién H.

Veruska Villaroel San Lazaro Cumané Mencién H.

Nivel IT

Carlos Nicolas San Agustin Ciudad Ojeda  Bronce
Miguel Romer San Ignacio Caracas Bronce
Hugo Troyani N. Sra, de las Nieves Ciudad Bolivar Mencién H.
Juan Andrés Cramer San José Maracay Mencion H.
Jestis Fernandez Liceo Los Robles Maracaibo Mencién H.
José Fuenmayor Aleméan Maracaibo Mencioén H.
José Guevara Bella Vista Maracay Mencién H.
Vittoria Lugarini San Pedro Barquisimeto Menciéon H.

Rebeca Quintero IEA El Penén Caracas Mencion H.
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Comité Organizador Nacional

Rafael Sanchez Lamoneda (Presidente)
Saturnino Fermin Reyes (Coordinador Administrativo)
José Heber Nieto Said (Coordinador Académico)
Laura Vielma Herrero (Coordinadora de Entrenamientos)

Coordinadores Regionales

Prof. Lisandro Alvarado (Altos Mirandinos)
Prof. Luis Alberto Rodriguez (Anzoategui)
Prof. Rafael Antonio Valdez Tovar (Apure)
Prof. Jesus Acosta (Aragua-Maracay)
Prof. Orlando Mendoza (Aragua-Cagua)
Prof. Mary Acosta (Bolivar)
Prof. Luis Rodriguez (Carabobo)
Prof. Sonia Chacon (Cojedes)
Prof. Miguel Gerdez (Delta Amacuro)
Prof. Addy Goitia (Falcon)
Prof. Carlos Lira (Guérico)
Prof. Victor Caruci (Lara)
Prof. José Toloza (Mérida)

Prof. Yelenny Guanipa (Monagas)
Prof. Emilia Pefia (Nueva Esparta)
Prof. Maria Martinez G. (Portuguesa)
Prof. Luisa Lopez (Sucre)

Prof. Ramon Blanco (Trujillo)

Prof. Larry Mendoza (Vargas)

Prof. Nancy Candiales (Yaracuy)
Prof. José Heber Nieto Said (Zulia)
Prof. Lisbardo Serrudo (Sta. Barbara del Zulia)
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