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Introduccion

LAS Olimpiadas Matemaéticas son competencias dirigidas principalmente a jovenes de
escuela elemental y secundaria. Actualmente esta actividad se ha extendido por
todo el mundo debido a su gran efectividad en la popularizacion de las mateméticas y
en la deteccion de jovenes con talento para el estudio de esta ciencia.

El presente libro retne todos los problemas propuestos en la Olimpiada Juvenil de
Matematicas 2015, asi como aquellos de los eventos internacionales en los cuales participa-
mos desde hace varios afios. Estos fueron: la 56* Olimpiada Internacional de Matematicas
(IMO) celebrada en Chiang Mai, Tailandia, del 4 al 16 de julio; la XVII Olimpiada Ma-
temética de Centroamérica y del Caribe (OMCC) celebrada en Cuernavaca, México del 9
al 26 de junio y la XXX Olimpiada Iberoamericana de Matematicas (OIM), celebrada en
Mayagiiez, Puerto Rico, del 7 al 14 de noviembre. Las tres competencias son de caracter
presencial. Cada una de ellas consta de dos examenes, presentados en dias consecutivos.
Cada prueba tiene 3 problemas y los participantes disponen de cuatro horas y media para
resolverlos. El valor de cada pregunta es de 7 puntos, para un méaximo posible de 42 pun-
tos en la competencia. Los ganadores reciben medallas de oro, plata o bronce y mencién
honorifica, segtin haya sido su desempeno. También incluimos en este libro los problemas
de la Olimpiada Matematica de Mayo, competencia por correspondencia que se plantea
a dos niveles, para alumnos no mayores de 13 y 15 anos, y que es de caracter iberoameri-
cano. Agradecemos a la Fundacion Olimpiada Matematica Argentina, organizadores de
esta competencia, por permitirnos publicar aqui los problemas y sus soluciones. Todos los
estudiantes que participaron en los eventos internacionales mencionados ganaron algin
premio, bien sea medallas o menciones honorificas. Al final del libro aparece la lista de
alumnos ganadores en estas competencias y los premios que obtuvieron.

La OJM consta de tres etapas o pruebas. La primera de ellas es el Canguro Matemd-
tico, un examen de treinta problemas de seleccion simple, que fue presentado por 43127
estudiantes provenientes de 21 regiones del pais, Los estudiantes presentan la prueba
en sus colegios. La segunda etapa de la competencia es la Prueba Final Regional. La
misma consta de un examen de cuatro problemas de desarrollo y compiten los alumnos
que quedaron ubicados en el nueve por ciento superior en el Canguro Matematico. La
Prueba Regional la presentan juntos todos los estudiantes de cada estado, en una se-
de previamente seleccionada por el coordinador local y los ganadores reciben medallas



de oro, plata y bronce. La tercera y ultima fase es la Prueba Final Nacional, la misma
consta de un examen de cuatro problemas de desarrollo y en ella participan los alumnos
ganadores de medalla de oro en la Prueba Final Regional. Para la Final Nacional se elige
cada ano una sede y alli se organiza el evento, permitiendo a los participantes, sus profe-
sores y representantes estrechar lazos de amistad y compartir una experiencia educativa
enriquecedora. La Prueba Final Nacional 2015 se realizo en la Universidad de Carabobo,
y participaron 98 alumnos representando a 17 estados.

Esta obra consta de siete capitulos, en los tres primeros se estudian los problemas de la
OJM, dedicando un capitulo a cada fase de la competencia. Los ultimos cuatro capitulos
versan sobre las competencias internacionales. En ellos se presentan los problemas y sus
soluciones. Al final del libro incluimos un glosario de conceptos matemaéticos que son
utilizados a los largo del texto. Esperamos que este libro sea de gran utilidad tanto para
profesores como para estudiantes, y que les permita conocer las matematicas desde un
punto de vista interesante y entretenido.

No queremos terminar esta introduccion sin agradecer a nuestros patrocinadores, en
especial a la Fundacion Empresas Polar, ala Academia de Ciencias Fisicas, Matemdticas
y Naturales, a la Facultad de Ciencias de la UCV junto a la Fundacion Amigos de Cien-
cias, a la Universidad Simon Bolivar, la Universidad Rafael Urdaneta, a Acumuladores
Duncan, a la Fundacion I Love Venezuela, a la Fundacion Miguel Cabrera, ala Fundacion
Cultural del Colegio Emil Friedman, a todos los exolimpicos que desde los lugares mas
apartados del mundo contribuyeron para poder llevar a nuestros equipos a las competen-
cias internacionales, asi como a todos los colegas que con su trabajo y esfuerzo, permiten
que la Olimpiada Juvenil de Matematicas sea una realidad.



Capitulo 1

Prueba Canguro

1.1. Prueba de Primer Ano y Segundo Ano

Problema 1. ;Qué figura tiene sombreada exactamente la mitad de su area?

® ; ® ; © ; © ; ®

Problema 2. Mi sombrilla tiene la palabra CANGURO pintada
encima, como se ve en la figura. ;Cual de las figuras siguientes NO
corresponde a mi sombrilla?

®

Problema 3. Alberto pint6 los 9 cuadrados con los colores blan-
co, gris y negro, como muestra la figura. ; Cuél es la menor can-
tidad de cuadrados que tiene que repintar para que no haya dos
cuadrados del mismo color con un lado comun?

®2 ®3 ©4 O©5 ®6




4 Prueba Canguro

Problema 4. Juan tiene 10 gallinas. Cinco de ellas ponen un huevo cada dia. Las otras
cinco ponen un huevo cada dos dias. ; Cuantos huevos ponen las 10 gallinas en un periodo
de 10 dias?

@10; ®25 ©50; ©®60; ®)75.

Problema 5. La figura muestra un tablero en el que cada casilla es cuadrada y tiene
un area de 4 cm?. ;Cual es la longitud de la linea negra gruesa?

@) 16 cm; 18cm; ©20cm; ©21cm;  €)23 cm.

Problema 6. ;Cual de las siguientes fracciones es menor que 27
8 9 107 117 2

Problema 7. ;Cuanto pesa Dita?

REa:  pis

@®3kg; B®2kg; ©4kg O6kg ®5 ke

Problema 8. Pedro mira con una lupa diferentes partes de un
dibujo en una pared. ;Cuél es la figura que él NO puede ver?

»D. o 8 D O



1.1 Prueba de Primer Ano y Segundo Ano 5

Problema 9. En el jardin de Carmen cada planta tiene, o bien 2
hojas y una flor, o bien 5 hojas y ninguna flor. Si en total hay 32
hojas y 6 flores, jcuantas plantas hay en el jardin?

AD13; ®12; ©15 ©10; € 16.

Problema 10. Alba tiene 4 cintas de papel de la misma longitud. Ella pega 2 cintas
con 10 cm de superposicién, y obtiene una cinta de 50 cm de longitud.

[ 10 cm |
[ 10 cm |

[ g | 50 cm

Pegando las otras dos cintas, Alba quiere formar una cinta de 56 cm de longitud. ;En
cuantos centimetros las debe superponer?

@4cm; B6cm; ©8cm; ©®10cm; E)12 em.

Problema 11. Tomas form¢ la figura que se muestra usando 6 cua-
drados de lado 1. ;Cudl es el perimetro de la figura?

@13, ®12; ©11;, O®10; ®09.

Problema 12. Cada dia Maria escribe el ntiimero del dia y el nimero del mes y suma
los digitos escritos. Por ejemplo el 19 de marzo ella escribe 19 03 y calcula la suma
1+940+3=13. ;Cual es el mayor resultado que puede obtener, a lo largo del ano?

AD14; ®7; ©20;, O13; ®]16.

Problema 13. Con cuatro rectangulos pequenios idénticos se forma un rectangulo gran-
de, como muestra la figura. Si el lado menor del rectangulo grande mide 10 cm, ;cuanto
mide su lado mayor?

10 cm

@40 cm; ®30cm; ©20cm; ©®10cm; ©)5 cm.



6 Prueba Canguro

Problema 14. ;Cual de las siguientes figuras no permite armar una piramide?

AN

®LN 5 ® ; © ; O Y 3 ®L N\

Problema 15. En la calle del Salto hay 9 casas en fila. En cada casa vive por lo menos
una persona. En cualquier par de casas vecinas, viven en total 6 personas como maximo.
;Cual es el mayor numero posible de personas que viven en la calle del Salto?

@23, ®27; ©25 O©31; ®29.

Problema 16. Lucia y su mama nacieron ambas en el mes de enero. Si hoy, 19 de marzo
de 2015, sumamos el ano en que nacié Lucia, el ano en que nacié su mamaé, la edad de
Lucia y la edad de su mama, ;qué resultado se obtiene?

@) 4028; ([B)4029; ©4030; O 4031; (€ 4032.

Problema 17. El area de un rectangulo es 12 cm?. Cada uno de sus lados mide un
numero entero de centimetros. ;Cual de los siguientes puede ser el perimetro del rectan-
gulo?

@48 cm; ®)32cm; ©28cm; ©26cm;  E)20 cm.

Problema 18. Cada uno de los 9 segmentos de la figura se x azul
debe pintar de azul, de rojo o de verde, pero de tal manera

que los tres lados de cada tridangulo sean de colores diferentes.

Tres segmentos ya han sido pintados, con los colores que se

indican en la figura. ;De qué color se puede pintar el segmenro rojo rojo

marcado z?

@) solo de azul; ®)solo de rojo; (©)solo de verde;
D) de azul, de verde o de rojo; () es imposible lograrlo.

Problema 19. En una bolsa hay 3 manzanas verdes, 5 manzanas amarillas, 7 peras
verdes y 2 peras amarillas. Simoén saca frutas de la bolsa, una a una y al azar. ;Cual es
el minimo ntmero de frutas que debe sacar para estar seguro de haber sacado al menos
una pera y una manzana del mismo color?

®13; ®12; ©11; O®10; ®)9.



1.1 Prueba de Primer Ano y Segundo Ano 7

Problema 20. Introduzcamos una nueva pieza de ajedrez llamada
canguro. En cada movimiento el canguro salta 3 casillas en direc- -

cion vertical y una casilla en direcciéon horizontal, o 3 casillas en (\\ 2/7
direccion horizontal y una casilla en direccion vertical, como se
muestra en la figura. ;Cuél es el minimo niimero de movimientos ‘/iv
que el canguro necesita para ir desde la posiciéon que ocupa en el |

tablero hasta la casilla marcada A7

®2 ®3 O4 O©5 ®6.

Problema 21. En la suma siguiente, letras iguales representan digitos iguales y letras
diferentes representan digitos diferentes. ;Qué digito representa la letra X?

N+ +
NS
N~

®2; ®3 O4 O5 ©6.

Problema 22. Juana compré tres juguetes. Por el primero pagé la mitad de todo su
dinero mas 10 Bs. Por el segundo pagé la mitad del dinero que le quedaba mas 20 Bs.
Por el tercero pago la mitad del dinero que le quedaba mas 30 Bs, y se qued6 sin dinero.
;Cuanto dinero tenia inicialmente?

@) 360 Bs; ®)450 Bs; (©)340 Bs; () 650 Bs;  (£)1000 Bs.

Problema 23. Carla desea construir un cubo a partir de su desarro-
llo en una hoja de papel. Pero por error ella dibujé 7 cuadrados en

vez de 6. ;{Qué cuadrado debe remover para que le quede una figura | |
conectada con la cual pueda armar un cubo?

@) solo el 4; B)solo el 7; C)solo el 3 6 el 4;
Dsoloel 36el7; ®)soloel 3,el46el 7.

2|3]

1
5]6
L7

Problema 24. El ntmero 100 se multiplica por 2 o por 3. Al resultado se le suma 1 o
2. El nuevo resultado se divide entre 3 o entre 4. El resultado final es un ntumero entero.
;,Cuél es ese resultado?

@) 67; 68; ©50; ©51; @) Hay mas de un resultado posible.

Problema 25. En el niimero de 4 digitos ABCD, los digitos cumplen A < B < C < D.
., Cuél es el mayor valor posible de la diferencia BD — AC' entre los nimeros de 2 digitos
BDy AC?

@50; ®16; ©61; ©56; E)86.



8 Prueba Canguro

Problema 26. Ana escribié un nimero en cada cara de un cubo. D C
Luego, para cada vértice, ella sumé los niimeros de las tres caras B

que comparten ese vértice (por ejemplp, para el vértice B, sumd
los ntimeros en las caras BCDA, BAEF y BFGC). Los nimeros
calculados por Ana para los vértices C, D y E fueron 14, 16 y 24,
respectivamente. ;Qué nimero obtuvo para el vértice F'? E F

d22; ®15 ©24; ©®19; €)26.

Problema 27. Un tren consta de una locomotora y 12 vagones, que se numeran con-
secutivamente del 1 al 12, siendo el 1 el vagdén mas cercano a la locomotora. Cada vagon
estd dividido en compartimientos, con el mismo nimero de compartimientos en cada
vagén. Los compartimientos también se numeran consecutivamente desde el 1, comen-
zando por el més cercano a la locomotora. Miguel se encuentra en el tercer vagon, en el
compartimiento 18. Marta se encuentra en el séptimo vagon, en el compartimiento 50.
;,Cuéntos compartimientos hay en cada vagéon?

®7 ®8 ©9 O10; ®12.

Problema 28. ;De cuintas maneras se pueden ubicar los 3 canguros en 3 casillas
diferentes de manera que no haya canguros en casillas vecinas?

Wik

®7 ®s ©9 O®1; ®11.

Problema 29. En una linea se marcan cuatro puntos. Las distancias entre ellos, en
orden creciente, son 2, 3, k, 11, 12, 14. ;Cuél es el valor de k7

®s5 ®71, ©O6 09 ®s.

Problema 30. Basilio us6 cubitos de lado 1 para construir un cubo de lado 4. Luego
pint6 tres caras de ese cubo de rojo, y las otras tres caras de azul. Cuando termino, no
qued6 ningun cubito con tres caras rojas. {Cuantos cubitos tienen al menos una cara
roja y otra azul?

®0; ®8 ©O12; ©24; ®32.

1.1.1. Soluciones

1. La respuesta correcta es la (B), el triangulo.

2. La respuesta correcta es la (C). La R esta al revés.



1.1 Prueba de Primer Ano y Segundo Ano 9

3. Larespuesta correcta es la (A). Es claro que debe pintar al menos dos cuadrados, uno
gris y uno negro. intando el segundo gris de la primera fila de negro y el primer negro de
la fila de abajo de gris, se logra lo deseado.

4. Larespuesta correcta es la (E). Las cinco gallinas que ponen un huevo diario, aportan
50 huevos en diez dias. Las que ponen uno interdiario aportan 25. En total, en 10 dias
ponen 75 huevos.

5. La respuesta correcta es la (B). Como los cuadrados tienen 4 cm? de area, cada lado
mide 2 cm. La linea gruesa recorre 9 lados, por lo tanto su longitud es 18 cm.

6. La respuesta correcta es la (E): % < % = 2.

7. La respuesta correcta es la (E). Sea D el peso de Dita y R el peso de Rita. La primera
balanza nos dice que R+ D = 8. La segunda balanza nos dice que R+ 2 = D. Restando
miembro a miembro resulta D —2 =8 — D, es decir 2D =10y D = 5.

8. La respuesta correcta es la (E).

9. La respuesta correcta es la (D). Hay 6 plantas con flores, que aportan también 12
hojas. Nos faltan 20 hojas para 32, que son aportadas por 4 plantas de cinco hojas cada
una. En total son 10 plantas.

10. La respuesta correcta es la (A). De la figura se concluye que si z es la longitud de
la parte que no se superpone, entonces 2z + 10 = 50. Por lo tanto x = 20 y la tira mide
30 cm. Para poder hacer una tira de 56 cm debemos superponer 30 + 39 — 56 = 4 cm.

11. Larespuesta correcta es la (B). La base mide 3 cm. Los otros 5 segmentos horizontales
del perimetro también miden 3 cm, y los 6 segmentos verticales miden 6 cm, para un
total de 12 cm.

12. La respuesta correcta es la (C). La mayor suma se obtendra el 29 de septiembre:
2+9404+9=20.

13. Larespuesta correcta es la (C). La figura muestra que el lado mayor de los rectangulos
pequenios mide 10 cm, y el lado menor 5 cm. Luego el lado mayor del rectangulo grande
nide 5+ 10+ 5 = 20 cm.

14. La respuesta correcta es la (A). Al doblar por los bordes habra dos triangulos que
se solapan, y una cara queda hueca.

15. La respuesta correcta es la (E), 29. En las primeras 8 casas, tomandolas de a pares,
viven a lo sumo 6 x 4 = 24 personas. Como en la octava vive al menos una persona, en
la novena viven a lo sumo 5, y en total hay a lo sumo 24 4+ 5 = 29, que se puede obtener
con la disposicion 5, 1, 5, 1, 5, 1, 5, 1, 5.

16. La respuesta correcta es la (C). Si Lucia naci6 en el afio x entonces su edad es
2015 — x. Anélogamente si su mamé nacié en el ano y, su edad es 2015 — y. Luego la
suma pedida es z + y + (2015 — x) + (2015 — y) = 4030.
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17. La respuesta correcta es la (D). Llamemos a y b a los lados del rectangulo. Como
su 4rea es 12cm?, tenemos que ab = 12. Ahora bien, como a y b son ntimeros naturales,
solo pueden ser 3y 4,2y 6 01y 12 (en algin orden). Luego hay tres posibles valores
para el perimetro; 14, 16 y 26.

18. La respuesta correcta es la (B). El tnico color posible para el segmento marcado
con z es el rojo.

19. La respuesta correcta es la (A). Si saca 12 o menos, podrian ser todas manzanas
amarillas o peras verdes. Pero si saca 13 frutas, debe sacar frutas de al menos tres tipos
diferentes, y por lo tanto habré dos de la misma especie y color.

20. La respuesta correcta es la (B). Es facil ver que no se puede lograr en 1 ni en 2
movimientos. Pero en 3 si: si se marcan las columnas de a hasta h y las filas de 1 a 8,
como en el ajedrez, el canguro se encuentra inicialmente en d5 y hay que llevarlo a e4.
Una forma de hacerlo es d5-g6-d7-e4.

21. La respuesta correcta es la (E). Como Z aparece en las centenas del resultado, solo
puede ser Z = 1y como resultado de un acarreo al sumar la columna de las decenas. Para
ello debe ser Y = 9 y debe haber un acarreo de 2 al sumar la columna de las unidades.
Para ello debe ser X = 6.

22. La respuesta correcta es la (C). Sea x la cantidad de dinero inicial. Entonces por el
primer juguete pago6 x/2 + 10 y le quedaron = — (z/2 4+ 10) = x/2 — 10. Por el segundo
juguete pago la (v/2 —10)/2+ 20 = z/4 4+ 15 y le quedaron z/2 — 10 — (x/4 + 15) =
x/4 — 25. Por el tercer juguete pagd (x/4 — 25)/2 + 40 y no le quedd nada, es decir
x/4—25—(x/8—25/2440) = 0, de donde /8 —25/2—40 =0y x = 8(25/2+40) = 340.
Este problema también se puede resolver por razonamiento retrospectivo.

23. La respuesta correcta es la (D). Si se trata de armar el cubo como esté, las caras 3
y 7 se solapan. Luego, es necesario quitar una de las dos.

24. La respuesta correcta es la (A). Luego de la primera operacion se tiene 200 u 300.
Luego de la segunda, se tiene 201, 202, 301 o 302. Pero 202, 301 y 302 no son divisibles
entre 3 ni entre 4. Luego el tnico resultado posible es 201/3 = 67.

25. La respuesta correcta es la (C). La mayor diferencia se logra para el namero 1789 y
es 79 — 18 = 61.

26. La respuesta correcta es la (A). Observe que la suma de los niimeros en dos vértices
opuestos, como C'y F, es igual a la suma de los nimeros escritos en las seis caras del
cubo. Porlotanto C+ E=D+Fy F=C+E—-D =14+24 — 16 = 22.

27. La respuesta correcta es la (B). Si hay k compartimientos por vagon, entonces los
compartimientos del vagéon n van del (n — 1)k + 1 al nk. Luego 2k + 1 < 18 < 3k y
6k + 1 < 50 < 7k. De estas ultimas desigualdades se sigue que 50/7 < k < 49/6, que
se cumple tnicamente si k = 8. Este valor también satisface las primeras desigualdades,
luego la respuesta es k = 8.



1.2 Prueba de Tercer Ano 11

28. La respuesta correcta es la (D). Numeremos las celdas del 1 al 7. Las ubicaciones
aceptables para los canguros son entonces (1,3,5), (1,3,6), (1,3,7), (1,4,6), (1,4,7),
(2,4,6), (2,4,7), (2,5,7) y (3,5,7), 10 en total. Otra solucion: deben quedar 4 casillas
vacias y los canguros solo pueden ir entre dos de esas celdas (3 posiciones), en el extre-
mo izquierdo o en el extremo derecho, para un total de 5 posiciones posibles. Luego la
respuesta es (g) =10.

29. Larespuesta correcta es la (D). Escojamos un sentido en la recta y asignemos abscisa
0 al punto més a la izquierda y 14 al que estd méas a la derecha. Como no hay diferencia
1 ni 13, no puede haber puntos en 1 ni 13, luego para realizar la distancia 12 uno de
los puntos debe ser 2 6 12. Supongamos que es el 2 (la otra alternativa es simétrica).
Entonces para realizar la distancia 11 el punto restante debe ser 11 (ya que no puede ser
3 ni 13), y k debe ser 11 —2 = 9.

30. La respuesta correcta es la (D). En ningtin vértice del cubo grande concurren tres
caras rojas, y tampoco tres azules pues las opuestas serian rojas y concurririan en el
vértice opuesto. Luego las tres caras rojas forman una U y lo mismo las azules. Los 8
cubitos en los vértices tienen dos caras de un color y otra del otro. De las 12 aristas hay
2 que limitan con caras azules, 2 que limitan con caras rojas y 8 que limitan con una
cara roja y otra azul. Los dos cubitos centrales de estas 8 aristas tienen una cara de cada
color, y son 2 x 8 = 16. Luego la respuesta es 8 + 16 = 24.

1.2. Prueba de Tercer Ano

Problema 1. Mi sombrilla tiene la palabra CANGURO pintada
encima, como se ve en la figura. ;Cual de las figuras siguientes NO
corresponde a mi sombrilla?

®
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Problema 2. Con cuatro rectangulos pequenios idénticos se forma un rectangulo grande,
como muestra la figura. Si el lado menor del rectdngulo grande mide 10 cm, jcuénto mide
su lado mayor?

10 cm

@40 cm; ®30cm; ©20cm; ©®10cm; E)5 cm.

Problema 3. ;Cual de los niimeros siguientes es el mas proximo a 2,015 x 510,27

@) 1000; ®100; ©10; ©1; ®O0,1.

Problema 4. El diagrama muestra el desarrollo de un cubo con las caras numeradas.
Mario suma correctamente los niimeros en cada par de caras opuestas. ;Cuales son los
tres resultados que obtiene?

@d4,5,12; B)5,6,10; ©5,7,9; ©5,8,8 ®4,6,11.

Problema 5. ;Cual de los siguientes niimeros no es un entero?
2015, 2014, 2013 2012, 2011
®=2 ®%Y ©0%% 0%% ©xNF

Problema 6. Juan tarda 130 minutos en ir de su casa a la de su abuela pasando por la
de su tia. Si de su casa a la de su tia tarda 35 minutos, cuanto tarda de la casa de su
tia a la de su abuela?

@ 175 minutos; 115 minutos; @ 165 minutos;
®) 105 minutos; &) 95 minutos.
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Problema 7. El diagrama muestra el desarrollo de un prisma triangular. ;Cual arista
coincide con la arista UV cuando el desarrollo se pliega para formar el prisma?

Y X W U

®RS; ®BWV; ©OXW; OQR ®XY.

Problema 8. Un tridngulo tiene lados de longitudes 6, 10 y 11. Un tridngulo equilatero
tiene el mismo perimetro. ; Cuénto mide el lado del tridngulo equilatero?

®6; ®10; ©18; O®11; ®9.

Problema 9. Cuando la ardilla Marta baja de su arbol, nunca se aleja més de 5 m del
tronco. Ademas siempre permanece alejada 5 m o méas de la casilla del perro. ;Cual de
las figuras siguientes describe mejor la forma de la regiéon donde Marta puede moverse?

. >
@\§ ;®'

Wy

@§ -; @\% -; ®\§\ -.

Problema 10. Un ciclista va a una velocidad de 5 m/s. Las ruedas de la bicicleta tienen
una circunferencia de 125 cm. ;Cuantas vueltas completas da cada rueda en 5 segundos?

®20; ®4 ©O10, O ©®25

Problema 11. En una clase no hay dos varones que hayan nacido en el mismo dia
de la semana ni dos ninas que hayan nacido en el mismo mes. Pero si un nuevo nino o
nina se agregase a la clase, alguna de las dos condiciones se dejaria de cumplir. ; Cuantos
alumnos hay en la clase?

@18 ®19; ©20; O24; €25

Problema 12. En la figura, el centro del cuadrado superior esta
directamente arriba del lado comun de los dos cuadrados inferiores.
Cada cuadrado tiene lados de 1 cm de longitud. ;Cuél es el area de
la regién sombreada?

H ®% O 01 ®15
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Problema 13. Cada asterisco en la expresion 2% 0% 1«52+ 0% 1+x5%2+%0x1x5=0
debe ser reemplazado por un signo + o — de manera que la igualdad sea correcta. ; Cual
es el minimo nimero de asteriscos que deben ser reemplazados por +7

®3; ®1 ©2 O ®4

Problema 14. Durante una lluvia cayeron 15 litros de agua por metro cuadrado. ; Cuan-
to se elevo el nivel del agua en la piscina?

@A 1,5cm; ®0,15cm; © 150 cm;  ©®) 15 cm;
®)Depende del tamaiio de la piscina.

Problema 15. Un arbusto tiene 10 ramas. Cada rama tiene, o
bien 2 hojas y una flor, o bien 5 hojas y ninguna flor. ;Cual puede
ser el nimero total de hojas del arbusto?

@) 45; B)39; ©37; @ 31; E) Ninguno de los anteriores.

Problema 16. El promedio de notas de los estudiantes que presentaron un examen
de matematicas fue 12. Exactamente el 60 % de los estudiantes aprobaron el examen. El
promedio de los estudiantes aprobados fue 16. ;Cual fue el promedio de los estudiantes
aplazados?

®5 ®71, ©O6 ©9% ®s.

Problema 17. Una esquina de un cuadrado se dobla llevan-
do el vértice al centro del cuadrado, forméndose un pentagono
irregular. Las areas del pentidgono y del cuadrado son enteros
consecutivos. ;Cuél es el area del cuadrado?

®4; ®2 ©16; ©8 ®32.

Problema 18. Ximena sumé las longitudes de tres lados de un rectdngulo y obtuvo
44 cm. Yajaira sum6 las longitudes de tres lados del mismo rectangulo y obtuvo 40 cm.
;,Cudl es el perimetro del rectangulo?

@42 cm; B)56 cm; ©64cm; @84 cm;  E)112 em.

Problema 19. La figura indica los colores de 4 segmentos de un diseno. Luis quiere
pintar cada uno de los 9 segmentos restantes de rojo, verde o azul, de manera que cada
triangulo tenga sus tres lados de diferentes colores. ;Qué color puede usar Luis para el
segmento marcado con la z?
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verde verde
azul x azul

@) solo verde; solo rojo;  ©solo azul; @) rojo o azul;  (€) ninguno.

Problema 20. La maestra pregunt6 a sus 5 alumnos cuantos de ellos habian estudiado
la leccion. Noemi dijo que ninguno, Ulises dijo que uno, Dora dijo que dos, Tomas dijo
que tres y Cristina dijo que cuatro. La maestra sabe que los que estudiaron dijeron la
verdad, y los que no estudiaron mintieron. ; Cuantos alumnos estudiaron?

®0; ®1;, ©2 O3 ©®4

Problema 21. Rita desea escribir un ntiimero en cada una de las

7 regiones acotadas del diagrama. Dos regiones se dicen vecinas
si comparten parte de su frontera. El nimero en cada region ’
debe ser la suma de los ntimeros en sus regiones vecinas. Rita oa

ya ha escrito dos de los niimeros. ;Qué ntumero debe escribir en
la region central? v
®-4; ®-2 ©0; O®1; ®e6.

Problema 22. Pedro tiene cinco tarjetas. En cada una de ellas escribi6 un entero
positivo (no necesariamente todos diferentes). Luego calculd la suma de los niimeros en
cada par de tarjetas, y obtuvo solamente tres resultados diferentes: 57, 70, y 83. ;Cual
es el mayor de los nameros que escribi6?

@35 ®42; ©48; ©53; 82

Problema 23. Una diagonal de un cuadrado se divide en 5 segmentos a, b, ¢, d y e.
Los extremos de esos segmentos se unen con los vértices del cuadrado como muestra la
figura, quedando asi el cuadrado dividido en 6 tridngulos. Las areas de algunos de esos
tridngulos se indican en la figura. El 4rea del cuadrado es 30 cm?.
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2cm?

5 cm? 9 ecm?

4 cm?

;,Cuél de los 5 segmentos de la diagonal es el mas largo?
®a; ®b O Od ®e

Problema 24. En un grupo de canguros, los dos canguros més livianos pesan el 25 %
del peso total del grupo. Los tres mas pesados pesan el 60 % del peso total del grupo.
., Cuéantos canguros hay en el grupo?

®6; ®7; ©s8; ©®15 ©®20.

Problema 25. Cirilo tiene siete trozos de alambre de longitudes
1l cm, 2 cm, 3 cm, 4cm, 5cm, 6 cmy 7 cm. Usando algunos
de esos trozos arma un cubo con lados de longitud 1 cm, sin
superposicion de alambres. ;Cual es el menor nimero de trozos
con los cuales puede lograrlo?

®2 ®L ©4 O3 ®5

Problema 26. P, Q, R,y S son los vértices de un trapecio, recorridos en sentido horario.
Los lados PQ y SR son paralelos. El angulo RSP mide 120°y RS = SP = %PQ. { Cuanto
mide el dngulo PQR?

®30°; ®15°; ©25°; ©225°; @45°.
Problema 27. En una linea recta estan marcados 5 puntos. Alex mide las distancias

entre cada par de ellos y obtiene, en orden creciente: 2, 5, 6, 8, 9, k, 15, 17, 20 y 22.
;,Cual es el valor de k7

@10; ®14; ©11;, O13; @12

Problema 28. Ayer anoté en mi agenda el ntimero teleféonico de mi amigo Edgardo. El
ntmero que anoté tiene 6 digitos, pero deberia tener 7. No tengo idea de qué digito olvidé
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anotar, ni de cuél era su posicion en el nimero. j Cuantos nimeros diferentes tendré que
ensayar para estar seguro de dar con el correcto?

Nota: Un nimero teleféonico puede comenzar con cualquier digito, incluso con el 0.
@) 60; 55; ©70; ©64; E)80.

Problema 29. Maria divide 2015 sucesivamente entre 1, 2, 3,..., 1000 y escribe el resto
obtenido en cada division. jCudl es el mayor de esos mil restos?

@15, ®1007; ©215; ©671; () otro valor.

Problema 30. Se desea colorear cada entero positivo de rojo o de verde, de manera
que:
(i) La suma de dos ntimeros rojos diferentes es un nimero rojo.
(ii) La suma de dos numeros verdes diferentes es un namero verde.
. De cuantas maneras diferentes se puede hacer eso?

@0; ®2; ©4; ©6; Emasdeb6.

1.2.1. Soluciones

La respuesta correcta es la (B), ya que 2014 no es divisible entre 4.

La respuesta correcta es la (B). La letra R esta mal.
La respuesta correcta es la (C), 5+ 10 + 5 = 20.
La respuesta correcta es la (A), ya que 2,015 x 510,2 > 2 x 500 = 1000.
La respuesta correcta esla (E),4=3+1,6=4+4+2y 11 =5+6.
(B)
(E),

130 — 35 = 95.

N otk b

La respuesta correcta es la (E). Al plegar el modelo los puntos Y y U coinciden y
tamblen los puntos X y V. Asi pues XY coincide con UV

8. La respuesta correcta es la (E). Como el perimetro es igual a 6 + 10 + 11 = 27,
entonces el lado del triangulo equilatero es 27/3 = 9.

9. La respuesta correcta es la (D). La ardilla permanece dentro del circulo de centro el
tronco y radio 5 metros, y fuera del circulo de centro la casilla del perro y radio 5 metros.

10. La respuesta correcta es la (A). En 5 segundos recorre 25 metros, luego cada rueda
da 25/1,25 = 20 vueltas.

11. La respuesta correcta es la (B), 19, de los cuales 7 son ninos y 12 son ninas.

12. La respuesta correcta es la (C). El triangulo sombreado en el cuadrado inferior
derecho es congruente al tridngulo blanco en el cuadrado de arriba. Por lo tanto el area
sombreada es igual al drea de un cuadrado de lado 1.
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13. La respuesta correcta es la (C). La suma de todos los nameros es 24, luego para que
la suma algebraica sea cero, los negativos deben sumar —12 y los positivos +12. Para
obtener +12 hacen falta como minimo dos signos + colocados delante de dos cincos, para
que con el 2 inicial sumen 12. Por ejemplo 2—0—-1+5-2—-0—-145-2—-0—1-5=0.

14. La respuesta correcta es la (A). Aument6 1,5 cm, pues 15 litros son 15000 cm?, 1
m? son 10000 cm?, y 15000/10000 = 1,5.

15. Larespuesta correcta es la (E). Si k ramas contienen 5 hojas y 10—k ramas contienen
2 hojas y una flor, el namero total de hpjas sera 5k + 2(10 — k) = 20+ 3k = 3(6 + k) + 2,
es decir que debe dejar resto 2 al dividirlo entre 3. Ninguno de los ntmeros 45, 39, 37,
31 cumple esta condicién.

16. La respuesta correcta es la (C). Si n es el ntimero total de estudiantes, entonces 0,6n
aprobaron y 0,4n reprobaron. La suma total de notas es 12n, y la suma de notas de los
aprobados 16(0,6n) = 9,6n. Luego la suma de notas de los reprobados es 12n—9,6n = 2,4n
y su promedio 2,4n/(0,4n) = 6.

17. La respuesta correcta es la (D). El area del triangulo doblado es 1/8 del area del
cuadrado, luego el area del pentagono es 7/8 del area del cuadrado. Como son enteros
consecutivos, deben ser 7 y 8.

18. La respuesta correcta es la (B). Si a y b son los lados del rectangulo, entonces
a+2b=44y 2a+b =40, de donde a = 12 y b = 16. Luego el perimetro es 2a + 2b = 56.

19. La respuesta correcta es la (A). Numeremos los tridangulos de 1 a 6, de izquierda a
derecha. La frontera entre 1y 2 debe ser roja, igual que entre 5 y 6. Luego la frontera
entre 2 y 3 debe ser azul, y la frontera entre 4 y 5 debe ser verde. Luego la frontera entre
3 y 4 debe ser roja y x debe ser verde.

20. La respuesta correcta es la (B). Como todas las respuestas son diferentes, a lo sumo
uno dijo la verdad. Pero no todos mintieron, pues en ese caso ninguno estudi6é y Noemi
dijo la verdad, absurdo. Luego exactamente uno estudié y dijo la verdad.

21. La respuesta correcta es la (E). Las 4 regiones en blanco suman —4, y éstas mas la
central suman 2, es decir —4+7 = 2. Luego en la region central va 4 + 2 = 6.

22. La respuesta correcta es la (C). De los 5 nimeros no puede haber 4 diferentes pues
sus 6 sumas de a pares serian diferentes. No pueden ser todos iguales pues habria una sola
suma. No puede haber soélo 2 diferentes a y b pues entonces las tnicas sumas posibles
serfan 2a, a + b y 2b, y si fuesen diferentes habria dos de ellas pares. Luego la tnica
posibilidad es que haya 3 ntumeros diferentes a < b < ¢, con sumas a+b = 57, a+c = 70,
b+ c=283, de donde a =22, b =35y c = 48 y el mayor es 48.

23. La respuesta correcta es la (D). Cada uno de los dos triangulos en que queda dividido
el cuadrado por su diagonal tiene area 15 cm?, luego las 4reas de los tridngulos que no
la tienen indicada son 4 cm? para el superior y 6 cm? para el inferior. Como todos los
tridngulos con base en la diagonal tienen la misma altura, sus bases son proporcionales
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a sus areas. Como a/2 = (a + b)/b resulta a/2 = b/3 y del mismo modo a/2 = b/3 =
¢/1 =d/5=e/4, de donde d es el mayor.

24. La respuesta correcta es la (A), 6 canguros. Quitando los dos més livianos y los 3
més pesados, los canguros restantes pesan el 15 % del total. Pero si hubiese dos o maés,
entonces dos de ellos pesarian a lo sumo el 15 % del total, que es menos de lo que pesan
los dos mas livianos, absurdo.

25. La respuesta correcta es la (C). Con menos de 4 trozos no se puede pues se tendrian
a lo sumo 6 extremos, luego de los 8 vértices habria al menos 2 en los cuales no habria
ningun extremo, lo que es claramente imposible. Con cuatro trozos de longitudes 1, 2, 3
y 6 (o bien 1, 2, 4 y 5) es facil construir el cubo.

26. La respuesta correcta es la (A). Consideremos los puntos X e Y, sobre el lado PQ,
tales que PX = XY = Y@Q. Es facil ver que los tridngulos PXS, XRS y XY R son
equilateros y que el YQR es isosceles con ZRYQ =120° y LZYQR = ZY RQ = 30°.

27. Larespuesta correcta es la (B). Escojamos un sentido en la recta y asignemos abscisa
0 al punto mas a la izquierda y 22 al que estd més a la derecha. Como no hay diferencia
1, no puede haber puntos en 1 ni en 21, luego para realizar la distancia 20 uno de los
puntos debe ser 2 6 20, pero no ambos pues no hay diferencia 18. Supongamos que es el
2 (la otra alternativa es simétrica). Entonces para realizar la distancia 17 es facil ver que
la tinica posibilidad es marcar el 17. Finalmente la distancia 6 sélo se puede realizar con
8 o con 11, pero 11 no sirve pues no se genera la diferencia 8. Luego tenemos los puntos
0, 2, 8, 17, 22 y las diferencias 0, 2, 5, 6, 8, 9, 14, 15, 17, 20, 22, es decir que k = 14.

28. La respuesta correcta es la (D). Si el ntumero anotado es abcde f, debemos hacer diez
intentos para el primer digito, a saber Oabedef, labedef, ..., 9abedef. Como segundo
digito no hace falta probar el digito a, pues ya fue considerado en la lista previa, aabedef.
Asi que solo haran falta 9 nuevas pruebas. Igualmente sucede para los otros digitos. Por
lo tanto 10 + 9 x 6 = 64 intentos seran suficientes.

29. La respuesta correcta es la (D). Pongamos 2015 = ¢D+7 con 0 <r < D.Si D < 672
entonces r < 671. Si 672 < D < 1000 entonces ¢ =2y r = 2015 —2D < 2015—2-672 =
671. Luego el r maximo es 671 y se alcanza para D = 672.

30. La respuesta correcta es la (D). Supongamos que el 1 es rojo. Entonces si algin
k > 1 esrojo, k+ 1 debe ser rojo, y también k+2 = (k+1)+1, k+3=(k+2)+1,...Es
decir que todos los n > k deben ser rojos. Pero entonces a lo sumo un nimero puede
ser verde, pues si hubiese dos, haciendo sumas habria unfinitos verdes y habria verdes
mayores que k, absurdo. Se sigue que con el 1 rojo solo hay 3 coloraciones posibles, a
saber R, R, R,. .. (todos rojos); R, V, V, V... (todos verdes a partir del 2) y R, V, R, R,
R,...(solo el 2 verde). Por simetria hay otras 3 coloraciones, a saber V, V, V....; V| R,
R, R,...y V, R, V, V, V... para un total de 6.
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1.3. Prueba de Cuarto Ano y Quinto Ano

Problema 1. ;Cual de los niimeros siguientes es el mas proximo a 20,15 x 51,027

@) 100; ® 1000; ©) 10000; (D) 100000; (E)1000000.

Problema 2. Maria lavo la ropa y colgd varias blusas en linea en un tendedero. Luego
Pedro colocod un pantalon entre cada par de blusas. Si en total hay 29 piezas de ropa en
el tendedero, jcuantas blusas hay?

®11; ®13; ©15 ©14; ®]10.

Problema 3. La parte sombreada de un cuadrado de lado a esta limitada por una
semicircunferencia y dos cuartos de circunferencia. ;Cuél es su drea?

®Y; ®™; 0™ 0Oy, ®.

Problema 4. Tres hermanas, Ana, Berta y Carmen, compraron una bolsa de 30 teque-
nos. Cada una recibi6 10 tequenios. Sin embargo Ana pagd 80 Bs, Berta 50 Bs y Carmen
20 Bs. Si hubiesen dividido los tequenos en forma proporcional a lo que cada una aporto,
jcuantos tequenos més hubiera recibido Ana?

®10; ®9 ©O8 O7; ®6.
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Problema 5. Un pirata desea desenterrar un tesoro que enterré en su jardin hace
muchos anos, pero soélo recuerda que lo enterré a por lo menos 5 m de la cerca, y a lo
sumo a 5 m del tronco del roble. ;Cuél de las siguientes figuras describe mejor la region
en la cual el pirata debe buscar el tesoro?

N\
\ . . @
e . p & @

7
ZA

Z

%)
7

@\\\\\\\s\\\;®§\§\\x;©k

Problema 6. ;Cual es el digito de las unidades del nimero 2015%2+2015°+2015'+2015%?

®1 ®71 O5 0% ®6.

Problema 7. Hay 33 alumnos en una clase. A todos les gusta la matemaética y/o la
fisica. A tres alumnos les gustan ambas materias. Los alumnos a los que les gusta solo la
matematica son el doble de aquellos a los que les gusta solo la fisica. ;A cuéntos alumnos
les gusta la matemética?

A 15 ®18; ©20; ©®?22; ®23.

Problema 8. ;Cual de los ntimeros siguientes no es ni un cuadrado ni un cubo?

@29; 310; @411; @512; @613.

Problema 9. Juana compré 100 velas. Cada noche consume una vela, pero cuando tiene
restos de 7 velas los combina para fabricar una nueva. ; Para cuéntas noches le alcanzaran
las velas que compré?

®112; ®114; ©115 ©O116; E©117.

Problema 10. El ntmero de angulos rectos en un pentagono convexo es n. ;Cuél es la
lista completa de valores posibles de n?

®0,1,2,3, ®1,2,3 ©1,2 ©0,1,2 &o0,1,23,4.
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Problema 11. Para tomar decisiones, Juan utiliza un dado que en cada cara tiene
escrita una de las palabras SI, NO y quizés. La figura siguiente muestra el dado en tres
diferentes posiciones. ;Cual es la probabilidad de obtener SI con ese dado?

e Ly e

@%; %; @g; @; @%

Problema 12. FEl lado de cada cuadradito mide 1. ;Cuél es la minima longitud posible
de un trayecto desde Inicio hasta Fin, si s6lo se puede ir por los lados o por las diagonales
de los cuadraditos?

Inicio

Fin

®2v5 ®VI0+v2; ©2+2v2; ©@4v2; ®6.

Problema 13. Cada habitante del planeta Orejon tiene al menos dos orejas. Un dia se
encontraron tres amigos: Imi, Dimi y Trimi. Imi dijo: “Yo veo 8 orejas”. Dimi dijo: “Yo
veo 7 orejas”. Y Trimi dijo: “Yo veo 5 orejas”. Si todos dijeron la verdad y ninguno puede
ver sus propias orejas, jcuantas orejas tiene Trimi?

@2 ®4 ©O5 O6 ®7.

Problema 14. Un recipiente tiene forma de prisma recto y su base es un cuadrado de
10 cm de lado. El recipiente se llena de agua hasta una altura de h cm. Un cubo sélido
de metal de 2 cm de lado se coloca dentro del recipiente. ;Cuél es el menor valor de h
para el cual el cubo queda sumergido por completo?

@ 1.92 cm; 1.93 cm; @ 1.91 cm; @ 1.94 cm; @ 1.90 cm.
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Problema 15. El cuadrado ABCD tiene area 80. Los
puntos E, F';, G y H estan en los lados del cuadrado y
AE = BF = CG = DH. Si AE = 3EB, ;cuél es el area
de la region sombreada?

®20; ®40; ©30; ©35 ©25. r

Problema 16. El producto de las edades de un padre y su hijo es 2015. ;Cuél es la
diferencia entre sus edades?

@29; ®26; ©34; O©31; E36.

Problema 17. Cuatro pesas a, b, ¢, d se colocan en una balanza de platillos (vea la
figura de la izquierda). Luego se intercambian dos de las pesas, y la balanza cambia como
se ve en la figura de la derecha. ;Cuales pesas fueron intercambiadas?

®ayb, ®byd; Obye; Oayd ®aye

Problema 18. Las dos raices de la ecuacién 22 — 85z + ¢ = 0 son nimeros primos.
;,Cuél es el valor de la suma de los digitos de ¢?

®12; ®13; ©14; O15 @®?21.

Problema 19. ;Cuantos enteros positivos de tres digitos hay tales que cualquier par
de digitos consecutivos difieren en tres unidades?

@20; ®16; ©12; O14; @®?27.

Problema 20. ;Cual de los siguientes valores de n muestra que la afirmacion «Si n es
primo entonces exactamente uno de los nimeros n — 2 y n + 2 es primo» es falsa?

@n=11; Bn=37; On=19; On=29; En=21
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Problema 21. La figura muestra tres circunferencias que deter-
minan siete regiones. Mirna quiere escribir un ntimero en cada ‘

region, de manera que cada nimero sea igual a la suma de los ni-
meros en las regiones vecinas a la que él ocupa (dos regiones son
vecinas si sus fronteras tienen mas de un punto comun). Mirna ya

ha escrito dos numeros. ;Qué nimero debe escribir en la regiéon v
central?

®-6 ®6 ©-3 O3 ©®0.

Problema 22. Petra tiene tres diccionarios diferentes y dos novelas diferentes en un
estante. ;De cuantas maneras puede ordenar los libros en el estante si ella quiere que los
diccionarios permanezcan juntos y también que las novelas permanezcan juntas?

@ 12; ®30; ©24; ©O®120; € 60.

Problema 23. ;Cuantos numeros de dos digitos pueden ser escritos como la suma de
exactamente seis potencias de 2 diferentes (una de ellas puede ser 20 = 1)?

®0; ®4 O3 02 ®L

Problema 24. Las figuras muestran un tridngulo ABC' en el cual se han trazado
paralelas a la base AC por dos puntos diferentes, X e Y. Las areas sombreadas son

BY
. o BX . BY
iguales. Si ~A 4, jcuél es el valor de la razon VA
B B
Y
X
A C A C

@g; g; ©3 0z ©®L
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Problema 25. En un tridngulo rectangulo, la bisectriz de uno de los dngulos agudos
divide al lado opuesto en segmentos de longitud 1 y 2. ; Cuénto mide esa bisectriz?

®V2, ®V3 OV4 OV5 ®Ve.

Problema 26. Denotemos mediante ab al nimero de dos digitos con digitos a y b. {De
cuéntas maneras se pueden escoger tres digitos diferentes no nulos a, b y ¢ de modo que
ab < be < ca?

@84; B®96; ©125, ©201; E)502.

Problema 27. Juan eliminé uno de los ntimeros de la lista 1, 2, 3,..., n — 1, n. El
promedio de los nimeros que quedaron es 4,75. ;Qué ntumero elimin6?

@) 5; 7. ©8; ©9; (®)No se puede determinar.

Problema 28. Una hormiga parte de un vértice de un cubo de lado 1 y desea recorrer
cada arista del cubo al menos una vez, y regresar al vértice inicial. ;Cual es la minima
longitud posible de su trayecto?

@12; ®14; ©15 O16; @ ?20.

Problema 29. Se escriben diez ntimeros enteros diferentes. Todos los ntimeros que sean
iguales al producto de los otros nueve se subrayan. ; Cuantos ntimeros se pueden subrayar,
como maximo?

®10; ®9% ©3 ©2 ©®1

Problema 30. En una recta se marcan varios puntos, y se consideran todos los seg-
mentos que tienen a dos de esos puntos como extremos. Uno de los puntos marcados
pertenece al interior de 80 de esos segmentos. Otro pertenece al interior de 90 segmentos.
;,Cuéntos son los puntos marcados?

@) 80; 20; ©90; ©22; @®)No se puede determinar.

1.3.1. Soluciones

1. La respuesta correcta es la (B), ya que 20,15 x 51,02 = 1028,053.
2. La respuesta correcta es la (C), 15.

3. La respuesta correcta es la (A), a?/2, ya que el semicirculo superior se puede des-
componer en dos cuartos de circulo, que se pueden acomodar en la parte inferior de la
figura para completar medio cuadrado.

4. La respuesta correcta es la (E). Entre las tres pagaron 150 Bs por 30 tequetios, es
decir que cada tequeno salio a 5 Bs. A Ana le hubiesen correspondido 16 tequenos por
sus 80 Bs, 6 mas de los que recibio6.
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5. La respuesta correcta es la (B).

6. La respuesta correcta es la (E). 2015%, 20152 y 2015° terminan en 5, mientras que
2015% = 1. Como 5 + 5 + 5 + 1 = 16, el digito de las unidades de la suma es 6.

7. La respuesta correcta es la (E). Sea m la cantidad de alumnos a los que solo les
gusta la matematica y sea f la cantidad de los que solo gustan de la fisica. Entonces
m + f 4+ 3 = 33, de donde m + f = 30. Pero como m = 2f, se tiene 3f = 30, f = 10,
m = 20 y hay 20 + 3 = 23 alumnos a los que les gusta la matemaética.

8. La respuesta correcta es la (E), 613, ya que 29 = (23)3 y 52 = (5%)3 son cubos y
310 = (35)2 y 4! = (2!1)2 son cuadrados.

9. La respuesta correcta es la (D). Como 100 = 7 x 14 4 2, luego de 98 noches le quedan
2 velas y restos de cera para hacer 14 mas. Luego de usar esas 16 le queda cera para dos
mas.

10. La respuesta correcta es la (A). Es facil construir ejemplos con 0, 1, 2, y 3 angulos
rectos. Pero si un pentagono tiene 4 angulos rectos, como la suma de sus dngulos internos
debe ser 3 - 180°, el quinto angulo deberia ser 180° y el pentdgono no seria convexo.

1

11. Larespuesta correcta es la (B), 3,

SI.

pues de las seis caras, tres tienen escrita la palabra

12. La respuesta correcta es la (C), 2 + 21/2, que se obtiene recorriendo dos diagonales
y dos lados (hay tres recorridos posibles con esta longitud). Para ver que es el minimo,
considere tres casos, segin que el camino pase por el punto medio del lado superior, por
el punto medio del lado inferior, o por el centro del rectangulo.

13. La respuesta correcta es la (C). Si se suman las orejas que vié cada uno se obtiene
8+ 7+ 5 = 20. Pero en esa suma cada oreja esta contada dos veces, pues es vista por dos
de los tres amigos. Luego el total de orejas es la mitad de 20, o sea 10. Como Trimi vid
5 orejas, y el total es 10, Trimi tiene 5 orejas.

14. La respuesta correcta es la (A). Hay 100h cm?® de agua. El cubo desplaza 8 cm?
de agua. Para que el agua quede al ras de la cara superior del cubo debe cumplirse que
100h + 8 = 100 - 2 = 200, por lo tanto h = 192/100 = 1,92.

15. La respuesta correcta es la (E). Sea L el lado del cuadrado ABCD. El area de la
region sombreada es la mitad de la del cuadrado FFGH, que es igual a la del ABC'D
menos la de los cuatro triangulos AEH, BFE, CGF y DHG. Cada uno de esos triangulos
tiene catetos 3L y 1L, luego su érea es 33—2L2 y [EFGH] = L? — 43%L2 = %LQ =50y el
area sombreada es la mitad, 25. Alternativamente se puede calcular el lado del cuadrado
FEFGH usando Pitagoras.

16. Larespuesta correcta esla (C). Como 2015 = 5x 13 x 31, los tnicos valores razonables
para las edades son 31 el hijo y 5 x 13 = 65 el padre, luego la diferencia es 34.
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17. La respuesta correcta es la (D). Al observar la balanza concluimos que a+b > c+d,
a > by c>d. Para que ambas balanzas pequenas cambien su inclinacion es claro que se
intercambio6 una pesa del par {a, b} con una del par {c,d}.

Si se intercambiaron a y ¢ entonces a la derecha se tendria b > ¢ y d > a, de donde
d>a>b>c>d, absurdo.

Si se intercambiaron b y d entonces a la derecha se tendria d > a y b > ¢, de donde
d>a>b>c>d, absurdo.

Si se intercambiaron b y ¢ entonces a la derecha se tendria ¢ > a y d > b, de donde
c+d > a+ b, absurdo.

La tunica posibilidad que queda es que se hayan intercambiado a y d. Esta situacion
efectivamente es posible, por ejemplo con a =4, b=2,c=3y d=1.

Por lo tanto los pesos que se intercambiaron son a y d.

18. La respuesta correcta es la (B). Sean p y ¢ los dos ntimeros primos que son raices de
la ecuacion 22 — 85z 4 ¢ = 0. Entonces p+q = 85 y pg = c. Como 85 es impar, entonces p
y ¢q deben ser de diferente paridad, de donde uno de ellos debe ser 2. En consecuencia el
otro es 83 y su producto es 166. Se sigue que la suma de los digitos de c es 1+6+6 = 13.

19. La respuesta correcta es la (A). Sea abc un numero entero de tres cifras que cumple
la condicion. Entonces a > 0 y hay cuatro casos posibles:

a < b < c. Esto nos da 147, 258 y 369.
a > b > c. Esto nos da 630, 741, 852 y 963.
a < b > c. Esto nos da 141, 252, 363, 474, 585 y 696.

a > b < c. Esto nos da 303, 414, 525, 636, 747, 858 y 969.
En total son 20.

20. La respuesta correcta es la (B). n = 37 es primo, peroni n —2 =35 nin + 2 = 39
son primos.

21. Larespuesta correctaes la (E). En la region superior debe ir 142 = 3. Sea x el numero
que debe ir en la region central. Si en la regiéon izquierda va a, entonces 1 = 3+ x +a, de
donde a = —x—2. Si en la region derecha va b, entonces 2 = 3+x+b, de donde b = —x—1.
Entonces en la region que va debajo de la central va a+2+b= —x—24+x—x—1= —x—3,
y aplicando la condicién a la regién central se obtiene v =1+ 2 —x — 3 = —z, de donde
xz=0.

22. La respuesta correcta es la (C). Los 3 diccionarios se pueden ordenar de 3! = 6
maneras, y las dos novelas de 2 maneras. Con los diccionarios a la izquierda y las novelas
a la derecha hay por lo tanto 6 - 2 = 12 ordenaciones posibles, y otras tantas con los
diccionarios a la derecha y las novelas a la izquierda. En total son 24 maneras posibles.

23. Larespuesta correcta es la (D). Como 27 = 128, solo podemos usar las potencias de 2
hasta exponente 6. De esta manera solo obtenemos los nimeros 1+2+4+8+16+32 = 63
vy 1424448+ 16+ 64 = 95. Cualquier otra combinacién de la forma pedida da nameros
de mas de dos cifras.
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24. La respuesta correcta es la (A). Supongamos, sin pérdida de generalidad, que el area
del triangulo ABC es 1. Como BX = 4X A se tiene

BX  BX = 4XA 4
BA BX+XA 5XA 5

2
luego el drea de la parte blanca en el tridngulo de la izquierda es (%) = % y el area de la

parte sombreada es 1 — % = 29—5 Es decir que el area de la parte sombreada en el triangulo

2
de la derecha es 29—5 =. Como el érea del triangulo ABC es 1, y 29—5 = (%) , entonces por

la semejanza entre el tridangulo sombreado (parte de arriba) y el tridngulo ABC', tenemos
que % = %, de donde BY = gBA yYA=BA—-BY = %BA. Finalmente

BY 2BA 3

YA~ 2BA 2

25. La respuesta correcta es la (C). Sea ABC un triangulo rectangulo en B y sea D el
punto de corte de la bisectriz del dngulo ZBAC con el lado BC'. Por el teorema de la
bisectriz, 4 = 2, por lo tanto, AC = 2AB. Por Pitégoras, AB* 4+ 3% = AC? = 4AB?,
de donde 34AB? = 9y AB? = 3. De nuevo por Pitagoras en el triangulo rectangulo ABD,
AD? =12 4+ 3 =4y entonces AD = /4 = 2.

26. La respuesta correcta es la (A). Es claro que ab < bc < casiy solosia <b<c,y
tres digitos no nulos que cumplan esta condicién se pueden elegir de (2) = 84 maneras.

27. La respuesta correcta es 9, la opcion (B). Si S es la suma de los ntimeros que quedan
luego de quitar uno, entonces el promedio es

S >1+2+~~~+(n—1) n(n —1)

n
n—17— n—1 2(n—1) 2’

de donde n < 9. Ademas como —2- = 4,75 = 12 se tiene que 45 = 19(n — 1), de donde
4 divide a n — 1 y n s6lo puede ser 5 6 9. Pero n = 5 no cumple, en cambio n = 9 si

sumple (si se elimina el 7).

28. La respuesta correcta es la (D), 16. Observe que cada vértice debe ser visitado al
menos 4 veces, y como 4 x 8 = 32 eso requiere recorrer al menos 16 aristas. Si A, B, C,
D son los vértices de una cara del cubo, escritos en sentido horario, y E, F', G y H son
las proyecciones de A, B, C', D sobre la cara opuesta, entonces un recorrido de longitud
16 es ABCDAEFBFGCGHEHDA.

29. La respuesta correcta es la (E). Si p es el producto de los diez nameros y z es
un numero subrayado, entonces z? = p. Es decir que p debe ser un cuadrado perfecto,
digamos p = n2, y = sélo puede ser a o —a. Pero si p > 0, a y —a no pueden estar ambos
entre los 10 ntmeros, pues el producto de los 8 restantes deberia ser —1 y eso es imposible
con 8 enteros diferentes. Por lo tanto a lo sumo puede haber un namero subrayado.
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30. La respuesta correcta es la (D). Sea n la cantidad total de puntos y sea P el punto
que pertenece a 80 segmentos. Si hay a puntos a la izquierda de P y b puntos a su
derecha, entonces ab = 80 y a + b + 1 = n. Abalogamente existen enteros ¢ y d con
cd=90yc+d=a+b=n—1.Como8=1-80=2-40=4-20=5-16=8-10y
90=1-90=2-45=3-30=5-18 =6-15 = 9-10, hay una tnica solucién: a = 5, b = 16,
c=6,d=15. Asin—1=a+b=c+d=21yn=22.



Capitulo 2

Prueba Regional

I A prueba regional de la OJM consta de cuatro problemas, que se valoran en una
escala de 1 a 7. Los participantes disponen de tres horas y media para resolverlos.

2.1. Prueba de Primer Ano

Problema 1. Halle el mayor entero formado por 5 digitos diferentes, que sea miiltiplo
de 9. Explique razonadamente su respuesta.

D B C
Problema 2. ABCD es un cuadrado de lado 6 cm.
FE es un punto cualquiera del lado C'D y F' es el punto
medio de AE. Calcule el area del triangulo BEF. F

A B

Problema 3. Hay 48 naranjas repartidas en tres cestas: A, B y C. La cesta B contiene el
doble de naranjas que la cesta A. Las cestas A y C juntas contienen el doble de naranjas
que la cesta B. ;Cuantas naranjas contiene la cesta C?
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Problema 4. Maria desea escribir un entero del 1 al 4
en cada casilla de un tablero de 4 x 4, de modo que no
haya numeros repetidos en la misma fila o en la misma
columna. La figura muestra algunos nimeros que ella ya
ha escrito. Llene las casillas que faltan, cumplendo la con-
dicién exigida.

2.1.1. Soluciones

1. El mayor entero formado por 5 digitos diferentes es 98765, pero no es miltiplo de 9
ya que al dividirlo entre 9 deja resto 8 (alternativamente: porque 9 +8 + 7+ 6 +5 = 35
no es multiplo de 9). El multiplo de 9 inferior més cercano es 98765 — 8 = 98757, pero
tiene el 7 repetido. Los anteriores son 98748, 98739 y 98730. Como 98748 y 98739 tienen
cifras repetidas, la respuesta es 98730.

Solucién alternativa: El mayor miltiplo de 9 de 5 digitos es 99999. A partir de este
numero se pueden ir restando nueves hasta lograr que todas las cifras sean diferentes.
Pero es claro que hay qur restar al menos 999 + 9 = 1008 para que la segunda cifra sea
diferente de 9. Asi nos queda 99999 — 1008 = 98991. Ahora para que la tercera cifra sea
diferente de las dos anteriores hay que restar 99 +99 = 198 y queda 98991 — 198 = 98793.
Y ahora para que la cuarta cifra sea diferente de las tres anteriores hay que restar 27 y
nos queda 98766. Restando ahora de 9 en 9 quedan sucesivamente 98757, 98748, 98739
(que tienen digitos repetidos) y finalmente 98730, que es la respuesta.

2. El area del tridgngulo ABE es [ABE] = 6 x 6/2 = 18 cm?. Pero [BEF] es la mitad
de [ABE], ya que EF B y FAB tienen bases iguales BF = F'A y la misma altura, por
ser el vértice B comtn. Luego la respuesta es 9 cm?.

3. Como A y C juntas contienen el doble que B, el total 48 es el triple de B, luego B
tiene 16. A tiene la mitad que B, es decir 8. A y C contienen 32, y restando las 8 de A
quedan 24.

Solucion alternativa: Si A contiene a naranjas, B contiene b y C contiene ¢, entonces
se tiene que: (1) a + b+ ¢ =48; (2) b = 2a; (3) a + ¢ = 2b. Sustituyendo a + ¢ por 2b en
(1) queda 2b 4 b = 48, es decir 3b = 48, de donde b = 16. Sustituyendo este valor en (2)
queda 16 = 2a, de donde a = 8. Finalmente de (3) sale c =20 —a =2-16 — 8 = 24.

4. Observemos que en la casilla marcada a solo puede ir un 4, ya que en su fila ya
aparecen 1 y 3y en su columna el 2. Luego b = 2. Sesiguecone=1,k=2,j=1,i=4,
d=3,e=4,f=2g=3yh=1.
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1 a b 3 1 4 2 3
c 2 d e 3 2 4 1
—

f g h 4 2 3 1 4
) J 3 k 4 1 3 2

2.2. Prueba de Segundo Ano

Los tres primeros problemas de Segundo Afio fueron los mismos que los de Primer
Ao (ver pag. 30). Las pruebas solo se diferenciaron en el problema 4, que se enuncia a
continuacion.

Problema 4. Un dado se rueda sobre una mesa y los puntos en sus 5 caras visibles se
suman y se anotan en un papel. Esta accion se realiza una o mas veces. Finalmente todos
los niimeros anotados se suman. ;Cudl es el entero més grande que no se puede obtener
como resultado?

2.2.1. Soluciones

4. Como 14+2+3+4+546 = 21, cada valor anotado es de la forma 21 — x, con
x=1,2,3,4,5 6 6. Por lo tanto en un lanzamiento se obtiene un entero entre 15 y 20.
En dos lanzamientos, el total es un entero entre 30 y 40. En tres lanzamientos, el total
es un entero entre 45 y 60. En cuatro lanzamientos, el total es un entero entre 60 y 80,
etc. Se ve entonces que el 44 no se puede obtener, pero cualquier n > 44 si se puede
obtener. En efecto, pongamos n = 15¢+ 7, con ¢ > 3y 0 <r < 15. 510 < r <5,
entonces n = 15(¢ — 1) + 15+ r se obtiene con ¢ — 1 lanzamientos de 15 y uno de 15+ 1.
Si 6 <r <10, entonces n = 15(¢ — 2) + 20 + 10 + r se obtiene con ¢ — 2 lanzamientos de
15, uno de 20 y otro de 10+7. Si 11 < r < leql4, entonces n = 15(¢—3) +20+20+5+7r
se obtiene con ¢ — 3 lanzamientos de 15, dos de 20 y otro de 5 + 7.

2.3. Prueba de Tercer Ano

Problema 1. Halle un entero positivo de 4 digitos abed tal que, si se lo multiplica por
4, se obtienen las mismas cifras pero en orden inverso, es decir dcba.

Problema 2. Claudia tiene 5 segmentos, de longitudes 2 cm, 3 cm, 4cm, 8 cm y 9 cm.
;Cuantos tridngulos diferentes puede construir usando 3 de esos segmentos? Describa
todas las posibilidades.
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Problema 3. En el pueblo Miauguau hay 120 animales, entre perros y gatos. Pero un
10 % de los perros creen que son gatos y maillan en vez de ladrar. Del mismo modo, un
10 % de los gatos creen que son perros y ladran en vez de maullar. Si en total hay 44
animales que maillan (sean perros o gatos), {cuantos gatos hay en el pueblo?

Problema 4. Idéntico al Problema 4 de Segundo Ano (ver pag. 32).

2.3.1. Soluciones

1. abed x 4 = dcba. Es claro que a < 3, pues de lo contrario abed x 4 tendria 5 cifras.
Pero a no puede ser 1, pues en ese caso dcba seria impar y no podria ser multiplo
de 4. Luego a = 2. Entonces 4d debe terminar en 2, lo cual sélo es posible si d es 3
u 8. Pero es claro que d > 8, luego d = 8. Tenemos que 2bc8 x 4 = 8cb2, es decir
(2000+ 1000+ 10c+8) x 4 = 8000+ 100c+ 10b+ 2. Luego 4000+ 40c+ 32 = 100c+ 10b+2,
0 3900 + 30 = 60c, y dividiendo entre 30 13b + 1 = 2¢. Para esto b debe ser impar, y
b > 3 no sirve pues daria ¢ > 20. Luego la tnica posibilidad es b =1, de donde c =7y
el namero buscado es 2178. Verificacion: 2178 x 4 = 8712.

2. Hay 4 posibilidades con lados {2,3,4}, {2,8,9}, {3,8,9} v {4,8,9}. Estos 4 casos
cumplen la desigualdad triangular (cada lado es menor que la suma de los otros dos).
Cualquier otra eleccion debe tener un lado 8 6 9, y dos lados tomados entre 2, 3 y 4.
Ninguna de ellas forma triangulo, pues el lado mayor (8 ¢ 9) supera la suma de los otros
dos, que es a lo sumo 7.

3. Digamos que hay x gatos. Entonces hay 120 — x perros, y los animales que maillan
son 2z + 15(120 — ) = 44, de donde 9z + 120 — z = 440, 8z = 320 y = = 40. Hay 40
gatos.

De manera equivalente se puede plantear un sistema = + y = 120, %x + %y =44,

Solucién alternativa 1: Si hay x perros que maillan, como por cada uno de ellos hay
9 perros que ladran, habria al menos 44 + 92 animales. Si x > 9 entonces 44 + 9x >
44 4+ 81 > 120, luego = < 8. Para x = 8 habria 80 perros en total, 44 — 8 = 36 gatos
que maillan y 40 gatos en total, cumpliéndose todas las condiciones. Esta es la tnica
solucion, pues si ¢ < 7 entonces habria a lo sumo 70 perros, luego deberia haber al menos
50 gatos de los cuales al menos 45 maullarian, absurdo.

Solucién alternativa 2: Para que el 10% sea un namero entero, el nimero de gatos
y el de perros deben ser miltiplos de 10, digamos 10g gatos y 10p perros. De los 10g
gatos los que maillan son el 90 %, es decir 9g. Como debe ser 9g < 44 los tnicos valores
posibles para g son 0, 1, 2, 3, 4. Pero si g < 3 entonces a lo sumo 27 gatos maillan, luego
al menos 17 perros maillan y el total de perros seria al menos 170, absurdo. Luego g = 4
y el nimero total de gatos es 40.
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2.4. Prueba de Cuarto Ano

Problema 1. Idéntico al Problema 1 de Tercer Afio (ver pag. 32).

Problema 2. Idéntico al Problema 2 de Tercer Afio (ver pag. 32).

Problema 3. Tres recipientes contienen en total 72 litros de agua. Si se vierte % del
contenido del primer recipiente en el segundo, a continuaciéon se vierte i del contenido
del segundo en el tercero, y por tltimo se vierte % del contenido del tercero en el primero,
entonces cada recipiente queda con la misma cantidad de agua. ;Qué cantidad de agua

habia originalmente en cada recipiente?

Problema 4. Sien la pizarra esté escrito un entero positivo n, una jugada vdlida consiste
en borrar n y escribir en su lugar un entero k tal que n < k < 4n. Inicialmente esté escrito
el 1. Ana y Bruno hacen alternadamente jugadas validas, comenzando Ana. El primero
de ellos que escriba el numero 100 o uno mayor, gana. Determine si alguno de los dos
tiene uns estrategia ganadora, y describala.

Nota: una estrategia ganadora es un método de juego que asegura la victoria del que lo
aplica, juegue lo que juegue su adversario.

2.4.1. Soluciones

3. Los tres recipientes finalizan con 72/3 = 24 litros cada uno. La ultima operacion
consistio en trasvasar % del contenido del tercer recipiente al primero. Luego 24 son los
% de lo que tenia, de donde antes del trasvase tenia 30 1. Y como le pas6 6 1 al primer
recipiente, que quedo6 con 24 1, el primer recipiente debia tener 18 1 antes del trasvase.
En otras palabras, después de la segunda operacién y antes de la tercera el contenido
de los recipientes era 18, 24 y 30 litros, en ese orden. Del mismo modo se ve que luego
de la primera y antes de la segunda operacion, el segundo recipiente contenia 32 1, para
poder quedar en 24 al perder la cuarta parte de su contenido. El tercero tenia 22 I,
para quedar en 30 al ganar 8 1, y el primero tenia 18 1. Los contenidos después de la
primera operacion eran entonces 18, 32 y 22. Razonando de igual forma llegamos a que
inicialmente los recipientes contenian 27, 23 y 22 litros de agua. La siguiente tabla resume

este anélisis retrospectivo:

etapa | Rec. 1 | Rec. 2 | Rec. 3 |

1] 24 24 24
3| 18 ‘ 24 30
2| 18 32 22
1] 27 ‘ 23 22

Solucién alternativa: Hay varias maneras de resolver este problema mediante sistemas
de ecuaciones con dos o tres incognitas. Una de ellas es la siguiente: sean z e y los
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contenidos iniciales de los recipientes 1 y 2, respectivamente. El contenido inicial del
tercer recipiente sera entonces 72 —x—y. Despues de la primera operacién el contenido
del primer recipiente sera Sx el del segundo y + 31‘ y el del tercero no cambia. Luego de
la segunda operac10n el contenido del 5egundo recipiente sera 3 (y+ x) = 4x+ 4y y el del
tercero 12—x —y+ 7 Liy+ Z;’m) = 72 — —2:5— fy Luego de la tercera operacion el contenido
del tercer re(nplente serd = (72 — —:v — —y) = & — Qm — 3y. Igualando el Contenldo final
de los recipientes 2 y 3 a 24 se obtlene el 51stema 1T+ gy = 24, 288 — %éx — 5y =24,
que es equivalente a

x4+ 3y =96

11
5@+ 3y = 168,

Restando la primera ecuacién de la segunda resulta %x = 72, de donde = = 27, y =

(96 —27)/3 = 23, y el contenido del tercer recipiente era 72 — 27 — 23 = 22.

4. Si en la pizarra esta escrito un nimero del 25 al 99, el que tenga el turno escribe
100 y gana. Si en la pizarra esta escrito el 24, el que tenga el turno pierde (pues debe
escribir un ntmero del 25 al 96 y cae en el caso anterior). Si esta escrito un namero del
6 al 23, el que tenga el turno escribe 24 y gana. Si esta escrito el 5, el que tenga el turno
pierde. Si esta escrito un nimero del 2 al 4, el que tenga el turno escribe 5 y gana. Como
inicialmente esta escrito el 1, Ana debe escribir 2, 3 6 4 y Bruno tiene una estrategia
ganadora.

La estrategia ganadora de Bruno estéa descripta implicitamente en el analisis anterior,
pero se puede hacer explicita asi: Inicialmente Ana debe jugar 2, 3 6 4; a cualquiera de
estas jugadas Bruno responde con 5. Ahora Ana debe jugar un numero del 6 al 20. A
cualquiera de esas jugadas Bruno responde 24. Ahora Ana debe jugar un nimero del 25
al 96. Bruno juega 100 y gana.

2.5. Prueba de Quinto Ano

Problema 1. Idéntico al Problema 1 de Tercer Afio (ver pag. 32).

Problema 2. El area del triangulo ABC es 12 cm?. Sean M y N los puntos medios
de los lados AB y AC, respectivamente, y sea G el punto donde se cortan los segmentos
BN y CM. Calcule el area del cuadrilatero AMGN.

Problema 3. Idéntico al Problema 3 de Cuarto Afio (ver pag. 34).

Problema 4. Idéntico al Problema 4 de Cuarto Afio (ver pag. 34).
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2.5.1. Soluciones

2. Como CN = CA se tiene [CNB] = 1[CAB] = 6 cm®. Anélogamente [BMC] =
3[BAC] = 6 cm®. Y como MG = 1 MC resulta [MGB] = :[MCB] = § = 2 cm?. Luego
PAMGN] = [ABC] — [BCN] — [MGB] = 12 — 6 — 2 — 4 cm?,



Capitulo 3

Prueba Final OJM 2015

A prueba final de la OJM 2015 se realizo en la Facultad de Ciencia y Tecnologia

de la Universidad de Carabobo, Valencia, el sibado 13 de junio. La prueba constd

de cuatro problemas, cada uno de ellos con un valor de 7 puntos. Los participantes
dispusieron de tres horas y media para resolverlos.

3.1. Prueba de Primer Ano

Problema 1. Ana repartié una bolsa de caramelos entre los asistentes a su cumpleanos:
le di6 15 caramelos a cada nino y le sobré uno. Pero de pronto llegaron dos nifios mas.
Entonces Ana recogio todos los caramelos y los volvié a repartir. Esta vez le tocaron 11
caramelos a cada nifio y sobraron tres. ;Cuantos caramelos tenia la bolsa?

Problema 2. N es un entero positivo de 5 digitos. P es el nimero que se obtiene al
colocar un 1 a la derecha del ultimo digito de V. @ es el nimero que se obtiene al colocar
un 1 a la izquierda del primer digito de N. Si P es el triple de @, jcudl es el valor de N7

Problema 3. Cinco nifios de edades diferentes tienen 9 caramelos para repartirse, y
acuerdan hacerlo de la siguiente manera: El mayor de ellos efectuara una propuesta de
reparto, que sera sometida a votacion. Si obtiene el apoyo de al menos la mitad de los ninos
presentes (incluido el proponente), serd aceptada y asunto concluido. Si es rechazada, el
proponente es eliminado del grupo y le tocara el turno de proponer al mayor de los que
queden, repitiéndose el proceso descripto. Cada vez que una propuesta no obtenga el
apoyo de al menos la mitad de los presentes, el proponente es eliminado y el turno pasa
al mayor de los ninos que queden. ;Como se repartiran los caramelos?

Notas: 1) Los caramelos son indivisibles. 2) Cada nifio basa sus decisiones exclusivamente
en su provecho personal. 3) Si aceptar o rechazar una propuesta les rinde el mismo
beneficio, optan por rechazarla para tratar de eliminar al proponente.
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Problema 4. En el tridngulo ABC' se trazan las bisectrices de los dngulos en B y en
C, que se cortan en I. Si ZBAC = 70°, halle la medida del angulo BIC.

A
(>

3.1.1. Soluciones

1. Sic es el nimero de caramelos y n el nimero inicial de ninos, entonces ¢ = 15n+1 =
11(n+2)+3. Luego 4n =22+3—-1=24,dedonde n =6y ¢=15-6+1 = 91.

Solucién alternativa: Si n es el nimero inicial de ninos, para darle caramelos a los dos
ninos nuevos Ana debi6 quitarle 4 a cada uno de los que ya estaban. Esos 4n caramelos
y el sobrante hacen 4n + 1, que alcanzaron para hacer 2 grupos de 11 y sobraron 3. Es
decir que 4n+1 = 2-11+3 = 25. Por lo tanto 4n = 24, n = 6 y la cantidad de caramelos
era 15-6+1=091.

2. P=10N+1,Q =10°+ N, 10N +1 = 3(10° + N), o sea TN = 300000 — 1 = 299999,
de domde N = 299999/7 = 42857.

3. Numeremos los ninos del 1 al 5, en orden decreciente de edades. Supongamos que
solo queden dos ninos 4 y 5. Entonces el 4 se queda con todo, pues su voto es la mitad.
Si hay tres ninos 3, 4 y 5, y el 3 propone quedarse con todo, sera eliminado, ya que al 4
le conviene pues luego podra quedarse con todo y el 5 quedara igual sin nada, pero opta
por la alternativa de eliminacién. Sin embargo proponiendo 8 caramelos para él y uno
para el niamero 5, el 3 obtendra el voto favorable de 5 y gana la votacion. Si hay cuatro
nifios 2, 3, 4 y 5, el 2 necesita conseguir un voto (ademas del suyo). Para ello basta con
que le ofrezca un caramelo al nimero 4, pues éste, de ser rechazada la propuesta, no
recibiria nada (por el caso anterior). Finalmente, si son 5 nifios, el 1 necesita conseguir
dos votos (ademas del suyo). Para ello basta que ofrezca un caramelo al nimero 3 y otro
al 5, quienes apoyaran la propuesta pues de ser rechazada quedarian sin nada (por el
caso anterior). Por lo tanto los caramelos se repartiran asi: 7 caramelos para el nimero
1, uno para el 3, uno para el 5 y nada para 2 y 4.

4. Sean f = /CBA y v = ZBCA. Entonces 8 + v + 70 = 180, de donde 5+ ~v =
110. Por otra parte ZCBI = %,8 y LBCI = %7, luego en el tridngulo BIC se tiene
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%ﬂ + %7 + ZBIC = 180, de donde

1 110
/BIC =180 — 5( +7) = 180 — —= = 180 - 55 = 125.

Luego la respuesta es 125°.

3.2. Prueba de Segundo Ano

Problema 1. Idéntico al Problema 1 de Primer Ano (ver pag. 37).

Problema 2. Halle el menor nimero natural n tal que 9n tenga todos sus digitos iguales
al.

Problema 3. Idéntico al Problema 3 de Primer Afio (ver pag. 37).

Problema 4. ABCD es un trapecio con AD paralelaa BC, AD =3, BC =10,CD =7
y LZADC = 140°. Determine la medida del angulo ABC.

A 3 D

3.2.1. Soluciones

2. Como 9n es divisible entre 9, la suma de sus digitos debe ser divisible entre 9. Pero
si esos digitos son todos iguales a 1, entonces su numero debe ser divisible entre 9. El
menor valor posible para 9n es entonces 111111111, y en consecuencia el menor valor
posible para n es 111111111/9 = 12345679.

4. Tracemos la paralela a AB por D y sea E su punto de corte con el lado BC'. Entonces
ABED es un paralelogramoy BE = AD = 3. Luego EFC = BC—BE =10-3=7=CD
y el triangulo CDE es isosceles. Por lo tanto Z/CDE = ZCED. Pero ZCED = ZEDA
por alternos internos, luego Z/CDFE = ZFEDA y como ambos suman 140°, cada uno
de ellos debe medir 70°. Finalmente por ser angulos opuestos de un paralelogramo se
tiene ZABC = ZEDA = 70°. (También se puede argumentar que ZDCE = 40° por
ser suplementario de ZADC = 140°, luego los angulos en la base del triangulo isésceles
CDE miden 70°.)
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B~ 3 E 7 C
Alternativamente se puede comenzar por ubicar el punto E en el lado BC' de modo

que BE = 3, con lo cual EC = 7. Entonces ABED es un paralelogramo por tener los
lados BE y AD paralelos e iguales. Luego se contintia de la misma manera.

3.3. Prueba de Tercer Ano

Problema 1. Halle la suma de todos los digitos del nimero 10215 — 2015.
Problema 2. Idéntico al Problema 3 de Primer Afio (ver pag. 37).
Problema 3. Idéntico al Problema 4 de Segundo Ano (ver pag. 39).

Problema 4. Juan mont6 sus chivos en una carreta para ir a venderlos al mercado.
También puso en la carreta una cantidad de repollos exactamente igual al cuadrado
del ntumero de chivos. Durante el viaje cada chivo se comi6é dos repollos. Una vez en
el mercado Juan vendio 5 chivos y cierto niimero de repollos. Al final del dia observo
con sorpresa que el namero de repollos que tenia era igual al cuadrado del nimero de
chivos que le quedaban. Entonces puso todo lo que no vendié en la carreta y emprendio
el regreso. Pero durante el viaje cada chivo se comié dos repollos, y al llegar a su casa
Juan tenia chivos pero ningin repollo. ; Cuantos repollos vendié Juan en el mercado?

3.3.1. Soluciones

1. 10%°15 — 2015 = 102°1% — 1 —2014. Ahora bien, 10201 — 1 se compone de 2015 nueves,
y al restarle 2014 queda 999 ...999 7985, cuyos digitos suman 2011 x 947494845 =
A/_/

2011 nueves

18099 + 29 = 18128.

4. Si Juan monté x chivos en su carreta entonces puso también 2 repollos. Al llegar al
mercado quedaban x2 — 2z repollos. Si vendi6 y repollos entonces quedaron 2 — 2z — y,
y como le quedaron xz — 5 chivos se tiene que

2 =2z —y=(xr—5)> )
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Durante el viaje de regreso los 22 — 2z — y repollos fueron comidos por los 2 — 5 chivos
que quedaron, a razoén de 2 por chivo, es decir que

22 — 2 —y=2(x —5). (*)

De (*) y (**) resulta (z — 5)2 =2(z —5), ycomoz — 5 #0se tienex —5 =2y x =T.
De (**) se despeja y = 2% — 22 — 2(z — 5) = 49 — 14 — 4 = 31, o sea que Juan vendi6 31
repollos.

3.4. Prueba de Cuarto Ano

Problema 1. Halle dos cuadrados perfectos, cada uno de 4 digitos, que difieran en 2015.
Problema 2. Idéntico al Problema 4 de Tercer Afio (ver pag. 40).

Problema 3. Juan tiene tres tarjetas en blanco. En cada una de ellas escribe un digito
diferente, del 0 al 8. Entonces reparte las tarjetas entre Ana, Berta y Claudia, dandole
una tarjeta a cada una. Cada una de ellas anota el niimero de su tarjeta en un papel.
Luego Juan recoge las tarjetas, las baraja y las vuelve a repartir. Cada una de las tres
chicas anota el nimero de su nueva tarjeta. Este proceso se repite algunas veces. Al final,
cada chica suma los numeros que anotd. La suma de Ana es 9, la de Berta 25 y la de
Claudia 31. ;Qué nameros estaban escritos en las tarjetas? Halle todas las posibilidades.

Problema 4. ABC es un triangulo rectangulo en B, con AB =5 cm y BC = 10 cm.
% es la circunferencia de centro A que pasa por B. DEFG es un cuadrado contenido en
el triangulo ABC, que tiene los vértices D y E en el segmento BC, el vértice F' en el
segmento AB y el vértice G en la circunferencia ¢ ;Cual es el area de DEFG?
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3.4.1. Soluciones

1. Sean a®y b2, con b? —a? = 2015 y 1000 < a? < b? < 9999. Entonces 32 < a < b < 100
y (b—a)(b+a)=5-13-31. Como 65 < b+ a < 200, las unicas posibilidades para b + a
son 65 y 155. Si b+ a = 65 entonces b — a = 31, de donde a = 17, que se descarta pues
172 = 289 tiene solo tres digitos. La otra posibilidad es b+ a = 155, b — a = 13, de donde
a="T1y b= _84. Entonces a® = 5041 y b> = 7056 son la respuesta.

3. Sea n el nimero de repartos y S la suma de los digitos en las tarjetas. Entonces
nS =9+ 25+ 31 = 65. Luego S es un divisor de 65 =5-13. Pero04+1+2=3<5 <
64+7+8=21,luego S=5yn=1305=13yn=>=5.

En el primer caso los digitos s6lo pueden haber sido 0, 1 y 4 0 0, 2 y 3. Ambas
alternativas son posibles, como muestran los repartos 6(0,1,4) + 3(4,1,0) + 3(4,0,1) +
(1,0,4) v 5(0,3,2) + 4(0,2,3) + 3(2,0,3) + (3,2,0), respectivamente.

En el segundo caso sean = < y < z los digitos escritos en las tarjetas. Es claro que
z > 7, ya que si z < 6 en 5 turnos cada chica podria totalizar a lo sumo 30 puntos
(y Claudia totaliz6 31). Ademas x < 1, ya que si & > 2 en 5 turnos cada chica habria
totalizado por lo menos 10 puntos (y Ana totalizo 9). Nos quedan entonces las siguientes
posibilidades:

comentario
No se puede totalizar 9
No se puede totalizar 9
No se puede totalizar 9
9=14+1+1+1+5

==l
UL s O U=
~J 00  OCofw

Entonces en este caso la tnica posibiliada que queda para z, y, z es que sean 1, 5 y 7.
Los repartos pueden haber sido asi: (1,5,7), (1,5,7), (1,7,5), (1,7,5), (5,1,7).

4. Sea z el lado del cuadrado DEFG. Como CEF es semejante a CBA se tiene
CE/EF = CB/BA =10/5= 2, es decir que CE = 2x. Por lo tanto BD = 10 —x — 2z =
10 — 3z. Prolonguemos F'G hasta cortar a AB en H. Es claro que el triangulo AHG es
rectanguloen H, AH = AB—HB =5—x, HG = BD =10—-3xy AG = AB = 5. Luego
por Pitdgoras (5 — x)? + (10 — 3z)? = 52, o sea 1022 — 70z + 100 = 0, que dividiendo
entre 10 queda 22 — 72 + 10 = 0. Las raices de esta ecuacién de segundo grado son 2 y
5. Evidentemente 5 no cumple la condiciones del problema, luego = = 2 y finalmente el
area pedida es 22 = 4 cm?.
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4
4
5—x
I F
T
B 10-3x D = E 2w C

3.5. Prueba de Quinto Ano

Problema 1. Idéntico al Problema 1 de Cuarto Afio (ver pag. 41).

Problema 2. Maria escribi6 en la pizarra los ntmeros desde el 1 hasta el 2015. Luego
borré todos los ntimeros pares, y de los que quedaron borré todos los miltiplos de 3.

(a) ;Cuéantos ntumeros quedaron en la pizarra?

(b) ;Cual es la suma de todos ellos?
Problema 3. Idéntico al Problema 3 de Cuarto Afio (ver pag. 41).

Problema 4. Idéntico al Problema 4 de Cuarto Afio (ver pag. 41).

3.5.1. Soluciones

2. Primero Maria borra los pares 2, 4, 6,. .., 2014, que forman una progresion aritmética
de 1007 ntmeros que suman (2 + 2014)1007/2 = 1015056. Quedan los impares 1, 3, 5,
7,9,..., 2013, 2015, de los cuales se borran los multiplos de 3: 3, 9, 15,..., 2013. Estos
numeros también forman una progresion aritmética con diferencia comin 6. Como 2013 =
342010 = 346-335, son 336 nimeros y su suma es (3+2013)336/2 = 338688. En total se
borraron 1007+ 336 = 1343 ntimeros con suma total 1015056 + 338688 = 1353744. Por lo
tanto en la pizarra quedaron 2015 — 1343 = 672 ngumeros. Como 14243+ ---4+2015 =
2016 - 2015/2 = 2031120, la suma de los que quedaron es 2031120 — 1353744 = 677376.

Solucién alternativa: Cada entero es de la forma 6g + r, con 0 < r < 5. Los ntimeros
de la forma 6¢q, 6¢g + 2 y 6g + 4 son pares. Los de la forma 6qg + 3 son multiplos de 3.
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Entonces los que quedan son de la forma 6¢ + 1 6 6g + 5. Los de la forma 6¢ + 1 son 1,

7, 13,..., 2005, 2011. Forman una progresion aritmética de diferencia comin 6, y como
2011 = 1+ 6 - 335, son 336 términos y su suma es (1 + 2011)336/2 = 338016. Los de la
forma 6¢ + 5 son 5, 11, 17,..., 2009, 2015. También forman una progresion aritmética

con 336 términos y con suma (5 + 2015)336/2 = 339360. En total son 672 nimeros con
suma 677376.
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Olimpiada de Mayo

A Olimpiada de Mayo es una competencia matematica internacional coordinada por
la Olimpiada Matematica Argentina (OMA). Consiste en una prueba escrita de 3
horas de duracién y consta de dos niveles: el primer nivel es para jovenes que no hayan
cumplido 13 anos hasta el 31 de diciembre del ano anterior a la prueba, y el segundo
nivel es para jovenes que no hayan cumplido 15 anos hasta el 31 de Diciembre del ano
anterior a la prueba. Cada pais participante envia las diez mejores pruebas de cada nivel
a la Argentina para ser puntuadas junto con las de los demas paises y premiadas por
OMA.

4.1. Problemas del Primer Nivel

Problema 1. El maestro pensé en secreto un niimero S de tres digitos. Los alumnos
A, B, C' y D intentaron adivinarlo, diciendo, respectivamente, 541, 837, 291 y 846. El
maestro les dijo: “Cada uno de ustedes acert6 exactamente un digito de Sy en la posicion
correcta.” jCuél es el nimero S7

Problema 2. Son dadas 6 monedas indistinguibles, 4 son auténticas, todas del mismo
peso, y 2 son falsas, una es mas liviana que las auténticas y la otra, mas pesada que
las auténticas. Las dos falsas pesan, en conjunto, lo mismo que dos monedas auténticas.
Hallar dos monedas auténticas utilizando dos veces una balanza de dos platos, sin pesas.

ACLARACION: Una balanza de dos platos solo informa si el plato izquierdo pesa més,
igual o menos que el derecho.

Problema 3. En el cuadrilaitero ABCD, el éngulo C es el triple del dngulo A. Sean P
en el lado AB tal que DPA =90° y Q en el lado AD tal que BQA = 90°. Los segmentos
DP y BQ se cortan en O de modo que BO = CO = DO. Calcular la medida de los
angulos Ay C.
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D Q

Problema 4. Decimos que un ntimero es supersticioso cuando es igual a 13 veces la
suma de sus cifras. Encontrar todos los niimeros supersticiosos.

Problema 5. En una casa se retnen veintiséis personas. Alicia es amiga de solo una
persona, Bruno es amigo de dos personas, Carlos es amigo de tres, Daniel de cuatro,
Elias de cinco, y asi siguiendo cada persona es amiga de una persona mas que la persona
anterior, hasta llegar a Yvonne, la persona ntimero veinticinco, que es amiga de todos.
. De cuantas personas es amiga Zoila, la persona ntimero veintiséis?

ACLARACION: Si A es amigo de B, entonces B es amigo de A.

4.2. Soluciones del Primer Nivel

1. Hay cuatro conjeturas correctas y solo tres digitos, de modo que dos de las conjeturas
coinciden. Puede ser: B y D en el primer digito =, z = 8; A y D en el segundo digito y,
y=4; Ay C en el tercer digito z, z = 1.

Si z = 1, conjeturado por A y C, entonces x # 2 y & # 5 por hipotesis, luego = = 8,
conjeturado por B y D. Sin embargo, en tal caso, no hay opcion para y. De modo similar,
si z = 8, conjeturado por By D, entonces z = 1, conjeturado por A y C, y de nuevo no
hay opcién para y. Luego A y D conjeturaron correctamente y = 4. Esto excluye xz = 5,8
y z=1,6. De manera que xt =2, z =7y S = 247 .

2. Comparamos dos monedas A y B. Si hay equilibrio son las dos auténticas. Si no, al
menos una de ellas es falsa (pueden serlo ambas). En el segundo caso, comparamos, en
la segunda pesada, otras dos monedas C'y D. Igual que en el caso anterior, o bien son
ambas auténticas (si hay equilibrio) o una de ellas es falsa. En este ultimo caso, las dos
falsas estan entre A, B, C, D, luego las dos que no hemos pesado son auténticas.

Alternativa: Dividimos las monedas en dos grupos de 3 monedas y comparamos los dos
grupos en la balanza. Si hay equilibrio entonces las dos monedas falsas estan en el mismo
platillo, junto con una auténtica; en ese platillo, todas las monedas son de distinto peso.
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En el otro platillo las tres monedas son auténticas. Ahora basta, en la segunda pesada,
comparar 2 monedas de un mismo platillo. Si hay equilibrio, son las dos auténtica; en
caso contrario, en el otro platillo hay 3 monedas auténticas. Si el platillo A es més liviano
que el B, entonces la moneda falsa liviana estéd en A y la falsa pesada en B. Comparamos
en la segunda pesada dos monedas de A. Si hay equilibrio, son las dos auténticas; en caso
contrario, la més pesada es auténtica, como también lo es la tercera moneda de A.

3. Tenemos que POQ = 180°— A, por angulos internos del cuadrilatero APOQ. Como los
triangulos OBC' y OC'D son isosceles, tenemos « = OBC = BCO y = 0CD = CDO.
Tenemos entonces: C' = BCD = a + 3, y en el cuadrilatero OBCD:

BOD = 360°—OBC — BCD — ODC = 360° — 2(a+ ) = 360° — 2C' = 360° — 6 A.

Pero los angulos POQ y BOD son iguales, pues son opuestos por el vértice; luego 180° —
A =360° —6A, es decir, A =36°y C =3A4A=3-36°=108° .

4. Obviamente no hay ntmeros supersticiosos de una cifra. Si un ntimero de dos cifras
ab fuera supersticioso, 10a + b = 13(a + b), lo que es imposible.

Si un ntmero de tres cifras abc fuera supersticioso, tendriamos 100a 4+ 10b + ¢ =
13(a + b+ ¢), es decir 87a = 3b + 12¢, de donde 29a = b + 4c¢. El méximo valor posible
para b+ 4c es 45 (para b = ¢ =9), con lo que a debe ser 1 y la ecuacion 29 = b+ 4c tiene
por soluciones los pares (1,7), (5,6) y (9,5). Los nimeros 117, 156 y 195 son los tnicos
numeros supersticiosos de tres cifras.

Si un namero de cuatro cifras abed es supersticioso, resultaria 1000a+ 1006+ 10c+d =
13(a+ b+ c+d). Como el ntimero de la izquierda es, como poco 1000, y el de la derecha
como mucho 13 - 36 = 468, no hay ntmeros supersticiosos de cuatro cifras.

Tampoco hay ningtn ntmero supersticioso de méas de cuatro cifras, ya que cada
digito agregado contribuye al menos en 1000 al ntmero de la izquierda, mientras que
el de la derecha contribuye como mucho en 13 -9 = 117. Asi pues, los tnicos nimeros
supersticiosos son 117, 156 y 195.

5. Zoila es amiga de 13 personas. Zoila no es amiga de Alicia (ya que Alicia solo es amiga
de una persona y esa es Yvonne que es amiga de todos). Zoila es amiga de la persona 24
que es amiga de todos excepto Alicia. Zoila no es amiga de Bruno que solo es amigo de
dos y son las personas 24 y 25. Zoila es amiga de la persona 23 (que es amiga de todos
excepto Alicia y Bruno) pero no es amiga de Carlos que es amigo de las personas 23, 24
v 25. Y se puede seguir asi... Zoila es amiga de la persona 14 (que es amiga de todos las
personas excepto las primeras 11) pero no es amiga de la persona namero 12 que solo es
amiga de las personas del 14 al 25. Zoila es amiga de la persona 13 (que no es amiga de
las personas del 1 al 12, por lo tanto es amiga de las personas del 14 al 26) Finalmente
Zoila es amiga de las personas del 13 al 25 es decir, es amiga de 13 personas.
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4.3. Problemas del Segundo Nivel

Problema 1. Ana y Celia venden varios objetos y obtienen por cada objeto tantos
euros como objetos vendieron. El dinero obtenido esta constituido por algunos billetes
de 10 euros y menos de 10 monedas de 1 euro. Deciden repartir el dinero del siguiente
modo: Ana toma un billete de 10 euros y después Celia, y asi sucesivamente hasta que
Ana toma el ultimo billete de 10 euros, y Celia se lleva todas las monedas de 1 euro.
;Cuantos euros mas que Celia se llevé Ana? Dar todas las posibilidades.

Problema 2. Se tiene un tablero de 7 x 7. Se desea pintar algunas de sus casillas de
manera tal que cualquier subtablero de 3 x 3 tenga més casillas pintadas que sin pintar.
;Cual es la menor cantidad de casillas que se deben pintar? Mostrar una configuraciéon
con esa cantidad de casillas pintadas y explicar porqué no es posible con menos.

ACLARACION: Un subtablero de 3 x 3 es un cuadrado formado por 9 casillas del tablero.

Problema 3. Sea ABCDEFGHI un poligono regular de 9 lados. Los segmentos AE
y DF se cortan en P. Demostrar que PG y AF son perpendiculares.

Problema 4. En una pizarra estan escritos los primeros 510 enteros positivos: 1, 2, 3,
..., 510. Una operacién consiste en borrar dos niimeros cuya suma sea un nimero primo.
;Cual es el méaximo namero de operaciones seguidas que se puede hacer? Mostrar coémo
se logra y explicar porqué no se puede hacer mas operaciones.

Problema 5. Se tienen 65 puntos del plano. Se trazan todas las rectas que pasan por
dos de ellos y se obtienen exactamente 2015 rectas distintas. Demostrar que al menos
cuatro de los puntos estan alineados.

4.4. Soluciones del Segundo Nivel

1. Sea n el ntimero de objetos. El valor obtenido es n? euros. El niimero de billetes
de 10 euros es impar, esto es 2p + 1. Sea a el nimero de monedas de 1 euro. Entonces:
n? = (2p+1)10+a con a < 10. Y n se puede expresar como n = 10z +y con y < 10. Por
lo tanto, n? = 10022 + 202y +y? = 2-10(52% + 2y) +y2. Como n? tiene un nimero impar
de decenas lo mismo ocurre con 2. Como los tinicos cuadrados de ntimeros menores de
10 que tienen impar las decenas son 16 y 36 y en los dos casos el niimero de las unidades
es 6 resulta que el nimero de monedas de 1 euro es 6. Ana se llevo 4 euros mas que Celia.

2. Dividimos el tablero de la siguiente manera:
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Luego, en cada cuadrado de 3 x 3 hay al menos 5 casillas pintadas y en cada region
en forma de L hay al menos una casilla pintada (en caso contrario el cuadrado que lo
contiene tendria a lo mas cuatro). Asi, necesitamos al menos 22 casillas pintadas y un
ejemplo con 22 casillas pintadas es el siguiente.

3. Los 9 vértices de un poligono regular de 9 lados pertenecen a una misma circunferencia
C, donde cada arco determinado mide 40°. Como el menor arco AD mide 120° y el menor
arco EF mide 40° entonces DPA = M = 80° . Ademés como el menor arco AF
mide 160° entonces FDA = PDA = 80°. Luego el tridngulo DAP es isosceles con
AD = AP. Pero es claro que AD = AG, en consecuencia AP = AG. De forma similar
tenemos que FFEP = 80° y como FPF = 80° resulta FFP = FE. Pero FG = FFE,
entonces F'G = F'P. En el cuadrilatero APFG tenemos que FFP = FGy AP = AG, con
lo cual los triangulos APF' y AGF son congruentes, luego se sigue que las perpendiculares
de Py G sobre AF caen en el mismo punto, es decir, PG es perpendicular a AF.
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4. Se puede hacer como méximo 255 operaciones permitidas. El nimero 521 es primo
(basta ver que no es divisible por 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 y 19), asi que realizamos las
operaciones en las que se borran los nimeros k y 521 — k, para k entre 11 y 260. Hasta
ahora hemos realizado 250 operaciones y en la pizarra quedan los nameros 1, 2, 3, 4, 5,
6, 7, 8,9, 10. Para terminar hacemos las operaciones (10, 3), (9, 4), (8, 5), (7, 6) v (1, 2).
Hemos conseguido realizar 255 operaciones y ya no hay nimeros en la pizarra, luego éste
es el maximo. Observar que se puede hacer lo mismo usando otros primos. Por ejemplo,
con 523 se borran los ntimeros entre 13 y 510, y luego se borran las 6 parejas que suman
13: (1, 12); (2, 11); ...; (6, 7).

5. En primer lugar, (625) = % = 2080 implica que hay 3 puntos colineales, pues
solo se pueden trazar 2015 rectas. Supongamos que no hay 4 puntos alineados, entonces
toda recta que pasa por dos de los 65 puntos contiene 2 o 3 de los puntos. Luego (625)
cuenta una vez las rectas que solo contienen 2 puntos y cuenta 3 veces las que contienen
3 puntos. Para obtener el ntimero de rectas hay que restar 2 por cada recta que pasa por
3 puntos. Si hay n de estas rectas, entonces 2015 = 2080 — n - 2. Luego n|%, pero n es
entero. Contradiccion.



Capitulo 5

Olimpiada Matematica de
Centroamérica y el Caribe

LA XVII Olimpiada Matemética de Centroamérica y el Caribe tuvo lugar en Cuerna-
vaca, México, desde el 20 hasta el 26 de junio de 2015. Participaron trece paises:
Colombia, Costa Rica, Cuba, El Salvador, Guatemala, Honduras, Jamaica, México, Ni-
caragua, Panamé, Puerto Rico, Republica Dominicana y Venezuela.

Venezuela participd con una delegacion integrada por los estudiantes Amanda Vane-
gas (San Francisco, Edo. Zulia), Ivan Rodriguez (Santiago de Leon, Caracas) y Wemp
Pacheco (Calicantina, Edo. Aragua). El Jefe de la delegacion fue José Heber Nieto y la
tutora Estefania Ordaz.

Wemp Pacheco obtuvo medalla de oro, Amanda Vanegas medalla de plata e Ivan
Rodriguez medalla de bronce. Ademas el equipo venezolano obtuvo la Copa El Salvador,
que se otorga al pais con mayor progreso relativo respecto a los dos anos anteriores.

5.1. Problemas

Primer Dia

Problema 1. Se desea escribir n numeros reales diferentes, con n > 3, alrededor de una
circunferencia, de modo que cada uno de ellos sea igual al producto de su vecino de la
derecha por su vecino de la izquierda. Determine todos los valores de n para los cuales
lo anterior es posible.

Problema 2. Una sucesion {a,} de nimeros reales esta definida por ag = 1, a; = 2015,
y para todo entero n > 1 como

n—1 n—2
apn —
n+1 n?4n

ap41 = Qp—1-
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Calcule el valor de

a1 a2 as Gy 2013 2014
+ + -+ .
az as Q4 as 2014 a2015

Problema 3. Sea ABCD un cuadrilatero ciclico con AB < CD, y sea P el punto
de interseccion de las rectas AD y BC'. El circuncirculo del tridngulo PC'D corta a la
recta AB en los puntos () y R. Sean S y T los puntos donde las tangentes desde P al
circuncirculo de ABCD tocan a dicha circunferencia.

(a) Pruebe que PQ = PR.
(b) Muestre que QRST es un cuadrilatero ciclico.

Segundo Dia

Problema 4. Anselmo y Bonifacio inician un juego donde alternadamente van sustitu-
yendo el ntimero escrito en la pizarra. En cada turno, el jugador debe sustituir el ntimero
escrito, ya sea por la cantidad de divisores del nimero escrito o por la diferencia entre
el nimero escrito y su cantidad de divisores. Anselmo es el primero en jugar, y aquel
jugador que escriba el 0 gana. Dado que el nimero inicial es 1036, determine cual de los
jugadores tiene una estrategia ganadora y describa dicha estrategia.

Nota: Por ejemplo, la cantidad de divisores del 14 es 4, pues sus divisores son 1, 2, 7y
14.

Problema 5. Sea ABC' un triangulo tal que AC' = 2AB. Sea D el punto de interseccion
de la bisectriz del angulo CAB con BC. Sea F' el punto de interseccion de la paralela a
AB por C con la perpendicular a AD por A. Muestre que F' D pasa por el punto medio
de AC.

Problema 6. En una olimpiada de mateméticas participaron 39 alumnos. El examen
consistio en 6 problemas y cada uno se calific con 1 punto si estaba correcto o con 0
si estaba incorrecto. Para cualesquiera tres alumnos, hay a lo més un problema que no
fue resuelto por ninguno de los tres. Sea B la suma de los puntos que obtuvieron los 39
alumnos. Encuentre el menor valor posible para B.

5.2. Soluciones

1. (Solucion de Ivan Rodriguez) El tnico valor posible es n = 6. Sean ay, as,. .., a, los
nimeros ordenados en sentido horario.

Sin = 3 entonces a; = asas (1) y az = ajasg (2). Reemplazando ay de (2) en (1)
resulta a1 = (ajasz)as, de donde 1 = a3 y az es 1 0 —1. Anélogamente a; = +1y az = +1.
Pero por el principio de las casillas al menos dos de estos ntimeros deben ser iguales y
por lo tanto para n = 3 no es posible.
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Sin =4 se tiene as = aja3 = a4 y tampoco es posible.

Sin =5 se tiene as = ajas (1), ag = asaq (2) y as = asas (3). Reemplazando as de
(1) y a4 de (3) en (2) resulta a3 = (a1a3)(azas), de donde ajazas = 1. Pero comenzando
con ag en vez de a; se obtiene andlogamente que asasas = 1. Luego ajasas = azasas, de
donde a; = as y tampoco es posible.

Para n = 6 sf hay solucién, por ejemplo los niimeros 2, 6, 3, %7 %, %

Sin > 7 setiene ajazas = 1 (como se vio en el caso n = 5) y andlogamente agasay = 1,
luego ajasas = asasar y a1 = ar, es decir que no es posible. es posible.

2. (Soluciéon de Amanda Vanegas)

1-1 1-2 11
CETN T =0Ty Ty
21 99 11 1
BTy T e M T3 T
3.1 3-9 111
as

T3 T3 T 1w

Conjeturamos que ay = % para k > 2. Lo probaremos por induccion fuerte. Para k = 2,3
v 4 es cierto. Si es cierto para 2 < k < n, entonces

n—1 n—2
n+1an_n2—|—n
n—11 n—2 1

n+1nl  nm+1)(n—1)
n—1 n—2 1

T n+1)! (D! (n+ 1)

Ap4+1 = Ap—1

y listo. Llamemos S la suma buscada. Entonces

2015 % & o o

S = - _%4_%__,_4_20113._20114.
2 31 a1 2014! 2015!

31 4! 2014!  2015!

—=4030 — = 4+ — — ... e
030 =51+ 31— " o131~ 20140

= 4030 —3+4—5+--- 42014 — 2015
= 4030 + (=3 44) + (=54 6) + - - - + (2013 + 2014) — 2015
= 4030+ 1+ 1+ +1— 2015 = 4030 + 1006 — 2015 = 3021.

3. Los triangulos PQC' y PB( son semejantes, ya que tienen el angulo en P comun y
ademas

/PQC =180° — /PDC = 180° — ZADC = /ABC = /PBQ.
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r

Por lo tanto PQ/PB = PC/PQ y PB - PC = PQ?. Analogamente PA - PD = PR?,
y como la potencia de P respecto a la circunferencia que pasa por A, B, C' 'y D es
PB.-PC = PA-PD = PS? = PT?, resulta PQ? = PR?> = PS? = PT? y por tanto
PQ =PR=PS = PT,esdecir que @, R, S y T pertenecen a una misma circunferencia
de centro P.

4. (Solucién de Wemp Pacheco) Al ser 1036 = 2% - 7 - 37, su ntimero de divisores es
(24 1)(1 +1)(1 + 1) = 12. Entonces Anselmo en la primera jugada puede poner 12 o
1036 — 12 = 1024.

Notemos que si un jugador pone 1 o 2 entonces pierde, pues el 1 tiene un divisor y el
2 tiene dos, luego el otro jugador puede poner 0.

Bonifacio tiene una estrategia ganadora, que es la siguiente:

Si Anselmo pone 12, que tiene 6 divisores, entonces Bonifacio pone 6, que tiene 4
divisores. Si ahora Anselmo pone 2 pierde, y si pone 4 entonces Bonifacio pone 3, tras lo
cual Anselmo so6lo puede poner 1 6 2 y pierde.

Si Anselmo pone 1024, que tiene 11 divisores, entonces Bonifacio pone 11, que tiene 2
divisores. Si ahora Anselmo pone 2 pierde, y si pone 9 entonces Bonifacio pone 3 y gana
como en el caso anterior.

5. Sean E el punto de corte de AF con BC, y G el punto de corte de DF con AC.
Debemos probar que G es el punto medio de AC.

Una primera observacion es que AFE es la bisectriz externa de ZC AB, de donde por el
teorema de la bisectriz externa CE/EB = CA/AB = 2, es decir B es el punto medio
de CE. Luego el teorema de Thales asegura que FA/AE = CB/BE = 1, por lo que A
es el punto medio de E'F. En consecuencia los tridngulos rectangulos ADE y ADF son
congruentes, de donde DE = DF y Z/DFA = /ZDFEA.
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Ee

B D C

Pero esto altimo junto con el hecho de que ZBAE = ZGAF = 90° — ZLCAB/2
implica que los triangulos ABE y AGF son congruentes (criterio ALA), lo cual implica
que AG = AB. Y como AC = 2AB, esto garantiza que G es el punto medio de AC, tal
y como se pedia.

6. Sea A; el conjunto de estudiantes que no resolvieron el problema 4. La condicion
equivale a decir que |4; N A;| < 2 para todos los 1 < ¢,57 < 6. Como B = 39 -6 —
> |A;|, minimizar B es lo mismo que maximizar Y |A;|. Por el principio de inclusiones
y exclusiones se tiene

USi=>"181 = 18NS+ = SIS = Y 18N S|

< <g> -2+ 39 = 69.

Luego B < 6-39 — 69 = 165.

Veamos ahora que efectivamente se pueden lograr 165 puntos. Sea P el conjunto de
los 6 problemas. Para cada subconjunto @ C P con |Q| = 4, tomemos 2 estudiantes que
resolvieron, cada uno, los problemas en @) y ningtn otro. Como hay (2) = 15 subconjuntos
@ eso nos da 30 estudiantes. Digamos que cada uno de los 8 estudiantes restantes resolvio
5 problemas. Esta configuracion cumple la condicién del problema y el total de puntos
es 30-4+49-5=165.

En conclusion el menor valor posible para B es 165.
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Olimpiada Iberoamericana de
Matematica

A XXX Olimpiada Iberoamericana de Matemética tuvo lugar en Mayagiiez, Puerto
Rico, del 7 al 14 de Noviembre de 2015. En la misma participaron 26 paises: Ango-
la, Argentina, Bolivia, Brasil, Cabo Verde, Chile, Colombia, Costa Rica, Cuba, Ecuador,
El Salvador, Espana, Guatemala, Honduras, México, Mozambique, Nicaragua, Panama,
Paraguay, Perti, Portugal, Puerto Rico, Reptublica Dominicana, Santo Tomé y Principe,
Uruguay y Venezuela. Venezuela participé con una delegacion integrada por los estudian-
tes Amanda Vanegas, del colegio San Francisco de Asis de Maracaibo, Wemp Pacheco, del
colegio Calicantina de Maracay e Ivan Rodriguez, del colegio Santiago Leon de Caracas.
Wemp Pacheco gané medalla de bronce y tanto Amanda como Ivan lograron menciones
honorificas. La delegacion fue liderada por la profesora Laura Vielma de la Academia
Washington de Caracas y la tutora fue Estefania Ordaz, licenciada en Matematicas de
la Universidad Simoén Bolivar.

6.1. Problemas

Primer Dia

Problema 1. El ntmero 125 se puede representar como suma de varios nimeros na-
turales que son mayores que 1 y coprimos dos a dos. Encuentre el maximo ntumero de
sumandos que puede tener tal representacion.

Problema 2. Una recta r contiene los puntos A, B, C, D, en ese orden. Sea P un punto
fuera de r tal que ZAPB = ZC'PD. Pruebe que la bisectriz de ZAPD corta a r en un

punto G tal que
1 1 1 1

GAatec~aB T ep
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Problema 3. Sean o y 3 las raices del polinomio 22 — gz + 1, donde ¢ es un ntmero
racional mayor que 2. Se define s; = a+ 3, t; = 1 y para cada entero n > 2:

Sn:an+ﬁn7 tn:Sn—l+25n—2+"'+(n_1)51+n-

Demuestre que, para todo n impar, ¢, es el cuadrado de un ntiimero racional.

Segundo Dia

Problema 4. En el triangulo acutdangulo ABC' el punto D es el pie de la perpendicular
desde A sobre el lado BC. Sea P un punto en el segmento AD. Las recta BP y CP
cortan a los lados AC'y AB en E y F respectivamente. Sean J y K los pies de las
perpendiculares desde FE y F sobre AD respectivamente. Demuestre que

FK _EJ
KD JD’

Problema 5. Determine todos los pares (a,b) de nimeros enteros que verifican

(b? + 7(a —b))* = a®.

Problema 6. Beto juega con su computadora al siguiente juego: inicialmente su compu-
tadora elige al azar 30 enteros de 1 a 2015, y Beto los escribe en un pizarrén (puede haber
nameros repetidos); en cada paso, Beto elige un entero positivo k y algunos de los name-
ros escritos en el pizarron, y le resta a cada uno de ellos el ntimero k, con la condicién de
que los nimeros resultantes sigan siendo no negativos. El objetivo del juego es lograr que
en algiin momento los 30 ntimeros sean iguales a 0, en cuyo caso el juego termina. De-
termine el menor nimero n tal que, independientemente de los ntimeros que inicialmente
eligi6 su computadoraue, Beto puede terminar el juego en a lo sumo n pasos.

6.2. Soluciones
1. El ntmero maximo en cuestion es 8 sumandos. Por ejemplo
125=34+54+7+ 114+ 13416+ 17+ 53.

Todos los sumandos son primos distintos impares, excepto 16 que es una potencia de 2.
Supongamos que existe una representacion con mas de 8 sumandos. A lo sumo uno de
ellos es par, luego al menos 8 son impares. Por otra parte, 125 es impar, de modo que el
niumero de sumandos impares es impar, de modo que son por lo menos 9. Reemplazamos
cada sumando impar por uno de sus factores primos. El resultado es una suma menor o
igual que 125 que contiene al menos 9 primos impares. Los primos son distintos porque
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los sumandos de la representacion son coprimos dos a dos. Sin embargo esta conclusion
es imposible pues la suma de los 9 primos impares més pequenos es mayor que 125:
34+5+T7T+ 11+ 13+ 17+ 19+ 23 + 29 = 129. La contradicciéon completa la solucion.

2. Sea PG la bisectriz comun de los dngulos ZAPD y /BPC. Sean &, 6, v y (3 los
angulos indicados en la figura siguiente.

E

La recta que forma un dngulo « con PD, en el sentido indicado en la figura, corta a AD
en el punto E. Si la construccion se torna dificultosa porque E se nos va al infinito, es
porque a = f3, en cuyo caso el problema es trivial ya que todo es simétrico: a+£+460 = 90°,
GA=GD, GB = GC, etc.

Supongamos entonces, sin pérdida de generalidad, que o« < § y E bien definido. Se
ve inmediatamente que el tridangulo EPG es isosceles con EP = EG, y ademés EP es
tangente comin a las circunferencias circunscritas de APD y BPC. Razonando con la
potencia de E respecto de la circunferencia que pasa por P, A y D tenemos:

EG? = EP?>=FEA-ED = (EG + GA)(EG — GD),
de donde 0 = EG(GA—-GD)—-GA-GD y

GA-GD

EG=ci—ap

Anélogamente, considerando la potencia de E respecto de la la circunferencia PBC),

resulta GB.CO

EG=_—"—""_
GB - GC
Igualando las dos expresiones se obtiene

GA-GD _ GB-GC
GA—GD GB-GC’

de donde
GA-GD GB-GC

GA-GD  GB-GC’
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es decir
GA—-GD _ GB-GC

GA-GD  GB-GC’
1 1 1
GD GA GC GB’
expresion equivalente a la pedida.

3. Vamos a plantear y resolver una relacién de recurrencia para encontrar una férmula
explicita para t,.

Por las relaciones de Vieta sabemos que @ + 8 = ¢ y a8 = 1. Ahora notemos que
(a+ B)(ant 4 pntl) = qnt2 4 gnt2 4 gm + B de donde la sucesion s,, satisface

Sp42 = ¢Snt1+8n =0
para todo n > 1. De esto se desprende que

tn+2 - qtn+1 + tn
n—1

=3 k(snta-k — qSnt1-k + Sn—i) + (s —gs1 + 1) + (n+1)(s1 — ) + (n +2)
k=1

=0-n+0+(n+2)=2.
Luego la sucesion t,, satisface la relacion de recurrencia
tpto — qlpg1 +tn = 2

para todo n > 1. Esta relacion no es homogénea, pero restando la ecuacion anterior de
tn+s — qtpyo + the1 = 2 deducimos que

tnts — (@4 Dtpso + (@ + Dtpy1 —t, =0

para todo n > 1. Ahora podemos aplicar la teoria elemental de las relaciones de recu-
rrencia homogéneas: el polinomio caracteristico correspondiente es

22— (q+ D2+ (g+ Dz —1=(x—-1D(*—qz+1) = (z — 1)(z — a)(z — B).

Puesto que ¢ > 2, vemos que « y 3 son distintos entre si y distintos de 1, por lo que la
soluciéon general de esta recurrencia toma la forma

t, =Aa" +Bg" +C

donde A, B, C son constantes por determinar. Es fécil verificar que t; = 1, to = ¢ + 2,
t3 = (¢ + 1)2. La primera ecuacioén es

Aa+BB+C=1. (6.1)
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Usando los valores de t; y to vemos que
2=ty —qt1 = A(a® —qa) + B(* —¢B) +C(1—q) =—A—-B+C(1—¢q), (62)
y empleando t5 y t3 se infiere que
L=t3 — gty = A(a® — qa®) + B(8° — ¢B%) + C(1 — q) = —Aa = B + C(1 —q). (6.3)

De (6.1) y (6.3) se obtiene que
C =2
=
Luego las ecuaciones (6.1) y (6.2) se convierten en
2 q
A+B=C(l—q)-2=—"—, Aa+Bf=1-C=—1_.
q—2 q—2

Resolviendo este sistema de ecuaciones lineales llegamos a

Por tanto la formula deseada es
. a+ g —2

Puesto que hemos asumido que ¢ > 2, tenemos que «, 3 son numeros reales y podemos
suponer sin pérdida de generalidad que « > . Luego la sucesiéon de ntumeros reales

n/2 _ An/2)2 n/2 _ pn/2
w, = Vb, = (« pm/2) _« B
q—2 vVg—2

esta bien definida, y ya que t; = 1, t3 = (¢ + 1)? resulta que u; = 1, ug = ¢ + 1. Pero

(a +ﬂ)(an/2 o 577,/2) _ a(n+2)/2 o 5(n+2)/2 + a(n72)/2 _ ﬁ(n72)/2
y esto implica que para todo n > 3 se cumple la relacion
Un+2 — Uy, + Upn—2 = 0.

Por dltimo, como w1, uz son racionales la recurrencia anterior establece que todos los
términos impares de la sucesion son racionales. Asi t,, = u% es el cuadrado de un ntmero

racional para todo n impar.

Nota: Este problema también se puede resolver usando funciones generatrices.

4. Por A trazamos la recta r paralela a BC. Los puntos K y L son las intersecciones de
DE y CF con .
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K A L
k1 )\ s
F y H
J E
G
B D C
KA AF
AFPA ~ ABFD— BD _ FB’
AL AFE
NAEL ~ ABCE — DO - EC
de lo anterior tenemos
AF AE
por otra parte
AF BD CE
B DC BA- 1 (Teorema de Ceva)
luego
AF AFE

De (6.4) y (6.5) se obtiene que KA = AL, entonces AD es bisectriz de ZFDE, por
consiguiente AFHD ~ AJED. Luego:

FH _EJ
HD JD’

5. Desarrollando la ecuaciéon obtenemos, sucesivamente,
bt + 14b%(a — b) + 49(a — b)* = a®b,
a®b —b* — 14b%*(a — b) — 49(a — b)? = 0,
(a —b)(a®b+ ab® +b> — 14b* — 49(a — b) = 0, (1)
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Sia="bla (1) se verifica idénticamente. Tenemos, entonces, una primera familia infinita
de soluciones de la ecuacion:
a=b=t,contecZ (*)

A partir de ahora supondremos que a # b. Entonces de (1) deducimos que
a’b+ab® +b* — 146> — 49(a — b) = 0 (2)

Si b = 0 obtenemos en (2) que a = 0. La solucién a = b = 0 ya estaba englobada en (*).
Supondremos desde ahora que b # 0 y consideramos (2) como una ecuacion cuadratica
en a:

ba? + (b? — 49)a + b> — 14b* 4+ 49b = 0 (3)
El discriminante D de (3) es

D = (b* — 49)% — 4b(b — 14b* + 49b)
=b-72((b+7)?—40*) = —(b—T)*3b+7). (4)

La ecuacion (3) tendra soluciones reales si y solo si D > 0. Esto ocurre si y solo si
b e [—%, 7]. Como se buscan las soluciones enteras de (1), determinamos los nimeros
enteros que estan en ese intervalo, que son —2, —1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.

Por lo que hemos visto anteriormente podemos prescindir del caso b = 0. Ademas los
valores que nos interesan son los que hacen que D sea cuadrado perfecto. Esto limita las
consideraciones a D =272sib= -2, D=20sib=3,D=5%2sib=6yD=0sib="7.
Las soluciones de (3) son entonces

49 — b2 + D
2 ’

a1,2 =

que en cada uno de los casos anteriores conduce a

D=27 b=-2 — a =3 ay = —18,
1 4
D=20, b=3 — alzg, as =12,
13 85
_ r2 _ [ -
D—57 b==6 — a1 = 127 a2 123
D=0, b=7 — a3 =ay=0. (4)

En conclusion, las soluciones enteras de (1) son a = b =t, con t € Z, junto con las parejas
(a,b) siguientes: (—18,2), (0,7) y (12, 3).

6. La respuesta es 11. Para ver que Beto puede ganar siempre en 11 pasos, sean aq,
as,- .., 26 los nameros escritos inicialmente en el pizarrén. Escribamos los ntmeros en
binario. Sea bj b . . . b la representacion de a; en binario (esta representacion puede tener
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ceros por delante, pero lo importante es que no tiene més de 11 digitos binarios, pues
2015 < 211). En el n-ésimo paso, Beto le resta 2"~ ! al i-ésimo ntimero si b, _; = 1. Con
este procedimiento es claro que al cabo de 11 pasos todos los niimeros se reducen a cero.

Para ver que Beto no se puede garantizar la victoria con menos de 11 pasos, probamos
por induccién en n que los nimeros 1, 2, 4,..., 2"~ no pueden ser reducidos a 0 en
n — 1 pasos. En tal caso, si los 26 ntmeros iniciales son tales que contienen a 1, 2,
4,..., 1024, Beto no podra ganar en 10 movidas (ni tampoco en menos), y habremos
terminado. El caso n = 1 es trivial. Supongamos que la proposiciéon vale para algtn
n > 1 y supongamos por absurdo que los numeros 1, 2, 4,..., 2" se pueden reducir
a 0 en n pasos. Consideremos una tal secuencia de pasos. Si alguno de ellos involucra
tnicamente al (n+ 1)-ésimo nimero (el que inicialmente era 2"), entonces los n — 1 pasos
restantes serian suficientes para reducir los nameros 1, 2, 4,..., 2"~ a 0, contradiciendo
la hipotesis inductiva. Luego los n pasos deben involucrar todos a alguno de los primeros
n nimeros (es decir, a alguno de los que inicialmente era 2¢, i < n — 1). Pero entonces,
consideremos el valor f(t) = al,,; — (al, + -+ 4+ a}) en cada paso, donde a! es el valor
después de t pasos del i-ésimo ntimero (luego a? = 2¢71). Este valor resulta, por la
observacion anterior, creciente (mas no necesariamente estrictamente). Pero su valor
inicial es f(0) = 2" — (27! 4+ ... + 1) = 1 y su valor final es f(n) = 0, contradiccion.
Esto completa la induccién, y la solucion estéd completa.

Comentario: 26 y 2015 pueden ser cambiados por cualquier par m y n de nimeros na-
turales tales que 2™ > n; el resultado es que los niimeros se pueden reducir a cero en
[log, n| pasos pero no en menos (con certeza).



Capitulo 7

Olimpiada Internacional de
Matematica

ESTA seccion esta dedicada a la 55 Olimpiada Internacional de Matematicas (IMO)
celebrada en Chiang Mai, Tailandia, del 4 al 16 de Julio del 2015, con la partici-
pacién de 577 jovenes provenientes de 104 paises de los cinco continentes. La delegacion
venezolana estuvo integrada por dos estudiantes, Rafael Aznar Segrera del colegio Los
Arcos de Caracas, ganador de una Mencién Honorifica, y José Tomas Guevara, del cole-
gio Bella Vista de Maracay. La tutora de la delegacion fue la Lic. Soffa Taylor Coronel
y el jefe de la delegacion el Prof. Rafael Sanchez Lamoneda, ambos de la Universidad
Central de Venezuela.

7.1. Problemas

Primer Dia

Problema 1. Decimos que un conjunto finito S de puntos del plano es equilibrado si
para cada dos puntos distintos A y B en § hay un punto C' en S tal que AC = BC.
Decimos que S es libre de centros si para cada tres puntos distintos A, B, C' en S no
existe ningin punto P en S tal que PA = PB = PC.

(a) Demostrar que para todo n > 3 existe un conjunto de n puntos equilibrado.

(b) Determinar todos los enteros n > 3 para los que existe un conjunto de n puntos
equilibrado y libre de centros.
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Problema 2. Determinar todas las ternas (a, b, c) de enteros positivos tales que cada
uno de los nimeros
ab—c¢, bc—a, ca—>

es una potencia de 2.

(Una potencia de 2 es un entero de la forma 2™, donde n es un entero no negativo.)

Problema 3. Sea ABC un tridngulo acutédngulo con AB > AC. Sea I" su circunferencia
circunscrita, H su ortocentro, y F' el pie de la altura desde A. Sea M el punto medio del
segmento BC'. Sea () el punto de I' tal que ZHQA = 90° y sea K el punto de I' tal que
ZHKQ = 90°. Supongamos que los puntos A, B, C', K y @ son todos distintos y estan
sobre I en este orden. Demostrar que la circunferencia circunscrita al tridngulo KQH es
tangente a la circunferencia circunscrita al triangulo FF/K M.

Segundo Dia

Problema 4. FEl tridngulo ABC' tiene circunferencia circunscrita 2 y circuncentro O.
Una circunferencia I' de centro A corta al segmento BC' en los puntos D y E tales que
B, D, E y C son todos diferentes y estan en la recta BC' en este orden. Sean F'y G los
puntos de interseccion de I' y , tales que A, F), B, C y G estan sobre ) en este orden. Sea
K el segundo punto de interseccion de la circunferencia circunscrita al triangulo BDF' y
el segmento AB. Sea L el segundo punto de interseccion de la circunferencia circunscrita
al triangulo CGFE y el segmento C'A. Supongamos que las rectas F'K y GL son distintas
y se cortan en el punto X. Demostrar que X esta en la recta AO.

Problema 5. Sea R el conjunto de los niimeros reales. Determinar todas las funciones
f : R — R que satisfacen la ecuacion

flz+ fla+9) + flay) = 2+ fle+y) +yf()

para todos los ntimeros reales x, y.

Problema 6. La sucesion de enteros aq, as, ... satisface las siguientes condiciones:
(i) 1< a; <2015 para todo j > 1;
(ii) k+ar #C+ag paratodo 1 <k < L.

Demostrar que existen dos enteros positivos b y N tales que

n

> (a;—b)

j=m+1

< 10072

para todos los enteros m y n que satisfacen n > m > N.
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7.2. Soluciones

1. (a) Supongamos que n > 3 es impar y consideremos un poligono regular de n-
lados. Identifiquemos sus vértices en sentido antihorario como A, Ay, ..., A, ysea V =
{eA1,As,..., A, }. V es balanceado. En efecto, para cada dos vértices A;, A;, si los
unimos y formamos el segmento A4;A;, de un lado del segmento habré un ntimero par de
véttices, (puede ser 0, si j = i+ 1), y del otro un ntumero impar, pues n es impar. En
el lado con la cantidad impar de vértices tomemos el vértice intermedio Ax. Entonces
A; A, = ApA;. Formalmente podemos describir esto de la siguiente manera: Como n es
impar, la congruencia 2z = i+ j(modn) siempre tiene solucion en {1,2,...,n}. Sea k tal
que 2k =i + j(modn). Entonces k — i = j — k(modn) y por lo tanto A; Ay = ApA;.

Supongamos ahora que n > 3 es par. Consideremos un poligono regular con 3n — 6
lados y sea O su circuncentro. Enumeremos de nuevo los vértices de manera antihoraria,
A1, Aoy ..., Asp_g. SeaV = {0, Ay, Aa, ..., Ay }. V es un conjunto balanceado. En efecto.
Para cada par de vértices distintos A;, A;, elegimos el punto O y entonces es claro que
A0 = OA;.

Consideremos ahora los puntos O y A;. Observemos que para todo i <

el poligono tiene 3n — 6 lados, sus angulos centrales miden -2
2

n
5, COmo

—; por lo tanto en el
tridngulo isosceles OAv;A%_Hi el angulo LAIOA%_HI' = 60° y por lo tanto es equilatero
y OA%,iH = AiA%,iﬂ. Por otra parte si ¢ > 7, entonces ¢ — § + 1 corresponde a un
indice j < § y entonces OA;_z41 = A;A;—z41. Un ejemplo de esta construccion para

n = 10 lo muestra la siguiente figura.

As A4 Ag

(b) Demostremos ahora que para n > 3 impar, existe un conjunto balanceado y libre de
centros y que este tipo de conjuntos no existe si n > 3 es par.

Sin > 3 es impar, entonces V' es el conjunto de los vértices de un poligono regular
de n lados. Ya demostramos en la parte (a) que V' es balanceado, ahora demostraremos
que es libre de centros. En efecto, supongamos que existe un punto P € V tal que para
tres puntos distintos A, B, C' de V, ocurre que PA = PB = PC. Entonces P seria el
circuncentro del poligono regular de n lados y por lo tanto P ¢ V.

Supongamos ahora que n > 3 es par y que tenemos un conjunto V' balanceado, libre
de centros y con n elementos. Dados un par de puntos distintos A y B en V, decimos
que el punto C' € V es asociado al par {A, B} si AC = BC. Como el conjunto es
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balanceado, entonces cada par de puntos {4, B} tiene al menos un asociado. Como hay
@ pares de puntos y n puntos, entonces existe un punto P que es asociado con

n

al menos | n] = % pares y ninguno de estos § pares puede contener a P. Por
lo tanto la unién de todos ellos consiste de a lo sumo n — 1 puntos y en consecuencia
existen dos de estos pares que comparten un punto. Sean ellos {4, B} y {4, C}, entonces
PA=PB = PC y V no seria libre de centros.

n(n—1)
2

2. Hay 16 ternas, (2,2,2), (2,2,3), (2,6, 11), (3,5,7) y todas las posibles permutaciones
de estas. Veamos cémo es esto:

Sea (a,b, c) una terna con la propiedad pedida. Si a = 1, entonces b — ¢y ¢ — b serfan
potencias de 2, pero eso no es posible pues (b — ¢) 4+ (¢ — b) = 0. Por simetria también
vemos que b y ¢ son mayores que 1.

Analizaremos dos casos:

Caso 1: Al menos dos de los tres ntimeros a, b y ¢ son iguales.
Sia =b=c, entonces

2

ab—c=ac—b=bc—a=a"—a=ala—1).

Entonces a(a — 1) = 2% para algin entero o > 0. @ = 0 es imposible pues la ecuacion
a(a — 1) = 1 no tiene solucion en el conjunto de los enteros positivos, ya que a > 2. Si
a =1, entonces a(a — 1) = 2 por lo que a = 2 y la terna buscada es (2,2,2). Si &« > 2 no
hay solucién pues entonces 2% tendria un divisor impar.

Supongamos ahora que dos de los ntimeros a, b y ¢ son iguales. Por simetria podemos
suponer sin pérdida de generalidad que a = b. Entonces a? — ¢y ac —a = a(c — 1) son
potencias de 2. Por lo tanto a y ¢ — 1 son potencias de 2. En consecuencia existen enteros
no negativos a y v tal que @ = 2% y ¢ = 27 + 1. Como a?> — ¢ = 22 — 27 — 1 = 2
para algtin entero no negativo 3, entonces a? — ¢ Z —1(mod4). Pero si v > 1, entonces
220 27 — 1 = —1(mod4), en consecuencia v < 1, es decir v = 0 0oy = 1. Si v = 0,
entonces a’ — ¢ = 22* — 2. Si v = 1, entonces a? — ¢ = 2°* — 3. Como a? — ¢ = 22* — 2
es una potencia de 2, entonces o = 1 y por lo tanto a = b = ¢ = 2 y la terna es (2,2,2).
En el otro caso, como a? — ¢ = 22¢ — 3 es una potencia de 2, entonces de nuevo a = 1
y tenemos ¢ = 3, a = b =2 y la terna es (2,2,3). Si @ = ¢ 0 b = ¢ nos daran las ternas
(2,3,2) y (3,2,2).

Caso 2: Supongamos ahora que a, b y ¢ son distintos. Por simetria podemos suponer que
2<a<b<e (7.1)

Demostremos que (a,b,c) € {(3,5,7),(2,6,11)}.
Por hipoétesis existen tres enteros negativos «, 5 y 7y tales que

bc —a = 2% (7.2)

ac—b=2° (7.3)
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bc—a=2". (7.4)

Evidentemente,
a>f>n. (7.5)

Caso 2.1: a = 2.

Supongamos que v > 0. Entonces ¢ = 2b — 27 es par (por 7.4), y por 7.5y 7.3, b
también es par.

Por lo tanto el lado izquierdo de 7.2 es congruente con 2 modulo 4 y dadas las
condiciones impuestas, esto solo es posible si bc = 4. Pero esto contradice 7.1. Luego
y=0yc=2b—1.

Ahora por 7.3 3b — 2 = 2%. Como b > a = 2, esto solo es posible si > 4. Si 3 = 4,
entonces 3b — 2 = 16, es decir b = 6. De donde se deduce que ¢ = 11 y tenemos la terna
(2,6,11) y sus permutaciones.

Veamos qué sucede si § > 4. Por 7.2 2% = b(2b — 1) — 2 y entonces:

9-2% =9b(20 — 1) — 18 = (3b — 2)(6b + 1) — 16 = 2°(2°F1 + 5) — 16,

y si B > 5, el lado derecho es divisible por 32, por lo tanto o < 4y esto contradice a 7.5.
Luego % 5.

Caso 2.2: a > 3.
Elijamos un entero v € {—1, 1} tal que ¢ — v no sea divisible por 4. ( Esto siempre es
posible pues (c+1)-(c-1)=2). Entonces:

2% 40 2% = (be — av) + v(ca — b) = (b + av)(c — v).

Como 2% > 27 entonces 2% +v-2° = (b+av)(c—wv) es divisible por 27, pero 22 no divide
a ¢ — v, entonces 27~ divide a b+ av.
Por otra parte
28 =ac—b>ac—c=(a—1)c>2c,

y por 7.1 a y b son mayores que 2°~1. Pero esto solo es posible siv =1y a +b =251,
Ahora por 7.3
ac—b=2"=(a+b)2, (7.6)

por lo tanto a +3b=ac—a =a(c—1) y 4b > a+ 3b = a(c — 1) = ab. En consecuencia
3 < a < 4y entonces a = 3. Ahora 7.6 se simplifica como ¢ = b+ 2 y 7.2 nos dice que
b(b+2)—3 = (b—1)(b+ 3) es una potencia de 2. En consecuencia ambos factores, b — 1
y b+ 3losony como (b+3) — (b— 1) = 4, esto solo es posible si b = 5 y por lo tanto
¢ =T. Asi tenemos la terna (3,5,7) y sus permutaciones.

3. Sea A’ el punto diametralmente opuesto a A sobre la circunferencia I'. Como ZAQA’ =
90° = ZAQH, los puntos Q, H y A’ estan alineados. Analogamente si Q' denota al punto
en I' diametralmente opuesto a @, entonces K, H y Q' son colineales. Sea E distinto de
A, el otro punto de interseccion de la altura AH con I'. Demostremos primero que M
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es el punto medio del segmento HA" y F' el punto medio del segmento HE. En efecto:
Como AA’ es didmetro de T' tenemos que ZABA' = ZACA' = 90°. Sean X y Y los
pies de las alturas desde B y C respectivamente, entonces el cuadrilatero BCXY es
ciclicoy ZXBY = ZXCY. Restando ambas igualdades miembro a miembro nos queda
que: ZA'BX = ZABA' — /XBY = ZACA' — Z/XCY = ZA'CY. Por otra parte, como
AY HX es ciclico se tiene que: /BHC = /XHY = 180° — /BAC = /BA'C. En
consecuencia el cuadrilatero HBA'C tiene cada angulo igual a su opuesto, de donde se
sigue que es un paralelogramo y sus diagonales se cortan en el punto medio, es decir M
es el punto medio de HA'.

Para ver que F es el punto medio de HFE observemos que como H es el ortocentro
del triangulo ABC, se tiene que Z/ZHBC + ZACB = 90°, y entonces ZHBC = 90° —
/ABC = ZCAE. Como el cuadrilatero ABEC es ciclico, Z/CAE = ZCBE. Por lo tanto
el triangulo H BE es is6sceles y H y E son simétricos respecto de F', por tanto HF' = F'E.

Como @, H y A’ son colineales y M es el punto medio de A’ H, entonces el rayo M H
pasa por ). Observemos que los puntos A’ y E se comportn como los puntos Q y K,
respectivamente. El punto A’ es el segundo punto de interseccion de la recta M H con T’
y E es el punto sobre I' tal que ZHEA' = 90°.
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En las circunferencias KQH y EA'H, los segmentos H(Q y HA’ son diametros, por lo
tanto estas circunferencias tiene una tangente comun ¢ en H, perpendicular a M H. Sea
R el cnetro radical de las tres circunferencias, I', KQH y EA’H. La recta KQ es el eje
radical de I' y KQH, la recta A’E es el eje radical de I' y FA’H y la recta t es el eje
radical de KQH y EA’H. Estas tres rectas se intersectan en R.

Sea S el punto medio de HR. Como /RKH = /HKQ =90° = /HEA = /ZHER, el
cuadrilatero H ERK es ciclico y su circuncentro es el punto .S, por lo tanto SK = SE =
SH. Como BC es perpendicular a HE, y F' es el punto medio de H E, tenemos que BC'
es la mediatriz de HE y por lo tanto BC' pasa por S. Por otra parte la circunferencia
HMF es tangente a t en H y por la potencia de S con respecto a esta circunferencia
tenemos que:

SM-SF=SH? = SK*

Por lo tanto, la potencia de S con respecto a las circunferencias KQH y KFM es SK?
y en consecuencia la recta SK es tangente a ambas circunferencias en K, por lo que ellas
son tangentes.

4. Como X es punto de interseccion de las rectas FK y GL, si demostramos que ellas
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son simétricas con respecto a la recta AO, podremos concluir que los puntos A, X y O
son colineales.

Como F'y G son puntos en I' cuyo centro es A, entonces AF' = AG. Por lo tanto
ambos segmentos son cuerdas de 2 de la misma longitud y en consecuencias son simétricas
con respecto de AO.

Por lo tanto sera suficiente demostrar que:

/KFA=/LGA. (7.7)

Denotemos las circunferencias circunscritas de los triangulos BDF y CEG por wp y wc,
respectivamente. Para demostrar 7.7 veamos primero que:

LKFA=/DFG+ ZLGFA—- /ZDFK.
Con base en las circunferencias wp I' y we esta igualdad se puede ver como:
LKFA=/CEG+ ZGBA — ZDBK,

pues como BDK I est4 inscrito en wp, ocurre que ZDBK = Z/DFK, como AFBG esta
inscrito en Q, /GFA = /ZGBA y como FDEG esta inscrito en I'y /ZDFG 4+ /GED =
180° = ZCEG 4+ ZGED, de donde /DFG = ZCEG. Pero

/CEG+ /GBA - /DBK = /ZCEG — ZCBG,

pues

/DBK = /CBA = ZCBG + LGBA,

por lo tanto

/GBA - /DBK = -/ZCBG,

y éen consecuencia

LKFA=/CEG - ZCBG.

Ahora bien, como LECG esta inscrito en we tenemos que ZCEG = ZC LG, y como
ABCG esta inscrito en Q, Z/CBG = ZCAG y por lo tanto

LKFA=/CLG - LCOAG = LAGL,

pues ZCLG = LZAGL + ZC AG.
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5. Las funciones que cumplen con las condiciones del problema son f(z) =z y f(z) =
2 — x, para todo namero real x. Es facil verificar que ellas cumplen con la propiedad
pedida y dejamos su verificacion al lector. Demostremos ahora que estas son las tnicas
funciones que satisfacen las condiciones del problema.

Sea f: R — R tal que para todo = € R se cumple que

fla+flx+y)+ flay) =2+ flz+y) +yf(2) (7.8)

Pongamos y = 1 en 7.8, entonces
flea+flz4+1)+fl@)=z+ f(z+1)+ f(x). (7.9)

Por lo tanto f(xz + f(x + 1)) =z + f(x + 1), para todo = € R. Es decir z + f(z + 1) es
un punto fijo de f, z € R.

Caso 1: f(0) # 0.

Sea z = 0 en 7.8, entonces para todo y € R,

FF W)+ £(0) = Fy) +yf(0).

Sia € R es un punto fijo de f, sustituyendo en la igualdad anterior tenemos que a+ f(0) =
a+ af(0). Por lo tanto a = 1, pues f(0) # 0. En consecuencia como x + f(z + 1) es un
punto fijo de f, z € R, entonces z + f(z+1) =1, o bien f(z) =2 — x, para todo x € R.

Caso 2: f(0) = 0. Hagamos y = 0 en 7.8 y pongamos z + 1 en vez de x. Nos queda:

fla+1+fz+1)=z+1+ f(z+1). (7.10)



7.2 Soluciones 73

Entonces  + 1+ f(x + 1) es un punto fijo para todo = € R. Si ahora hacemos = =1 en
7.8 tendremos,

FA+fly+0))+ fly) =1+ fA+y) +yf(). (7.11)

Hagamos ahora ¢ = —1 en 7.9, entonces f(—1) = —1. Luego pongamos y = —1 en 7.11,
entonces f(1)+ f(—1) =1— f(1) y entonces f(1) = 1. Por lo tanto 7.11 se convierte en,
fA+fly+0))+fly) =1+ fA+y) +y. (7.12)

Observemos ahora que —1, 0 y 1, son tres puntos fijos consecutivos de la funcién f.
Supongamos que tanto yo como o + 1 son puntos fijos de f. Entonces por 7.12,

f(+ flyo+1)) + f(yo) =1+ flyo + 1) + yo.

Por lo tanto,
f(yo+2) =yo+2.

Es decir, yo + 2 también es punto fijo de f.

Como por 7.9 z+ f(z+1) es fijo y por 7.10 z+ f (z+1)+1 es fijo, entonces z+ f (z+1)+2
también es fijo, para todo namero real . Es decir, f(z+f(z+1)+2) = z+ f(z+1)+2, para
todo ntimero real x. Si ponemos x—2 en vez de z, nos queda f(z+ f(z—1)) = z+ f(z—1).

Por otra parte si hacemos y = —1 en 7.8, nos queda que

fleat fle=1))+ f(-z) =2+ f(z - 1) = f(z),
entonces f(—x) = —f(z) para todo namero real x, es decir, f es una funcion impar. Si
ahora sustituimos x = —1 e y = —y en 7.8 y por ser f(—1) = —1, tendremos que,

1+ f(y=D))+ fly) =1+ f(-y—1) +y.

Pero como f es impar nos queda que —f(1+ f(y+ 1))+ f(y) = -1—fly+1)+yy
sumando esta igualdad con 7.12 obtenemos 2 f(y) = 2y o bien f(y) = y, para todo ntiimero
real y. Hemos demostrado entonces que solo las funciones enunciadas al comienzo son la
solucion del problema.

6. Miremos el conjunto de los nimeros enteros positivos como una sucesién de puntos.
Para cada entero positivo n dibujemos una flecha que sale de n y llega a n+a,, por lo que
la longitud de esta flecha es a,,. Como m+ a,, # n+ a, para m # n, cada entero positivo
recive a lo sumo una flecha. Observemos que existen algunos enteros positivos, como el
1, a los cuales no les llega ninguna flecha, de ahora en adelante los llamaremos puntos
iniciales. Cuando uno comienza en cualquiera de estos puntos iniciales y va siguiendo
las flechas, construimos un camino infinito, al cual llamaremos rayo. Estos rayos tocan
una sucesion estrictamente creciente de enteros positivos. Por ejemplo, si tomamos como
punto inicial al ntimero 1, la primera flecha llega a 1 + a;. Pero 1 + a3 = ny, asi la
siguiente flecha sale de ny y llega a n; + a,,. De esta manera continuamos el camino y
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vamos tocando cada vez un punto que corresponde a un niimero entero positivo, distinto
a los anteriores. Como la longitud de cada flecha es a lo sumo 2015, cada rayo, que
comience en un punto s, toca cada intervalo de la forma [n,n + 2014], con n > s al
menos una vez.

Demostremos ahora que hay a lo sumo 2015 puntos iniciales. Procederemos por re-
duccion al absurdo. Supongamos que hay al menos 2016 puntos iniciales. Sea n un entero
mayor que los primeros 2016 puntos iniciales. Por lo dicho antes, hay al menos 2016 rayos
que intersectan en puntos ditintos al intervalo [n,n 4 2014], pero esto es absurdo, pues
este intervalo tiene solo 2015 puntos. Pr lo tanto hay a lo sumo 2015 puntos iniciales.
Sea b el nimero de puntos iniciales, entonces 1 > b > 2015. Elijamos N como un niimero
entero positivo cualquiera, mayor que todos los puntos iniciales. Afirmamos que b y N
son los nameros buscados.

En efecto, sean m y n dos ntumeros enteros con n > m > N. La suma Z?:mH a;
nos da la longitud total de las flechas que emergen desde m + 1,..., n. En conjunto,
estas flechas forman b subcaminos, uno en cada uno de los b rayos que determinan los
b puntos iniciales. Notese que alguno de los subcaminos puede ser vacio, si ninguno de
los enteros m + 1,...,n pertenece a alguno de los caminos originales. Ahora en cada
rayo miramos al primer ntimero que es mayor que m. Denotemos estos ntmeros por
T1,...,Tp. S€an yi, ..., Yy, enumerados en el orden correspondiente, nimeros definidos
de la misma manera que los x; pero con respecto de n. Entonces la lista de las diferencias
Y1 — x1,...,Yp — Tp consiste de las longitudes de todos los subcaminos, y posiblemente
algunas diferencias son iguales a cero, aquellas que correspondan a subcaminos vacios.
En consecuencia tenemos que

i=m-+1 J=1
por lo tanto
n b
Yo (ai=b)=Y (ys—n) =Y (x; —m).
i=m+1 j=1 j=1

Pero cada uno de los b rayos intersecta al intervalo [m + 1, m + 2015] en algin punto y
por lo tanto 1 — m, ...z, — m son b elementos distintos del conjunto {1,2,...,2015}.
Maés atin, como m + 1 no es un punto inicial, él debe pertenecer a algtin rayo y por lo
tanto 1 tiene que aparecer como uno de los numeros x; — m. Entonces:

b1 b b—1
L+Y (G+1) <Y (5 —m) <1+ (2016 — b+ j).
j=1 Jj=1 j=1
Ahora el mismo argumento aplicado a n y a y1, ...,y nos da:
b—1 b bh—1

1+Y G+D <D (g —n) <1+ (2016 — b+ j).

Jj=1 Jj=1 Jj=1
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Juntando todo esto tenemos:

n

S (@-b)l<

1=m-+1

IN

como deseadbamos.

=

J

(

-1

(2016 — b+ j) — (j — 1) = (b — 1)(2015 — b)
1

(b—1) + (2015 — b)

2
= 10072
5 ) 0072,



Premiacion de las
Olimpiadas Matematicas del 2015

Final Nacional de la
Olimpiada Juvenil de Matematicas

Primer Ano

Medallas de Oro
José Alberto Ortiz ~ San José Maristas ~ Aragua

Javier Parada Joseph Lancaster Carabobo
Bernardo Patino Independencia (V) Lara
Medallas de Plata
Nombre Instituto Estado
Veronica Del Corral  Juan XXIII Carabobo
Diego Gutiérrez Santiago de Ledn Caracas
Luis Indriago Las Colinas Lara
Sabrina Queipo San Vicente de Paul Zulia
Medallas de Bronce
Nicolas Arkilo Liceo Los Robles Zulia
José Gabriel Malaspina  Santiago de Leon Caracas
Luis Negron Escuela Bella Vista Zulia
Cristina Story San Ignacio Caracas
Adolfo Vivas Araguaney Falcon

Segundo Ano

Medallas de Oro
Kimberly Rodriguez Escuela Bella Vista Zulia
Roman Rodriguez Monte Carmelo Bolivar
Medallas de Plata

Andrés Betancourt San Lazaro Sucre
Martin Fernandes  Colegio Cumbres Caracas

Pablo Ramirez Escuela Comunitaria Miranda
Jestus Urbaneja Iberoamericano Bolivar
Medallas de Bronce

Laura de Jongh Santiago de Leon Caracas
Rubén Duarte Nuestra Sefiora de La Paz  Anzoategui
José Angel Hernao  Liceo Los Robles Zulia
Bella Jiménez U.E Colegio La Esperanza Carabobo
Adrian Sanchez Col Teresa Titos Merida

Alejandro Troconis I.E.A. El Penon Caracas



Menciones de Honor

Néstor Duarte
Deydimarian Garcia
Herson La Riva Escuela Bella Vista
Diego Pérez Guayamuri
Gianfranco Radomile San Vicente de Paul
Hanan Saab Bellas Artes

Hipocampitos
Escuela Bella Vista

Tercer Ano

Medallas de Oro

Col La Presentacion
Hipocampitos

Onice Aguilar
Miguel Melo
Sohrab Vafa
Amanda Vanegas San Francisco de Asis

Medallas de Plata

José Méndez

Nicole Pineda

Javier Pulido Hipocampitos

Laura Queipo San Vicente de Paul

Ivan Rodriguez Santiago de Leon

Medallas de Bronce

Carlos Duarte Nuestra Senora de La Paz
Andrés Gutiérrez  Ramoén Pierluissi Ramirez
Maria Laura Leal Los Pirineos Don Bosco
Carlos Martinez
Valeria Sanchez

Colegio Cumbres
Escuela Bella Vista

Escuela Bella Vista

Menciones de Honor

José Ramirez
Esteban Saldana
José Armando Sanchez Claret

Cuarto Ano

Medallas de Oro
Johann Bastardo Iberoamericano
Miguel Romer San Ignacio

Medallas de Plata
Gabriel Matute
Wremp Pacheco Calicantina

Academia Washington

Miranda

Zulia

Zulia

Nueva Esparta
Lara

Zulia

Mérida
Miranda

Instituto Educacional Aragua Aragua

Zulia,

Caracas
Zulia
Miranda
Zulia,
Caracas

Anzoategui
Carabobo
Tachira

Ymca Don Teodoro Gubaira Carabobo

Zulia

Liceo Los Robles Zulia
Liceo Los Robles Zulia

Zulia,

Bolivar
Caracas

Caracas
Aragua

7
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Medallas de Bronce

Franklin Bello Iberoamericano Bolivar
Shahrouz Dalirian  Escuela Bella Vista  Zulia
Maria Leon Altamira Zulia
Ignacio Munoz Santiago de Leon Caracas
Alejandro Salazar  Madre Guadalupe Nueva Esparta
Oriana Valladares I1.E.A. El Peno6n Caracas
Menciones de Honor
Luis Cedeno Liceo Los Robles Zulia
Angel Moya San José Maristas  Aragua
Pierangeli Rodriguez Los Campitos Caracas
Quinto Ano

Medallas de Oro
José Tomés Guevara Bella Vista Aragua
Medallas de Plata

Rafael Aznar Los Arcos Caracas
Karen Taub Moral Y Luces Caracas

Medallas de Bronce
Minh Ngo San Ignacio Caracas
Miguel Pena Hipocampitos Miranda
Luis Uzcategui  Los Proceres  Bolivar

Menciones de Honor

Fiorella Toledano Ntra Sra de Chiquinquira Zulia
Premios Especiales

José Tomas Guevara (Bella Vista, Aragua)

Premio de la Fundaciéon Empresas Polar a la mejor prueba.

Ignacio Munoz (Santiago Leon, Capital)
Premio UNEXPO a la respuesta méas creativa.
José Alberto Ortiz (San José Maristas, Aragua)
Premio Universidad de Carabobo a la mejor prueba de ler y 2do ano.
Luis Uzcategui, José Tomas Guevara, Rafael Aznar
Premio de Honor al Mérito por haber participado en todos los niveles de la OJM.
Prof. Mirba Romero (Carabobo)
Premio Profesor Eduardo Contreras al mejor Coordinador de la OJM 2015.

Prof. Saturnino Fermin



Premio Honor al Mérito por 40 anos en las Olimpiadas Matemaéticas.

Olimpiada de Mayo 2015
Nivel 1

Medallas de Plata
Francisco Molina  Escuela Comunitaria Miranda

Medallas de Bronce
Daniela Matute U.E Academia Washington Distrito Capital

Andrea Abate Los Hipocampitos Miranda

John Wilches U.E.P Los Tricolores Miranda

Rocio Espinoza CEAPULA Meérida

José Ortiz San José HH Maristas Aragua

Juan Pelaez LE.A Distrito Capital

Menciones de Honor
Irene Agusti U.E Academia Washington  Distrito Capital
Jacob Navarro U.E Colegio Emil Friedman Distrito Capital
Fernando Rodriguez I1.E.A Distrito Capital
Nivel 11

Medallas de Bronce
Roméan Rodriguez Monte Carmelo  Bolivar

Menciones de Honor

Maria Davila UE PAIDEA  Mérida

Hugo Cuenca San Ignacio  Distrito Capital
Humberto Bravo San Ignacio Distrito Capital
Andrés Pabon La Fe Carabobo

Olimpiada Centroamericana y del Caribe 2015

Wemp Pacheco Oro
Amanda Vanegas Plata
Ivan Rodriguez Bronce

Olimpiada Iberoamericana 2015

Wemp Pacheco Bronce
Amanda Vanegas Mencion de Honor
Ivan Rodriguez Mencion de Honor

Olimpiada Internacional (IMO) 2015

Rafael Aznar Mencién de Honor
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Saturnino Fermin Reyes (Coordinador Administrativo)
Sophia Taylor, Estefania Ordaz, Diego Pena,
Rubmary Rojas, Mauricio Marcano (Colaboradores)

Coordinadores Regionales
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Prof. Jesus Acosta (Aragua)
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Prof. Victor Carruci (Lara)
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Prof. Evelio Castillo (Portuguesa)
Prof. Luisa Lopez (Sucre)

Prof. Jonathan Riveros (Téchira)
Prof. Ramon Blanco (Trujillo)
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