Teoria de Numeros
para Olimpiadas Matematicas

Dedicado al protesor Dario Duran, maestro de maestros.

José Heber Nieto Said

jhnieto@gmail.com
Www. jhnieto.org
Departamento de Matematica
Facultad de Ciencias

Universidad del Zulia
Maracaibo, Venezuela



1. Introducciéon

La Teoria de Niumeros o Aritmética es la rama de la mateméatica que es-
tudia todo lo relacionado con los ntimeros naturales y enteros. El hecho de
que estos nimeros se estudien desde los primeros anos de la ensenanza escolar
podria hacer pensar que se trata de un tema elemental y sin misterios. Pero no
es asi, por el contrario, la Aritmética encierra algunos de los problemas mas
dificiles de la matematica, algunos de los cuales permanecen o han permaneci-
do abiertos durante siglos. En la teoria de niimeros avanzada se utilizan toda
clase de herramientas matemaéticas, como por ejemplo la teoria de funciones de
variable compleja. Sin embargo, atn limitandonos a las nociones mas basicas y
elementales, es posible generar una gama inagotable de problemas de todos los
grados de dificultad posibles. Esta es la razon por la cual la Teoria de Ntimeros
es uno de los temas infaltables y favoritos en todas las olimpiadas matematicas.
Estas notas tratan de cubrir los conocimientos bésicos necesarios para resolver
problemas olimpicos de aritmética. No olvide sin embargo que lo esencial para
convertirse en un buen solucionista es. . . jresolver muchos problemas!

Algunos problemas elementales

Veamos algunos ejemplos de problemas interesantes, para cuya solucién no
hace falta conocer mas que la tabla de multiplicar. Trate de resolverlos usted
mismo, y s6lo si no lo logra después de un serio esfuerzo consulte las soluciones.

Ejemplo 1. En una de sus clases el profesor Dario escribié en la pizarra el
numero 12345679012345679, y dijo que era magico. —jProfesor, olvido el 8! —
Bueno, si, pero no importa, dejémoslo asi. . . —Profesor, ;jy qué tiene de mégico
ese numero? — "Pues veamos, diganme una cifra del 1 al 9. —jEl 7, el 7! —
Multipliquen el nimero mégico por 63. Los alumnos lo hacen, y obtienen con
asombro 7T7T7T7T7T77777777. ;Qué hubiese respondido Dario si los alumnos

escogen el 3, o cualquier otra cifra? ;Qué explicacién tiene todo esto?

Ejemplo 2. El producto de dos enteros consecutivos, ;puede terminar en 87

Ejemplo 3. ;En qué digito termina 229117

Ejemplo 4. Juan tiene 5 tarjetas con el niimero 2, 8 tarjetas con el nimero 3,
10 tarjetas con el nimero 7y 20 tarjetas con el nimero 8, y las usa para formar
numeros de varias cifras, colocandolas en fila. jPuede formar un nimero que
sea un cuadrado perfecto?

Ejemplo 5. Halle un nimero natural tal que, si su ultima cifra a la derecha se
mueve al primer lugar de la izquierda, se obtiene un ntimero doble del original.



Soluciones

1. El profesor Darfo dividi6 111111111111111111 entre 9 y asi obtuvo el
nimero mégico 12345679012345679. Para cualquier cifra x del 1 al 9, si el
numero magico se multiplica por 9z el resultado serd zrrrrrrrrrrrrrrrxx.

2. No. Como el ultimo digito de un producto sélo depende de los tltimos
digitos de los factores, basta examinar los productos 1 x 2 = 2, 2 x 3 =
6,3x4=12,4x5=20,5x6=30,6x7=42 7Tx8=56,8x9="T2y
9 x 0 = 0 para convencerse de que el producto de dos enteros consecutivos s6lo
puede terminar en 0, 2 6 6.

3. Si se escriben Las primeras potencias de 2: 2! =2, 22 =4, 23 =8, 2* = 16,
20 = 32, 20 = 64, 27 = 128, 28 = 256, 2° = 512,...se observa que la tltima
cifra se repite periddicamente: 2, 4, 8, 6, 2, 4, 8, 6,... Esto es consecuencia de
que el dltimo digito de un producto s6lo depende de los tltimos digitos de los
factores, asi la siguiente a cualquier potencia de 2 que termine en 2 terminara
en 2 X 2 = 4, la siguiente a cualquiera que termine en 4 terminara en 4 x 2 = 8§,
la siguiente a cualquiera que termine en 8 terminara en 6 (pues 8 X 2 =16y
la siguiente a cualquiera que termine en 4 terminaré en 2 (pues 6 x 2 = 12.
Como 2011 = 502 x 4 + 3, 220! termina en 8.

4. No, porque un cuadrado perfecto sélo puede terminar en 0, 1, 4, 5, 6 6 9.
5. Se trata de hallar un nimero abc. .. xyz tal que zabe...xy = 2-abc. .. xyz,

o bien

abc . .. vwxyz
X2
zabc . .. vwzy

Observe que z debe ser al menos 2. Supongamos que z = 2. Entonces, como
2-2 =4, debe ser y = 4. Ahora, como 4 -2 = 8, debe ser x = 8. Y como
8 -2 =16, debe ser w = 6 y nos llevamos 1. Ahora 6 -2+ 1 = 13, por lo tanto

v = 3.
abe . ..36842
X2
zabe . .. 3684

La idea es continuar de esta manera hasta que, al hacer el producto, se obtenga
nuevamente la cifra 2, sin acarreo. Asi resulta lo siguiente:



105263157894736842
X2
210526315789473684

Esta es la solucion mas pequenia al problema. Comenzando con z = 3,4,...,9
se obtienen otras soluciones: 157894736842105263, 210526315789473684,
263157894736842105, 315789473684210526, 368421052631578947,
421052631578947368 y 473684210526315789 (observe que todas estas son ver-
siones rotadas de la primera que obtuvimos). Finalmente, concatenando dos
o mas de las soluciones anteriores se obtienen nuevas soluciones, de 36, 54,
72,...cifras.

2. Divisibilidad

En lo que sigue se desarrollan los conceptos y resultados basicos de la
aritmética. Cada tema va seguido de una lista de problemas que usted debe
sesolver. No se incluyen soluciones, si necesita ayuda recurra a su entrenador.

El conjunto de los niimeros naturales {1,2,3,...} se denotara N, y el de los
enteros {...,—3,—2,—1,0,1,2,3,...} se denotara Z. Se dice que

’a € Z es multiplo de b € Z si a = kb para algun k € Z.

En este caso también se dice que a es divisible entre b o que b divide a a, y se
escribe b | a.

Para cualquier a € Z se cumple que 1 | ay que a | a, ya que a = 1 - a.
Cualquier entero a divide al 0, ya que 0 = a - 0. Los enteros multiplos de 2 se
denominan pares, y los que no lo son tmpares. Observe que 0 es par.

La divisibilidad es transitiva, es decir que si @ | by b | ¢ entonces a | c.
También es inmediato que si un ntimero divide a otros dos entonces divide
tanto a su suma como a su diferencia.

Si a es miltiplo de b y ambos son positivos, entonces es obvio que a > b.
Esto no es cierto en general para nimeros enteros, por ejemplo 0 es miltiplo
de 2 pero 0 < 2, —4 es miltiplo de 2 pero —4 < 2.

2.1. Numeros primos

Si un nimero natural p > 1 s6lo tiene como divisores a 1 y p, entonces se
dice que es primo. La sucesion de los primeros ntmeros primos comienza asi:

2,3,5,7,11,13,17,23, . ..
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Los ntimeros n > 1 que no son primos se llaman compuestos.
El 1 es especial: no es ni primo ni compuesto, es simplemente la unidad.
La importancia de los ntimeros primos consiste en que cualquier niimero
natural n > 1 es primo o puede expresarse como producto de primos. En
simbolos,

_ a1 ,,a2 Al
n=Dp; Py Py

donde p; < py < --- < pi son numeros primos y los exponentes ay, as, ..., aj
son numeros naturales. Mas atin, esta descomposiciéon es tnica excepto por el
orden de los factores.

De esta manera los ntimeros primos son como los bloques fundamentales
que permiten generar, multiplicativamente, a todos los niumeros naturales (del
mismo modo que el 1 los genera aditivamente). Este resultado es tan impor-
tante que se conoce como Teorema Fundamental de la Aritmeética, y
fue probado por Euclides (=~ 325-265 a.C.), quien dedicé el Libro IX de sus
famosos Elementos a la Teoria de numeros.

Euclides prob6 también (Proposicion 20 del Libro IX) que existen infinitos
numeros primos o, para ser mas fieles a su manera de pensar, que los ntime-
ros primos son mds que cualquier cantidad finita. En efecto, dado cualquier
conjunto finito de ntimeros primos diferentes

P1,DP2, -+, Pk

considere el niimero N = pypy - - - pp+ 1. Como N no es divisible por ningtun p;,
en su descomposicion en factores primos debe aparecer por lo menos un primo
q tal que q & {p1,p2,...,pr}. Por lo tanto, ningin conjunto finito de niimeros
primos los contiene a todos.

Sin = pips---pr entonces sus divisores son todos los nimeros de la forma
porphz - p donde 0 < b; < a;. Por ejemplo los divisores de 24 = 23 - 3! son
20.30=1,21.30=2,22.39=4,23.30 =8, 20.31 =3 2! .31 =6,22.31 =12
y 23 .31 = 24.

Una consecuencia de lo anterior es que el nimero de divisores de n (inclu-
yendo al 1 y al propio n) es

(ap +1)(ag+1)--- (ar + 1).

En efecto, para formar un divisor el exponente de p; puede escogerse de a; + 1
maneras, a saber 0,1,2, ..., a;. De la misma manera, el exponente de p, puede
escogerse de as + 1 maneras y asi sucesivamente hasta el exponente de py que
puede escogerse de a; + 1 maneras.



Otra consecuencia del Teorema Fundamental es que un ntimero natural es
un cuadrado perfecto si y s6lo si todos sus factores primos diferentes aparecen
elevados a exponentes pares. Mas en general, un nimero natural es una poten-
cia k-sima si y s6lo si todos sus factores primos diferentes aparecen elevados a
exponentes multiplos de k.

Problemas

Problema 1 (OJM 2009). Los nimeros desde el 1 hasta el 2009 se escriben
consecutivamente en la pizarra. En una primera pasada se borran el primer
ntmero escrito, el tercero, el quinto y asi sucesivamente hasta borrar el 20009.
En una segunda pasada se aplica el mismo procedimiento a los ntimeros que
quedaron, borrando el primero de ellos, el tercero, el quinto y asi sucesivamente.
Esto se repite mientras queden nimeros en la pizarra. jEn qué pasada se
elimina el 17287 ; Cual es el tltimo nimero borrado y en qué pasada se elimina?

Problema 2. Pruebe que n(n + 1)(n + 2) es multiplo de 6 para cualquier
entero n.

Problema 3. Pruebe que n(n+1)(n+2)(n+3) es multiplo de 24 para cualquier
entero n.

Problema 4. Probar que el ntimero 1 4 k% + k* es compuesto para cualquier
numero k entero mayor que 1.

Problema 5. Pruebe que para cualquier ntimero natural n el nimero n® + 2n
es multiplo de 3.

Problema 6. (E6tvos 1894) Pruebe que 17|2m + 3n si y sélo si 17|9m + 5n
(m y n enteros).

Problema 7. Caracterice los nimeros naturales que tienen una cantidad im-
par de divisores.

Problema 8 (Canguro 2007, 9°). Dado un namero, una extrana calculadora

s6lo puede hacer lo siguiente: multiplicarlo por 2 o por 3, o calcular su segunda

o tercera potencia. Si comenzamos con el nimero 15, jcuél de los siguientes

resultados se puede obtener al usar la calculadora cinco veces consecutivas?
(a) 263°5%; (b) 283°55; (c) 28352 (d) 2233 53; (e) 232 5°.

Problema 9. (Canguro 2007, 9°) Halle el menor numero natural A tal que
10A es un cuadrado perfecto y 6A es un cubo perfecto.



Problema 10. (Canguro 2009, 10°) Un nimero primo se dice que es extrarnio
si tiene un solo digito, o si tiene dos o mas digitos pero los dos niimeros que se
obtienen omitiendo el primero o el dltimo digito son también primos extranos.
,Cuantos primos extranos hay?

Problema 11. Sea n un entero positivo. Pruebe que si 2" —1 es primo entonces
n es primo.

Problema 12. Sea n un entero positivo. Pruebe que si 2"+1 es primo entonces
n es una potencia de 2.

Problema 13. (Canguro 2010, 10°) En cada lado de un pentagono se escribe
un numero natural, de manera tal que ntimeros adyacentes nunca tienen un
factor comin mayor que 1, pero niimeros no adyacentes siempre tienen un
factor comiin mayor que 1. Hay muchas posibilidades de hacer esto, pero uno
de los niimeros siguientes no aparecera nunca en los lados del pentagono. ; Cuél
es?

(a) 15; (b) 18; (c) 19; (d) 21; (e) 22.

Problema 14. (Canguro 2008, 9°) Todos los divisores del entero positivo N,
diferentes de NV y 1, se escriben en orden creciente. ; Cuédntos nimeros naturales
N son tales que el mayor de los divisores escritos es 45 veces mas grande que
el menor?

Problema 15. Si 56a = 65b, pruebe que a + b es compuesto.

Problema 16. Pruebe que para cualquier niimero natural n existen n niimeros
naturales consecutivos que son compuestos.

Problema 17 (OJM regional 2008). Halle el menor entero positivo n tal que
cada digito de 15n sea 0 6 2.

Problema 18. Halle todas las soluciones enteras de la ecuacién
xy — 3r — 2y = 15.

Problema 19 (OIM 1999). Halle todos los enteros positivos que son menores
que 1000 y cumplen con la siguiente condicion: el cubo de la suma de sus
digitos es igual al cuadrado de dicho entero.

Problema 20. (OIM 1999) Sea B un entero mayor que 10 tal que cada uno de
sus digitos pertenece al conjunto {1, 3,7,9}. Demuestre que B tiene un factor
primo mayor o igual que 11.



Algunos problemas abiertos sobre nimeros primos

Dos niimeros primos son gemelos si difieren en dos unidades. Por ejemplo
3yb, by 7,11y 13,17y 19, 101 y 103, 1997 y 1999. ; Existen infinitos pares
de primos gemelos? No se sabe.

La conjetura de Goldbach, mencionada por primera vez en una carta de
Goldbach a Euler en 1742, afirma que todo ntimero par mayor que 2 es suma de
dos ntimeros primos. Por ejemplo 4 = 242, 6 = 343, 8 = 3+5, 1000 = 3+997,
10000 = 59 4+ 9941. Se conocen muchos resultados parciales, pero la conjetura
aun no se ha probado ni refutado, aunque en los tltimos anos se han hecho
muchos anuncios al respecto.

¢ Existen infinitos nimeros primos de la forma 2P — 1, con p primo? (Los primos
de esta forma se llaman nimeros primos de Mersenne).

;Existen infinitos ntimeros primos de la forma 22" 4+ 1, con n entero no nega-
tivo)? (Los primos de esta forma se llaman niimeros primos de Fermat).

2.2. Division entera

El algoritmo de la division entera nos dice que si a,b € Z y b # 0 entonces
existen niimeros enteros unicos q y r tales que

a=gb+r y 0<r<|b|

A g y r se les llama respectivamente cociente y resto de la division entera de
a entre b. El resto es 0 si y solo si a es multiplo de b.

Observe que los restos sélo pueden ser 0, 1, 2,..., |b| — 1. Todos los enteros
a quedan asi particionados en conjuntos disjuntos, segin cual sea el resto al
dividirlos entre b. Esos conjuntos se llaman clases residuales modulo b. Es muy
facil ver que dos enteros estan en una misma clase resdual médulo b si y s6lo si
su diferencia es divisible entre b. En efecto, si a = gb+1r y o’ = ¢'b+r entonces
a—a=1(¢d—-qbyb|d — a Reciprocamente si a = ¢gb+ryd —a = kb
entonces @’ = a+ kb= (¢ + k)b+r.

Problemas

Problema 21. (Canguro 2007, 10°) Un entero positivo al ser dividido entre
4 deja resto 1 y al ser dividido entre 5 deja resto 3. ;Qué resto deja al ser
dividido entre 20?7



Problema 22. (Canguro 2007, 11°) Si dividimos 336 entre el nimero natural
n el resto es 2. Entonces el resto que se obtiene al dividir 2007 entre n es:
(a) 100; (b) 3; (c) 2; (d) 1; (e) 0.

Problema 23. (Canguro 2007, 8°) Cinco nameros enteros se escriben alrede-
dor de un circulo de manera que la suma de dos o de tres numeros adyacentes

no sea nunca multiplo de 3. ;Cuéntos de los cinco ntimeros son multiplos de
37

Problema 24. Halle el menor entero mayor que 1 tal que al dividirlo entre 2,
3,4,5,6,7, 809 deja resto 1.

Problema 25. Halle el menor entero positivo tal que al dividirlo entre 2 deja
resto 1, al dividirlo entre 3 deja resto 2, al dividirlo entre 4 deja resto 2, al
dividirlo entre 5 deja resto 4, al dividirlo entre 6 deja resto 5, al dividirlo entre
7 deja resto 6, al dividirlo entre 8 deja resto 7 y al dividirlo entre 9 deja resto
8.

Problema 26. ;Cual es el exponente de 7 en la descomposicion de 2011! en
producto de factores primos?

Problema 27. ;En cuantos ceros termina 2011!7

Problema 28 (XXIII OIM 2008). Demuestre que no existen enteros positivos
x e y tales que
2?0% 4+ 2008! = 217.

2.3. Maximo comun divisor

El mdximo comin divisor de dos ntmeros naturales a y b es el mayor
de sus divisores comunes y se denota mcd(a,b). El mcd tiene las siguientes
propiedades:

med(a, 1) = 1,
med(a,b) = med(b,a),
med(a,b) = a siysélosi alb,
Si a > b, entonces mecd(a,b) = mecd(a — b,b),
Sia = qb—+r, entonces med(a,b) = med(b,r).

Si se conoce la descomposicion en producto de factores primos de a y de b,
entonces es muy facil calcular med(a,b): es igual al producto de los factores

9



primos comunes elevados al menor de los exponentes con que aparecen en
las descomposiciones de a y b. De aqui se deduce que med(a,b) no sblo es el
mayor divisor comun sino que ademés cualquier otro divisor comin de a y b
divide a med(a,b). por ejemplo 406 = 2 -7-29 y 147 = 3 - 7%, por lo tanto
mcd (406, 147) = 7.

El med(a, b) también se puede obtener aplicando el algoritmo de FEuclides:
escribamos a = bg+7r con 0 < r < b. Si r = 0 entonces b | a y med(a, b) = b. Si
r # 0, entonces med(a, b) = med(bg + r, b) = med(r, b) y el problema se reduce
a calcular med(b, 7). Prosiguiendo de esta manera eventualmente se obtiene el
resultado.

Ejemplo 6. Hallar mcd(3127,2491) mediante el algoritmo de Euclides.

Solucion.

3127 = 2491 + 636,
2491 = 3636+ 583,
636 = 583+ 53,
583 = 5-53.

y por lo tanto med(3127,2491) = 53. es interesante hacer los calculos por

descomposicion en producto de factores primos y comparar el trabajo realizado.
m

Del algoritmo de Euclides se sigue que mcd(a, b) se puede expresar en la
forma sa + tb para ciertos enteros s y t (esto se conoce como Teorema de
bezout). Por ejemplo, aprovechando los célculos que acabamos de hacer se
tiene

med(3127,2491) = 53 = 636 — 583 = 636 — (2491 — 3 - 636)
=4-636 — 2491 = 4(3127 — 2491) — 2491 = 4 - 3127 — 5 - 2491.

Una consecuencia importante de esta manera de expresar el méximo comin
divisor es el Lema de Euclides:

Sia | bcy med(a,b) =1 entonces a | c.

Demostracion. Para ciertos enteros s y t se tiene 1 = mecd(a,b) = sa + tb.
Multiplicando por ¢ resulta ¢ = sac + tbe y como a | sac y a | the se tiene que
a | sac + the = c. O
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Ntmeros coprimos

Dos ntimeros a y b se dicen coprimos, primos relativos o primos entre si si
no tienen mas divisor comun que 1, es decir si med(a,b) = 1. Observe que en
este caso mem(a, b) = ab.

Si med(a,b) = d entonces med(a/d,b/d) = 1, es decir que a/d y b/d son

coprimos.

2.4. Minimo comiin miltiplo

El minimo comiin maltiplo de a y b es el menor de sus miiltiplos comunes y
se denota mcm(a, b). El mem(a, b) es igual al producto de los factores primos
comunes y no comunes elevados al mayor de los exponentes con que aparecen
en a y b. De aqui se deduce que mem(a, b) no sélo es el menor miltiplo comtn
sino que ademés divide a cualquier otro multiplo comun de a y b.

El med(a, b) y el mem(a, b) satisfacen la siguiente relacion:

mcd(a, b) - mem(a, b) = ab.

Si un nimero natural es divisible entre el producto ab de otros dos, entonces
es divisible entre cada uno de ellos. El reciproco no es cierto: 12 es divisible
entre 4 y entre 6 pero no es divisible entre 4 - 6 = 24. Lo que siempre se puede
afirmar es que si n es multiplo de a y de b entonces n es miltiplo de mem(a, b).

Problemas

Problema 29. Sean a = 999...999 y b = 999999999999. Halle mcd(a, b).
—_

40 nueves

Problema 30. Juan, Mario y Pedro entrenan dando vueltas en bicicleta a una
pista circular. Juan tarda 8 minutos en dar una vuelta, Mario tarda 9 minutos
y Pedro tarda 12 minutos. Si los tres parten del mismo punto a las 6:00 am,
ia qué hora volveran a encontrarse?

Problema 31. Pruebe que todo ntimero natural tiene un miltiplo cuyos di-
gitos son solamente unos o ceros.

Problema 32. Pruebe que todo ntimero natural coprimo con 10 tiene un
multiplo cuyos digitos son todos unos.

Problema 33. Se tiene una hoja rectangular de papel milimetrado de 259 x
154. Si se traza una diagonal, jcuantos cuadraditos atraviesa?
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Se dice que la diagonal atraviesa un cuadradito si contiene al menos un punto
interior del mismo.

Problema 34 (OJM 2009). ‘Ana vende galletas, que vienen en cajas pequenas
de 5 unidades y en cajas grandes de 12 unidades. Si, por ejemplo, un cliente
quiere 39 galletas, Ana puede despachar el pedido exactamente con tres cajas
pequenas y dos grandes, ya que 3 X 5+ 2 x 12 = 39. Pero hay pedidos que
no se pueden despachar exactamente, por ejemplo, cuando un cliente quiere
7, 16 6 23 galletas. ;Cual es el pedido mas grande que no se puede despachar
exactamente?

Nota: Se supone que Ana tiene o puede pedir a la fabrica todas las galletas
que le hagan falta.

Problema 35. Sean a y b naturales coprimos. Pruebe que cualquier natural
suficientemente grande puede expresarse en la forma sa + tb con s y t enteros
no negativos. ;Cual es el mayor entero que no se puede expresar en esa forma?

Problema 36. Pruebe que existen infinitos niimeros primos de la forma 4n+3.

Problema 37. Los Numeros de Fibonacci se definen recursivamente asi:
=0 Fi=1y F,=F, 1+ F,_5 paran > 2.

a) Pruebe que med(F,, F,,11) = 1 para todo n > 1.
b) Pruebe que si 0 < m < n entonces F,, = Fp 1 F_pm + FrnFrm—1.

c¢) Pruebe que mcd(F,, Fin) = Fincd(nm)-

3. Congruencias

La nocién de congruencia fue introducida por Gauss (1777-1855). Se dice
que dos enteros a y b son congruentes modulo m si m | (a —b). En ese caso se
escribe

a=0b (méd m).

Las congruencia médulo m tiene muchas propiedades similares a las de la
igualdad, entre ellas la reflexividad, la simetria y la transitividad:

a = a (méd m),
a = b (médm) = b=a (méd m),
a = b (mébdm)yb=c (médm) = a=c (mbdm).
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También se pueden sumar, restar o multiplicar congruencias (del mismo mo-
dulo) miembro a miembro:

Sia = b (médm)yc=d (mbéd m) entonces
a+c = b+d (médm),
a—c = b—d (méd m),

ac = bd (méd m).

La prueba de todas estas propiedades es inmediata. Por ejemplo la tltima se
prueba asi: como a = b(méd m) y ¢ = d(mdéd m) se tiene, por definicion, que
pl(a—b)ypl|(c—d). Pero ac—bd = ac—ad+ ad — bd = a(c — d) + (a — b)d,
por lo tanto p | (ac — bd) y ac = bd(mdd m).

Si med(a, m) = 1 entonces a tiene un inverso multiplicativo mddulo m, es
decir un namero s tal que as = 1 (m6d m). En efecto, como sa + tm = 1
para ciertos enteros s y t, resulta sa = 1 —tm = 1 (méd m). Este inverso
multiplicativo es tnico médulo m, ya que si sa = s'a = 1 (m6d m) entonces,
como mcd(a,m) = 1, se deduce s = s’ (méd m). La existencia del inverso
multiplicativo permite resolver ecuaciones lineales en congruencias del tipo
ax = b (m6éd m). En efecto, basta multiplicar la congruencia por s y resulta
sax = sb (méd m), o sea x = sb (mdéd m).

Sim # 0y res el resto de la divisiéon de a entre m, entonces a = mq + r

y m | (a —r), es decir que a = r(mdéd m). Como 0 < r < m podemos
decir que cualquier entero es congruente modulo m con uno de los niimeros
0,1,...,m — 1. Si a y b dejan el mismo resto r al dividirlos entre m, entonces

a =1 =bméd m) y por transitividad a = b(mdd m). Reciprocamente, si a = b
(méd m) y al dividir a y b entre m se obtienen restos r y s, respectivamente,
entonces r = a = b = s(mdd m) y por transitividad resulta r = s(méd m), es
decir m | (r — s). Pero como 0 < r,s < m se tiene que 0 < |r —s| < m, y la
Unica posibilidad para que m divida a r — s es r — s = 0, es decir r = s. En
resumen, a = b(mdd m) si y solo si al dividir a y b entre m se obtienen restos
iguales.

Ejemplo 7. Calcular el resto de la divisién de 22°'* entre 7.

Solucion. Calcular 221! para después efectuar la division esta claramente fuera

de nuestro alcance (al menos con lapiz y papel). Pero como 2% = 8 = 1(méd 7)

se tiene
2011 = 93010+ — (23)670. 2 =150 2 =2 (méd 7)
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Criterios de divisibilidad

Existen varios criterios de divisibilidad que permiten averiguar rapidamente
si un nimero natural es divisible entre otros ntimeros naturales pequenos. Los
més conocidos afirman que un ntmero es divisible entre:

2 si y so6lo si su ultima cifra es par.

3 si y solo si la suma de sus cifras es divisible entre 3.

4 siy s6lo si el namero formado por sus dos tltimas cifras es divisible entre 4.
5 siy solo si su ultima cifra es 0 6 5.

7 si y so6lo si al quitarle la cifra u de las unidades y restarle 2u al ntimero
resultante, se obtiene un multiplo de 7.

8 si y sblo si el namero formado por sus 3 ultimas cifras es divisible entre 8.
9 si y soélo si la suma de sus cifras es divisible entre 9.

10 siy soélo si su ultima cifra es 0.

11 siy soélo si la suma algebraica alternada de sus cifras es multiplo de 11.

13 si y solo si al quitarle la cifra v de las unidades y sumarle 4u al ntmero
resultante, se obtiene un multiplo de 13.

Las pruebas son sencillas usando congruencias. Por ejemplo, como 10 = 1
(méd 9) resulta que 10¥ =1 (mdéd 9) y entonces

ap10™ + a, 110" 4 -vay - 104+ ag = ap +ap 1 +--a; +ag  (méd 9),

de donde se deducen los criterios de divisibilidad entre 9 y 3.

como 10 = —1 (méd 11) resulta que 10%* = 1 (méd 11) y 10! = —1
(méd 11), de donde
an10™ 4 a1 10" 4 vay - 104+ ag = (—1)"ap + - +ay —a; +ag  (méd 11),

de donde se deduce el criterio de divisibilidad entre 11.

Tal vez los criterios menos conocidos (y usados) sean los de divisibilidad
entre 7 y 13. El criterio del 7 afirma que n = 10a + u es divisible entre 7 si
y solo si a — 2u lo es. Pero si 10a + v = 0 (méd 7), multiplicando por —2
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resulta —20a — 2u = 0 (moéd 7), es decir a — 2u = 0 (méd 7) (pues —20 = 1
(méd 7)), y reciprocamente si a—2u = 0 (mdéd 7) multiplicando por 10 resulta
10a—20u =0 (mdd 7), es decir 10a+u = 0 (mdéd 7). Anédlogamente se prueba
el criterio del 13.

Algunos ejemplos: 987654 es divisible entre 2 pero no entre 4. 123456 es
divisible entre 3 pero no entre 9. 12345 es divisible entre 5 pero no entre 10.
123456789 es miltiplo de 9 pero no de 6. 273 es miltiplo de 7 pues 27—2-3 = 21
lo es. 917652 es divisible entre 11 pues 9—147—6+5—2 = 11 lo es. Cualquier
numero con una cantidad par de cifras idénticas es divisible entre 11, ya que
la suma alternada de todas ellas es 0.

Funciéon ¢ de Euler

Si n es un namero natural se define ¢(n) como la cantidad de ntimeros del

conjunto {1,2,...,n} que son coprimos con n. Por ejemplo ¢(6) = 2 ya que de
los ntimeros 1, 2, 3, 4, 5 y 6 solamente 1 y 5 son coprimos con 6. Si p es primo y
a natural entonces entre 1 y p® solamente los ntimeros p, 2p, 3p, ..., p* p = p®

no son coprimos con p%, es decir que ¢(p®) = p* — p®~ ! = p*(1 — 1/p). Més en
general se puede probar que si n = p{'p5® - - - p;* entonces

on) = (pP —pi s —p3 ") - (o — pp )
(-5 () ()
—nf(1-=2)(1==) (12,
y4 b2 Pk

Teorema de Euler-Fermat

Si med(a,n) = 1 entonces

‘ad’(”) =1 (mdd n). ‘

Demostracion. Sean cy, Ca,. .., Con) los elementos de {1,2,...,n} que son co-
primos con n y pongamos ac; = ¢;n +r;, parai = 1,..., ¢(n), con 0 < r; < n.
Es claro que los restos r; son todos diferentes, ya que r; = r; = ac; = ac;
(méd n) => ¢; = ¢; (méd n) (por ser a coprimo con n), absurdo. Ademas
med(r;,n) = med(ac; — ¢n,n) = med(ac;,n) = 1. Se concluye que

{Cl, Co, ... 7C¢(n)} = {7"177“2, e 7T¢(n)}-
Pero r; = ac; (méd n), por lo tanto

C1C2 "+~ Cy(n) = T1T2 """ To(n) = a®™eicy - - - Cony (m6d n),

de donde resulta a®™ =1 (méd n). O

15



Un caso particular importante se presenta cuando n es primo. Observe que
si p es primo entonces ¢(p) = p — 1, por lo tanto se tiene:

Teorema (pequeno) de Fermat

Si p es primo y p 1 a, entonces

a?'=1 (méd p).

Problemas

Problema 38. Un ntmero se escribe con cien ceros, cien unos y cien doses,
en algtn orden. ;Puede ser un cuadrado perfecto?

Problema 39. Pedro multiplicé dos enteros de dos cifras cada uno y codifico
los factores y el producto con letras, usando letras iguales para digitos iguales
y letras diferentes para digitos diferentes. Entonces le mostré al maestro su
trabajo: AB-CD = EEFF. Pero el maestro le contest6: Revisa lo que hiciste,
pues cometiste un error. ;Cémo supo eso el maestro?

Problema 40. Permutando las cifras del nimero
1223334444555556666667777777

,podra obtenerse un cuadrado perfecto?

Problema 41. Si m y n son enteros tales que m?+n? es miltiplo de 3, pruebe
que tanto m como n son multiplos de 3.

Problema 42. Hallar el menor entero positivo x tal que 21z = 2(méd 37).

Problema 43. Pruebe el siguiente Criterio general de divisibilidad: Sea
n un entero positivo coprimo con 10. Sea m un inverso multiplicativo de 10
modulo n. Entonces el entero 10a + u (donde 0 < b < 9) es divisible entre n si
y s6lo si a + mu lo es.

Nota: Este criterio me fue comunicado por el profesor Dario Durédn. Como
casos particulares se tiene que 10a + u es divisible entre 13 si y s6lo si a + 4u
lo es, entre 17 si y s6lo si a — bu lo es, entre 19 si y solo si a + 2u lo es.

Problema 44. Si z, y, z son enteros tales que z? + y?> = 22, pruebe que al
menos uno de ellos es multiplo de 3.
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Problema 45. Si tres ntimeros primos mayores que 3 estan en progresion arit-
mética, pruebe que la razon (o diferencia comin) de la progresion es multiplo
de 6.

Problema 46. Se tienen 7 nimeros enteros tales que la suma de 6 cualesquiera
de ellos es divisible entre 5. Pruebe que los 7 ntimeros son multiplos de 5.

Problema 47. Si z, y, z son enteros tales que 22 + y? + 2% es multiplo de 4,
pruebe que tanto x, y, z son los tres pares.

Problema 48. Pruebe que 2222555 4 55552222 s divisible entre 7.
Problema 49. ;Qué resto se obtiene al dividir 23" entre 177

Problema 50. Pruebe que existe n tal que 3" tiene al menos 2011 ceros
consecutivos.

Problema 51. Pruebe que, dado cualquier natural N, existe n tal que 2"
tiene al menos N ceros consecutivos.

Problema 52 (Teorema de Wilson). Pruebe que, para cualquier primo p, se

cumple
(p—1D!'=-1 (mdd p).

Residuos cusdraticos

Si m es un entero, se llama residuo cuadratico médulo m a aualquier
entero a coprimo con m para el cual tenga solucion la congruencia

r*=a (méd m).
Por ejemplo 3 es un residuo cuadratico moédulo 11, ya que 52 = 3 (méd 11).
El siguiente teorema, probado por Gauss, es uno de los resultados més im-
portantes y profundos de la teoria elemental de niimeros. Para su demostracion
remitimos al lector a la literatura especializada.

Ley de reciprocidad cuadratica. Si p y ¢ son primos impares y al menos
uno de ellos es de la forma 4n + 1, entonces p es un residuo cuadratico moédulo
q siy solo si ¢ es un residuo cuadréatico moédulo p. Si en cambio p y ¢ son ambos
de la forma 4n + 3, entonces p es un residuo cuadratico modulo ¢ si y sé6lo si
¢ no es un residuo cuadratico modulo p.
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Problemas

Problema 53. Si p es un primo impar entonces la mitad de los enteros de 1
a p — 1 son residuos cuadraticos modulo p y la otra mitad no lo son.

Problema 54. Si p es un primo de la forma 4n + 3 entonces —1 no es un
residuo cuadratico modulo p.

Problema 55. Si p es un primo de la forma 4n + 1 entonces —1 es un residuo
cuadratico modulo p.

Problema 56. Pruebe que existen infinitos primos de la forma 4n + 1.

Problema 57. Si p es un primo de la forma 4n + 3 y p | a*> + b?, pruebe que
playplb.

Algunos problemas adicionales

Problema 58. Sea S(n) la suma de los digitos de la expresion decimal del
ntmero natural n (por ejemplo S(748) = 7+4+ 8 = 19). ;Qué relacion existe
entre S(2n) y 25(n)?

Problema 59 (X OMCC, Honduras, 2008). Halle el menor entero positivo N
tal que la suma de sus cifras sea 100, y la suma de las cifras de 2N sea 110.

Problema 60. (OM 2005, 1¢" Nivel) Un ntmero entero se llama autodivi si
es divisible entre el nimero de dos cifras formado por sus dos tltimos digitos
(decenas y unidades). Por ejemplo, 78013 es autodivi pues es divisible entre 13,
8517 es autodivi pues es divisible entre 17. Halle 6 niimeros enteros consecutivos
que sean autodivi y que tengan las cifras de las unidades, de las decenas y de
las centenas distintas de 0.

Problema 61. (IMO 1989) Pruebe que para cualquier n entero positivo exis-
ten n enteros positivos consecutivos ninguno de los cuales es primo ni potencia
de un primo.

Problema 62. (OMCC 2002) Encuentre un conjunto infinito de enteros positi-
vos S tal que para cadan > 1y cualesquiera n elementos distintos x1, zo, ..., x,
de S, el naimero x1 + x93 + - - - + x,, no es un cuadrado perfecto.

Problema 63. (IMO 2002) Los divisores positivos del entero n > 1 son d; <
dy < -+ <dg,cond; =1y dp=n.Sea d= dids+ dods+ - - -+ di_1dy. Pruebe
que d < n? y halle todos los n para los cuales d divide a n?.
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Problema 64. (OMCC 2001) Encontrar todos los numeros naturales N que
cumplan las dos condiciones siguientes:

= S6lo dos de los digitos de N son distintos de 0 y uno de ellos es 3.
= N es un cuadrado perfecto.

Problema 65. (IMO 2003-6) Sea p un nimero primo. Demostrar que existe
un numero primo ¢ tal que, para todo entero n, el nimero n? — p no es divisible

por q.

Problema 66. (IMO 2006-4) Determine todas las parejas de enteros (x,y)
tales que 1 + 2% + 22241 — 42,

Problema 67. (IMO 2011-5) Sea f una funcion del conjunto de los enteros al
conjunto de los enteros positivos. Se supone que para cualesquiera dos enteros
m y n, la diferencia f(m) — f(n) es divisible por f(m — n). Demostrar que
para todos los enteros m y n con f(m) < f(n), el nimero f(n) es divisible por

f(m).
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